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2.Descripcién

Trabajo de grado donde se realiza una adaptacion tecnoldgica de tres actividades
tomadas de libros de texto de matematicas de grado 11, de edicion reciente. Para ello,
muestra una seleccion de actividades que favorezcan su implementacién en el software
GeoGebra y un disefio de guias para el estudiante que a partir de cada applet promueva
el ejercicio de la conjeturacion, la argumentacion, de acuerdo al modelo de Toulmin, y el

desarrollo del pensamiento variacional entre los estudiantes.

En el trabajo se plantea la situacién problema, los objetivos, el marco teérico donde se
sustenta el concepto de conjeturacion y argumentacion, el modelo de argumentacion de

Toulmin y el pensamiento variacional. Seguidamente, en la metodologia se muestran los




pasos que se llevaron a cabo para el desarrollo de la propuesta. Luego, se hace el
analisis de la implementacion de las actividades, que se llevd a cabo con 19 estudiantes
de grado 11 del Colegio José Acevedo y Gomez de la localidad 4 de San Cristobal, en la
ciudad de Bogota. Finalmente, aparecen algunas conclusiones con las que se muestra
gue este trabajo realiza un aporte a los libros de texto y a los profesores que hacen uso
de ellos, mostrando como las actividades que alli se presentan se pueden dinamizar
mediante el uso del software GeoGebra y la intervencion adecuada del docente,

permitiendo ademas el desarrollo de la conjeturacion y la argumentacion.
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4.Contenidos

El objetivo de este trabajo es seleccionar de dos de los libros de texto de matematicas
de grado 11, de edicion reciente, tres actividades que se puedan adaptar al software
GeoGebra y que al mismo tiempo faciliten el disefio de actividades que permitan el
estudio de la conjeturacion, la argumentacion, de acuerdo con el modelo de Toulmin, y el
pensamiento variacional de los estudiantes en razon al trabajo y orientaciones que en el

aula se propongan, siguiendo los pasos hombrados a continuacion:

1. Metodologia: Se describe la seleccidon de actividades en libros de texto relacionadas
con la nocién de derivada, su proceso de adaptacion al software GeoGebra, el disefio
de preguntas para cada applet, su implementacion y posterior analisis utilizando las
evidencias obtenidas en guias de los estudiantes y videos.

2. Marco teodrico: Se presenta mediante referencias a libros y articulos, autores que

validen los conceptos de conjeturacion y argumentacion, el modelo de Toulmin y una




resefa del pensamiento variacional.

Marco de antecedentes: Se hace referencia a articulos y trabajos de grado que se
han desarrollado sobre aspectos como el analisis de libros de texto de matematicas,
la implementacion del software GeoGebra para el desarrollo de la nocion de derivada
y el andlisis de conjeturas y argumentos en la clase de matematicas mediante el
modelo de Toulmin.

Andlisis: Se hace un analisis detallado de los dialogos e interacciones que
sucedieron en la aplicacion de las actividades desde la aplicacién del modelo de
argumentacion de Toulmin. Se identifican las conjeturas y argumentos que ofrecen
los estudiantes en sus respuestas, ya sea de forma verbal o escrita, y el desarrollo
del pensamiento variacional en cada momento.

Conclusiones: Se muestra el cumplimiento de los objetivos del trabajo de grado.
Anexos: En ellos aparece la transcripcion de cada uno de los videos que se tomaron
durante la implementacién de las actividades.

5.Metodologia

Este trabajo de grado es meramente descriptivo. Se desarroll6 con un grupo de 19

estudiantes de grado 11 del Colegio José Acevedo y Gémez y se utilizaron como

elementos para recoger informacién guias que debian desarrollar los estudiantes y

videos tomados en el momento de implementacion de las actividades.

6.Conclusiones

Del trabajo realizado se obtuvieron las siguientes conclusiones:

Es posible adaptar actividades de libros de texto de matematicas de grado 11 (de
edicidén reciente) relacionadas con el concepto de derivada al software GeoGebra
dandoles dinamismo e innovacion.

A partir de los applet generados con la adaptacion de las actividades, se facilita la
construccion de guias para el estudiante donde es posible formular preguntas y

ejercicios que promueven la conjeturacion y la argumentacion.




- La implementacion de las actividades desarrolla la conjeturacion y la argumentacion
por parte de los estudiantes puesto que ellos utilizan la informacién dada a través del
applet y la guia; usan como garantia el applet, los datos por ellos obtenidos o en
algunos casos la validacion de sus conjeturas a partir de la valoracion que haga el
profesor para llegar a conclusiones.

- Mediante la implementacion de actividades relacionadas con la nocion de derivada,
donde se completan tablas, se analizan graficas de funcidn, regularidades,
crecimiento y decrecimiento de funciones y puntos de interseccion se presenta un

desarrollo del pensamiento variacional entre los estudiantes.

Elaborado por: Diaz, Dora Inés; Huertas Guerrero, Herlinton Yohany; Manrique

Pérez, Viviana.

Revisado por: Carranza Vargas, Edwin Alfredo
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INTRODUCCION

La dinamica de la educacién en la actualidad exige del profesor actualizacion
permanente en el uso de diversas metodologias, estrategias didacticas y
pedagdgicas, recursos bibliogréficos y tecnoldgicos que favorezcan el proceso de
aprendizaje, el desarrollo de competencias basicas y la motivacién del estudiante
de acuerdo con el contexto, sus necesidades y expectativas. El presente trabajo
de grado pretende hacer un estudio acerca de la respuesta de un grupo de
estudiantes de educacion media frente a la utilizacibn de algunas estrategias

empleadas por docentes en el area de matematicas.

El interés que lleva a realizar este estudio, parte de la experiencia como docentes
en los niveles de educacion basica y media, al observar la apatia de los
estudiantes frente al desarrollo de talleres y actividades que plantean los libros de
texto y la necesidad de dinamizar los procesos de ensefianza aprendizaje en la
apropiacion de los estandares basicos de aprendizaje y desarrollo de
competencias basicas en el area de matematicas con miras a la obtencion de
buenos resultados en las pruebas externas y desempefio adecuado en estudios

de pregrado.

La identificacion del problema parte de la observacion y andlisis del desarrollo de
las clases de matematicas en los colegios, usando como herramienta libros de
texto. En este contexto se da lugar a pensar en la posibilidad de que el profesor
pueda replantear las actividades que se presentan en estos libros, con el objetivo

de adaptarlas a las necesidades especificas de su clase y del grupo que atiende.

Por tanto, se realiza una adaptacion tecnologica al software GeoGebra, de tres
actividades tomadas de dos libros de texto de matematicas de grado 11 de edicion
reciente, con el propdsito de que dicha adaptacién promueva el desarrollo de la
conjeturacion, la argumentacién y el uso del pensamiento variacional por parte de

los estudiantes; en ese sentido, las actividades disefiadas se implementaron a un
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grupo de estudiantes de grado 11 del Colegio José Acevedo y Gomez de la
localidad 4 de San Cristébal.

Las conclusiones de este trabajo muestran que las adaptaciones tecnoldgicas
realizadas, junto a las guias disefiadas y la intervencion del profesor, facilitaron
por parte de los estudiantes el uso de datos, la formulacion de conjeturas y la
obtencion de conclusiones, donde los estudiantes utilizaron como garantia los
applet y los datos por ellos obtenidos, aunque en algunos casos se utilizo la
validacion del docente en los razonamientos y explicaciones que ellos ofrecen. Se
espera que con los resultados de este trabajo se realice un aporte a los libros de
texto y a los profesores que hacen uso de ellos, mostrando como las actividades
que alli se presentan se pueden dinamizar a través del software GeoGebra y por

medio de la intervencién del docente.
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1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. JUSTIFICACION

Los libros de texto usualmente son usados por los docentes como una guia para
planear y desarrollar sus clases, asi como fuente de actividades para proponer a
sus alumnos. Por eso consideramos importante que el docente de matematicas
tenga herramientas para analizar las actividades que se presentan en un libro de

texto y sacar el mayor provecho de ellas.

Por otro lado, la conjeturacion y la argumentacién son actividades que han sido
ampliamente estudiadas en el campo de la educacién matematica. El interés por
ellas radica en su potencial para construir y validar conocimiento matematico en el
aula, por lo cual entendemos que es fundamental que los docentes en
matematicas busquen mecanismos para que los estudiantes se familiaricen con

estas dos actividades.

El presente trabajo pretende aportar en estas dos lineas, siendo un ejemplo de
andlisis de algunas de las actividades que proponen dos de los libros de texto de
edicidn reciente, usados por los docentes de matematicas en Bogota, relacionadas
con el concepto de derivada. El propésito es mostrar como estas actividades
pueden promover el desarrollo de la conjeturacion y la argumentaciéon mediante la
intervencién del docente y a través de su adaptacion al software GeoGebra. De
esta forma, se espera que este trabajo sea un aporte para los profesores y para

los editores de libros de texto en el area de matematicas.
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1.2. OBJETIVO GENERAL

Adaptar, mediante el software GeoGebra, algunas de las actividades propuestas
por dos libros de texto de mateméticas de grado 11 de edicién reciente respecto al

concepto de derivada.

1.3. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Estudiar las actividades asociadas al concepto de derivada que proponen
dos libros de texto de edicion reciente.

2. Proponer una adaptacion de algunas actividades estudiadas para que sean
resueltas mediante el software GeoGebra de tal forma que promuevan el
desarrollo de la conjeturacion y la argumentacion sobre el concepto de
derivada.

3. Implementar las actividades propuestas a un grupo de estudiantes de grado
11°, para analizar si con la adaptacién realizada se desarrolla conjeturacion
y argumentacione identificar los elementos del pensamiento variacional que

desarrollan.
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2. METODOLOGIA

En este capitulo abordamos el desarrollo metodoldgico del trabajo de grado, el
cual se realiz6 a través de tres procesos fundamentales: (i) disefio de las
actividades, (ii) recoleccion de la informacion y (iii) analisis y elaboracion de

conclusiones. Estos procesos se detallan a continuacion.

2.1. DISENO DE LAS ACTIVIDADES

Para disefar las actividades se tomaron como base las propuestas en algunos
libros de texto de matematicas de grado 11. La seleccion de estos libros se hizo
teniendo en cuenta que fueran de edicion reciente, de esta forma se garantiza que
dentro de su enfoque estan contemplados los lineamientos curriculares y los
estandares, ya que son posteriores a 1998. Ademas, tenemos conocimiento que

los docentes en Bogotd4, en general, hacen uso actualmente de estos libros.
Los libros seleccionados fueron:

e Los caminos del saber: matematicas 11. Editorial Santillana, 2013.

e Zoom a las matematicas 11. Editorial Libros & Libros, 2012.

En estos libros se revisaron las actividades que se proponen para el desarrollo del
concepto de derivada y se seleccionaron inicialmente las 9 actividades que se

muestran a continuacion:

m Determina en cudl de los puntos sefialados sobre
cada funcién la pendiente de la tangente es de mayor
valor. Justifica tu respuesta.

- 0.

Figura 1. Actividad a, tomada del libro Los caminos del saber 11
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.Lee, observa y resuelve.
Dado un cilindro circular
recto, inscrito en una es-
fera de radio 5 cm, como
se muestra en la figura:

77. Determina la recta

tangente a la grifica
de la funcién Vi) en
el punto (2,487).

78. Encuentra un punto de la grifica de V{4), tal

que la recta tangente en ese punto sea paralela
al eje x.

Figura 2. Actividad b, tomada del libro Los caminos del saber 11

Se vierte agua con rapidez constante
en un vaso como el que se muestra en
la figura.

La grifica flx) que relaciona la pro-
fundidad del agua con relacién a un

tiempo es:
Profundidad del agua
y
.g‘ P-nmdehﬂul:ém
" corresponde a
iy st g

X

109. ;Qué significado tiene la concavidad de la grd-
fica con respecto a la rapidez de llenado? ;A qué
se debe esto?

110. ;En qué punto del vaso, la rapidez con la que se
llena de agua es mdximo? ;A qué se debe esto?

Figura 3. Actividad ¢, tomada del libro Los caminos del saber 11

3. Al caer un objeto sobre el agua, el drea de la region
circular que este forma aumenta produciendo ondas
concéntricas. Si el radio de estas ondas crece a razén
de 1,5 cm/s, ;a qué ritmo crece el drea total circular

cuando r = 4 cm?

Figura 4. Actividad d, tomada del libro Los caminos del saber 11
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Un tanque cilindrico con una altura de 20 pies se
llena hasta el tope con agua. Si se hace un agujero en
la parte lateral del tanque, el flujo de agua que sale del

tanque llegari al suelo a una distancia de x pies de la
base del tanque donde x(d) = 24/ d(20 — d.

|

180. Encuentra el valor 4, para que el alcance sea
mdximo.

Un granjero tiene 750 metros de alambre para cercar
un drea rectangular y dividirla en cuatro partes con
cercas paralelas a cada uno de los lados del rectingulo.

181. Determina el drea total mdxima posible de las
cuatro partes.

Figura 5. Actividad e, tomada del libro Los caminos del saber 11

9. Una mujer que se encuentra en un punto A sobre la pla-
ya de un lago circular con radio de 2 millas, desea llegar
al punto C, opuesto al punto A sobre el otro lado del lago,
en el tiempo mas corto posible. Puede caminar a razdén de 4
millas por hora y remar en un bote a 2 millas por hora. {En
qué angulo en relacion con el diametro debe remar?

Figura 6. Actividad f, tomada del libro Zoom alas matematicas 11

4. Un depésito en forma de cono invertido tiene una altura de
2 my un radio de 3,5 m. Si el agua fluye en él a razon de
0,6 m* por minuto, halla la razén de cambio de Iz altura del
agua cuando el depdsito se ha llenado 45 cm.

« s

Figura 7. Actividad g, tomada del libro Zoom a las matematicas 11
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9. Una escalera de 13 m de longitud esta apoyada contra una
pared vertical. 5i la base de la escalera se desliza de la pared
alejdndose de ella a razon de 2 m/s, {con qué rapidez resba-
la sobre |a pared la parte superior de la escalera cuando su
base se halla a 5 m del muro?

Figura 8. Actividad h, tomada del libro Zoom a las matematicas 11

9. Un reloj de arena consta de dos conos idénticos contenidos
en un cilindro recto de radio 2,5 cm y altura 6 cm. El cono su-
perior esta lleno de arena. Calcula la razén entre el volumen
de la parte llena de arena y el volumen del cilindro.

6cmf {

s _;‘«}- N —.a—’g

Figura 9. Actividad i, tomada del libro Zoom a las matematicas 11

Para cada una de estas actividades, se analizo la viabilidad de transformarla en un
applet construido con el software GeoGebra, que permitiera el desarrollo de
argumentacion y conjeturacion en los estudiantes. Al realizar el proceso con cada
una, se encontr6 que 3 de ellas se adaptaban mejor a dicho objetivo. Las

seleccionadas fueron:

e Actividad 1: actividad a, tomada del libro Los caminos del saber 11
e Actividad 2: actividad b, tomada del libro Los caminos del saber 11

e Actividad 3: actividad i, tomada del libro Zoom a las matemaéticas 11
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Con el applet construido en GeoGebra para cada una de estas tres actividades, se
elabor6 una guia de preguntasen las que se buscaba el desarrollo de la
conjeturacion y la argumentacion. Dichas actividades fueron piloteadas con dos

estudiantes y luego fueron ajustadas con base en los resultados obtenidos.

De esta manera, las actividades presentadas en los libros de texto se
transformaron en actividades de aula. Si bien el pretexto de cada actividad es el
mismo (en la primera, la recta tangente; en la segunda, el cilindro inscrito y en la
tercera, el reloj de arena), lo que cambia de la actividad original a la adaptacion, es

el objetivo de las preguntas elaboradas.

Las actividades finales son las que se muestran a continuacion.

2.1.1. ACTIVIDAD 1

7 ACTIVIDAD 1 141-75.9gb f=lie=.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn. .

i

-

Seleccionay mueve el punto A
A (2.06,1.8)

B : (2.06,6.25)

m = 6.25

4 & 8

Entrada: @

Figura 10. Applet de la actividad 1

1. En la construccion realizada en GeoGebra se representa:
e Lafuncién f(x) de color verde.
e El punto A que pertenece a la funcion f x .

e Larectal que es tangente a la funcionf (x) en el punto A.
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Supongamos que el punto A representa un objeto que se desplaza siguiendo la

trayectoria dada por la funcién f(x). Puedes mover el punto A, sosteniendo el clic

izquierdo sobre él, para ver como varia la pendiente (m) de la recta L.

Sl

Selecciona y mueve el punto A
A (1.23,-1.49)
B:(1.23,2)

m=2

m=2

3 4 5 § 7

Figura 11. Imagen de la actividad 1

A continuacion, resuelve usando la construccion:

b. Mueve el punto A y completa la tabla registrando las coordenadas del

punto A, las coordenadas del punto B y el valor correspondiente de la

pendiente (m) de la recta [ en cada caso.

En los dos ultimos renglones ubica el punto A en cualquier lugar de la

funcién y escribe todos los valores que requiere la tabla:

Coordenadas de | Coordenadas de
A B Pendiente de [
X y X y
-2 0,25 -2 1,1 1,1
0,4
-1
-1,6
—1,54

0,5

1,2
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Tabla 1. Primera tabla a completar en la actividad 1
Sefiala en la tabla las coordenadas del punto A para las cuales la
pendiente m es positiva. Describe la forma que tiene la trayectoria del

punto A cuando la pendiente m es positiva.

Sefiala en la tabla las coordenadas del punto A para las cuales la
pendiente m es negativa. Describe la forma que tiene la trayectoria del

punto A cuando la pendiente m es negativa.

¢,Como es la forma de la funcion f(x) cuando la pendiente de la recta [
es positiva? ¢Como es la forma de la funcién f(x) cuando la pendiente
de la rectal es positiva? Establece una conclusion para responder estas

preguntas y explica por qué esto ocurre.

¢En qué partes de la grafica de la funcion f(x) el valor de la pendiente
m es igual a cero? ¢Qué caracteristicas tiene la trayectoria del objeto en

estas partes de la funcion?

A medida que mueves el punto A, observa que se desplaza con él un
triangulo rectangulo, ¢qué caracteristicas permanecen constantes en el

triangulo y cuales cambian?

¢, Qué caracteristicas en el trazo de la grafica f(x) hacen que el triangulo
rectangulo practicamente desaparezca? Sefiala las posiciones donde
esto sucede escribiendo las coordenadas donde esté ubicado el punto
A.

¢, Qué representa el triangulo respecto a la funcion? Establece una

conclusién y justificala.

Observa todos los valores registrados en la tabla, ¢qué relaciones

observas entre ellos?
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k. De acuerdo con tu respuesta a la pregunta anterior, ¢cual es la relacion
entre el punto B y la gréfica de la funcién g(x)? ¢Qué representa esta
funcion? Justifica tu respuesta.

2. Contesta nuevamente las preguntas anteriores con la segunda construccion

que te ofrecemos en GeoGebra. Completa la siguiente tabla con valores de
esta construccion.

Coordenadas de A | Coordenadas de B | pendiente de

x y x y L

Tabla 2. Segunda tabla a completar en la actividad 1
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2.1.2. ACTIVIDAD 2

s ~
¥ ACTIVIDAD 2141 -77-78.9gb (== ][=]
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn. ..

T E) =
DR ER N EENEE
h ) /V ’/\”V & ®V | * a2 2 ‘%’V ? #
» Vista Grafica 3D (£ | = vista Grafica =
O & ev
Velumen RadioEsfera=3
del .
Cilindro
150
Jindro 100 4
50 1
Radio del cilindro = 2.95 P=11.09 29.85
Altura del cilindro = 1.09
Yolumen del cilindro = 29 85 0
0 10 20 30 a0 a0 0 70 &0
Altura del cilindro
Emrada.| | 1]

Figura 12. Applet de la actividad 2

La construccion en GeoGebra corresponde a un cilindro inscrito en una esfera,

como se muestra en la siguiente imagen:

Figura 13. Imagen de la actividad 2

Puedes mover el punto D en GeoGebra para modificar la altura del cilindro y el
deslizador RadioEsfera para modificar el radio de la esfera. En la vista grafica se
observa la funcién que representa el volumen del cilindro inscrito con respecto a

su altura.

Contesta las siguientes preguntas:
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a. Completa la siguiente tabla para la esfera de 3 unidades de radio,
registrando algunos valores para la altura y el volumen del cilindro. Para

encontrarlos mueve el punto D.

Altura del cilindro Volumen del Cilindro
0,5 14,06
1,09

39,44
1,98

58,02
2,96

65,3

4,05

58,46
5,03

Tabla 3. Primera tabla a completar en la actividad 2
b. Mueve cuidadosamente el punto D y observa el cambio en los valores de
las coordenadas del punto P en la vista gréfica. ¢Cuél es el volumen
maximo que puede tener el cilindro inscrito en la esfera de 3 unidades de

radio? ¢ Cual es la altura del cilindro cuando tiene el maximo volumen?

c. Al mover el punto D, observa la relacion entre el volumen del cilindro y la
representacion de la funcion que se observa en la vista grafica. ¢ Por qué la

funcidn tiene esta forma? Justifica tu respuesta.

d. Modifica ahora el radio de la esfera, con los valores que aparecen en la

tabla siguiente. Busca el volumen maximo que puede tener el cilindro
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inscrito en la esfera para cada radio y completa los correspondientes radios

y alturas del cilindro.

Radio
de la

esfera

Volumen maximo
del cilindro

inscrito

Radio del
cilindro con
el volumen

maximo

Altura del
cilindro con el
volumen

maximo

2,5

3,6

4,2

4,5

Tabla 4. Segunda tabla a completar en la actividad 2

e. Observa los datos registrados en la tabla, ¢qué caracteristicas tiene el

cilindro con el volumen méaximo para cualquier esfera? Justifica tu

respuesta.
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2.1.3. ACTIVIDAD 3

7 ACTIVIDAD Reloj de arena.ggh EI@
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...
A . "\ ® a=12 :]
e | /v "—J'-/v k.)v G}v ®v éLv N ABCv Tv ‘%'v
» Vista Grafica () | = vista Gréfica 3D |
Tigmpo =541 - - - - -
LR
Yolumen de arena total = 19.6 cm?
B vor e uberior Yolumen de arena Superior = 13.9 cm®
EHAI_EHQW:I_‘DI_ Yolumen de arena inferior = 5.7 crm®
0 Altura de la arena superior = 2.7 cm
-300 -200 -100 1] 100 200 300 400 500 600 700 800 200 A‘tura de |a arena inferior - 2 cm
q p ]
» Vista Grafica 2 o[£
AIturaAl:enaSupgripr !
. o . . . . . oy
-100 1] 100 200 300 400 500 < % >
Entrada: 1)
Figura 14. Applet de la actividad 3
La construccion de GeoGebra muestra la simulacion
de un reloj de arena con las dimensiones que se
indican a la derecha. Si modificas el deslizador 3cm
Tiempo verds como cae la arena. En la vista grafica -+
se hallan las graficas de las funciones que 3em
relacionan:
e El volumen de la arena que hay en el cono F2.5cm-

superior y en el cono inferior a medida que

pasa el tiempo.

e La altura de la arena que hay en el cono
superior y en el cono inferior a medida que

pasa el tiempo.

Figura 15. Reloj de
arena con sus
dimensiones.
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Usa la construccion para resolver las siguientes preguntas:

a. Completa la tabla registrando los valores correspondientes en cada tiempo

determinado.

Tiempo

Volumen de

arena superior

Altura de la
arena

superior

Volumen

arena inferior

Altura de

arena inferior

11

18,5

2,9

11

1,1

26,8

46,5

81,2

112,7

153,7

176,5

212,8

Tabla 5. Tabla a completar en la actividad 3

b. A medida que el tiempo aumenta, ¢qué valores aumentan? ¢qué valores

disminuyen?

c. ¢Cual es el tiempo que ha transcurrido cuando se intersecan las funciones

en cada gréfica?

d. ¢Qué representa el punto de interseccion de las funciones en cada caso

respecto a la situacion?
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e. Ubica el deslizador en Tiempo = 0. Haz clic derecho sobre el deslizador y
activa la opciéon animacién. Observa como varian las alturas y los
volumenes de la arena en el cono inferior y superior. ¢Por qué las gréficas

tienen esta forma? Justifica tu respuesta.

2.2. RECOLECCION DE LA INFORMACION

La aplicacién de las actividades se realizé durante dos clases. En la primera clase
se trabajé en la actividad 1 y en la segunda se trabajo en las actividades 2 y 3.
Durante la aplicacién de cada actividad los estudiantes se organizaron en parejas
y trabajaron en los applet proporcionados y respondiendo las preguntas de cada
guia. Para recolectar informacion se tomo grabacién de video y se recopilaron las

respuestas escritas de los alumnos.

2.2.1. POBLACION

La implementacion de las actividades se realizdé con un grupo de 19 estudiantes
de grado 11 del colegio José Acevedo y Gomez, ubicado en la localidad 4 de San
Cristébal en la ciudad de Bogota. Los estudiantes tienen edades entre los 15y 19

afos, su estrato socioeconémico en su mayoria es dos.

2.3. ANALISIS DE LA INFORMACION

Tomando como base la grabacion de video y las guias con las respuestas de los
estudiantes, se realiz6 el analisis de las actividades. Para ello, se realizd el

siguiente procedimiento:

1. Se reviso la grabacion de video para determinar los momentos claves en la
resolucion de cada una de las actividades, en términos de argumentacion y
conjeturacion.

2. Se realizaron transcripciones de los dialogosque se presentaron entre los
estudiantes y los docentes, las cuales se presentan al final del presente
documento.

3. Se usaron las transcripciones para identificar en los didlogos conjeturas,

argumentos, explicaciones o diferentes aspectos del pensamiento
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variacional. Se hizo énfasis en especificar cuales de estos elementos eran
aportados por los alumnos y cuales por los estudiantes. Para eso, se uso
el modelo de Toulmin para caracterizar los argumentos, el cual como se
vera a lo largo del documento, resulta ser tanto un sustento teérico como

una herramienta metodoldgica para el desarrollo del analisis.

31



3. MARCO TEORICO

En este capitulo se exponen los referentes tedricos en los que se basa el andlisis
de la aplicacion de las actividades. En la primera parte se presenta una
aproximacion a las nociones de conjeturacion y argumentacion en la clase de
matematicas, con el proposito de diferenciar estos procesos de otros como la
explicacion o la demostracion. En la segunda parte se realiza una interpretacion
del modelo de argumentacion de Toulmin, asi como una descripcion de la
concepcion de razonamiento de este mismo autor, con el fin de establecer una
distinciobn entre estos dos conceptos. Y en la tercera parte se caracteriza el
pensamiento variacional,de acuerdo con los elementos expuestos en los
lineamientos curriculares y los estandares de matematicas del Ministerio de

Educaciéon Nacional.

3.1. LA CONJETURACION Y LA ARGUMENTACION

En las ultimas décadas, las investigaciones desarrolladas por la comunidad de
educadores matematicos han mostrado especial interés por el estudio de la
argumentacion en la clase de matematicas. El modelo de Piaget del desarrollo del
razonamiento en el nifio y el adolescente, fue durante mucho tiempo la teoria
aplicada para analizar los problemas en el aprendizaje de las matematicas. Sin
embargo, este modelo resulta limitado para analizar asuntos relacionados con la
argumentacion, especialmente aquellos que tienen que ver con la demostracion,
ya que no permite caracterizar las dificultades que encuentran los estudiantes al
desarrollar estos procesos o estudiar las condiciones que se presentan en el

trabajo grupal en el aula (Duval, 1999).

Balacheff (citado por Duval, 1999) fue uno de los primeros autores en tener en
cuenta esta situacion respecto a la introduccién de la prueba y la demostracion en
la educaciéon secundaria. En su trabajo, este autor propone una aproximacion a la
prueba en matematicas, tomando como punto de partida las actividades que
realiza un estudiante para analizar un problema. Este nuevo enfoque impulsé el

interés por las formas de argumentar que promueven la resolucién de problemas,
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lo que condujo a pensar que las formas de argumentacion eran el camino para

llegar a la demostracion.

Camargo (2010) engloba las actividades que apoyan e impulsan la produccion de
una demostracion matematica en un conjunto denominado “actividad

demostrativa”. Respecto a estas actividades esta autora afirma que:

Generalmente éstas comienzan con la exploracion de una situacion para
buscar regularidades, pasan por la formulacién de conjeturas y la respectiva
aceptacion del hecho geométrico enunciado, posteriormente se concentran
en la busqueda de ideas o argumentos que conforman la demostracion del
enunciado y la organizacion de dichas ideas en un discurso comunicable
segun reglas establecidas por el grupo humano al que se dirige y terminan

con la inclusion del enunciado al interior de un sistema tedrico. (p. 49).

En consecuencia, para Camargo, la actividad demostrativa no se reduce
Unicamente a la organizacion de una demostracion matematica coherente dentro
de un sistema l6gico deductivo. Sino que debe abarcar ademas todos los procesos
gue se realizan para establecer la propiedad que se va a demostrar, analizar los
argumentos que soportan dicha propiedad y organizar estos argumentos en la
demostracion matemética formal. Por lo tanto, la conjeturacion y la argumentacion
son procesos en los que se basa el desarrollo de la actividad demostrativa y que

detallaremos a continuacion.

Una de las primeras actividades que conforman la actividad demostrativa es la de
conjeturar. Cuando se realiza un trabajo de exploracion y, a partir de este, se
establece una hipétesis, se dice que se ha desarrollado conjeturacion. La hipotesis
formulada se denomina conjetura (Camargo, 2010). Para Boero (citado por
Camargo, 2010) una conjetura es una proposicion que tiene implicita la forma
condicional si-entonces. En ocasiones, para formular una conjetura de manera
apropiada, esto es con la forma condicional, el profesor debe actuar como guia

para llevar a los estudiantes hacia las formulaciones linguisticas adecuadas.
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En el momento en el que se tiene clara una conjetura, surge la necesidad de
validarla, para lo cual se pueden tomar diversos caminos. De acuerdo con
Balacheff (2000), uno de estos caminos es la explicacion. Para este autor, la
explicacion permite establecer y garantizar la validez de una proposicién. Cuando
una persona expresa una explicacion en un discurso, lo que pretende es transmitir

la verdad de una proposicién que ya ha asumido.

No obstante, otros autores le otorgan menos poder a la explicacion. Es el caso de
Duval (citado por Goizueta, 2011), para quien la explicacion tiene que ver con la
presentacion de un hecho, esto es, hacer comprensible un dato, una proposicion,
un fendbmeno o un resultado. Es decir, la explicacién tiene un caracter mas
descriptivo que persuasivo. Para Duval (1999) la tarea de justificar una proposicion
(que puede ser una conjetura) es asumida por la argumentaciéon y no por la
explicacion. Duval considera que un hecho, el resultado de la experiencia, un
ejemplo, una definicién, una regla o una creencia, pueden ser argumentos si se
usan para decir por qué se acepta o se rechaza una proposicion determinada. La
explicacion busca comprension de wuna proposicion, mientras que la

argumentacion busca comunicar la fuerza de esta proposicion.

Existen dos elementos fundamentales que determinan el nivel de aceptacion o
rechazo de un argumento, estos son: su pertinencia y su fuerza. Un argumento es
pertinente si pertenece al mismo campo semantico de la tesis o conjetura que
defiende. Dicho de otra forma, para que un argumento sea pertinente debe hacer
referencia al mismo cuerpo de contenidos o campo del conocimiento en el que se
enmarca la conjetura. Por otro lado, la fuerza de un argumento obedece a dos
factores: su resistencia a objeciones, esto es que resista contraargumentos; y el
valor epistémico que tenga para la persona a la cual se dirige, es decir, si lo
considera valido, evidente o, por el contrario, absurdo o imposible (Goizueta,
2011).

Las matematicas tienen una serie de caracteristicas especiales que hacen que la

produccion de argumentos en esta area del conocimiento sea radicalmente

34



diferente a la que se realiza en otros campos. En particular, cuando un argumento
surge como parte de la soluciébn de un problema en mateméticas, su fuerza
depende de su adaptacién a las condiciones del problema, mas que de la
aceptacion por parte del receptor. En este caso se dice que la argumentacion es
heuristica. Pero cuando el argumento surge de la necesidad de convencer a otra
persona para que tome una decision, su fuerza depende mayormente de la
conviccion de quien plantea el argumento. En este caso la argumentacion se

denomina retérica (Duval, 1999).

Luego de que una conjetura es explicada y, en el algun nivel, argumentada, se
procede a demostrarla. De acuerdo con Balacheff (2000), la demostracion es una
forma de prueba muy comun en el campo de las matematicas, y consiste en una
serie de enunciados que se organizan de acuerdo con unas reglas. Coincide en
cierta medida con la concepcion de Duval (1999), quien sefiala que la
demostracion es un tipo de prueba formal que se realiza en la Ultima etapa de una

actividad matematica.

En este punto se hace necesario diferenciar entre argumentacion y demostracion,
términos que muchas veces usamos los docentes de matematicas sin distinciéon
alguna. Mientras que la argumentacion nace del debate, de la discusion o de la
oposicion; la demostracién tiene una estructura similar a la de una cadena de
calculos, que se efectla aplicando unas reglas o propiedades preestablecidas. La
demostracién se basa en un cuerpo de contenidos pertenecientes a una teoria
seleccionada, mientras que la argumentacién permite recurrir a diferentes teorias

no preestablecidas para la tarea (Goizueta, 2011).

Por su parte, Douek (citado por Goizueta, 2011) considera que “demostrar una
conjetura requiere una intensa actividad argumentativa basada en
“transformaciones” de la situacion representada por la asercion” (p.15). Lo que
hace pensar que, aunque se trate de actividades diferentes, la argumentacion y la

demostracién se pueden considerar complementarias.
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3.2. EL MODELO DE ARGUMENTACION DE TOULMIN

Toulmin (1958) propone un modelo de argumentacién mediante el cual es posible
caracterizar cualquier tipo de argumento. Para este autor, el término
argumentacion tiene que ver con la actividad total de plantear afirmaciones,
ponerlas en discusion y respaldarlas usando diferentes razones. Mientras que el
término razonamiento, de un caracter mas particular, tiene que ver con la actividad
central de presentar razones a favor o en contra de una afirmacién. Es decir, el

razonamiento es un proceso que se realiza dentro de la argumentacion.

Ademas, para Toulmin, un argumento puede ser entendido en dos sentidos. El
primero es como un tramo de razonamiento, es decir, una secuencia de
afirmaciones y razones encadenadas que pretenden transmitir la fuerza de la
proposicién a favor de la cual se esta argumentando. Y la segunda es como un
conjunto de interacciones humanas mediante las cuales se formulan, debaten o
reforman dichos tramos de razonamiento(Atienza, 2005). A Toulmin le interesan
especialmente los argumentos vistos desde la segunda concepcion y estos son los

gue nos interesa analizar en la clase de matematicas.

¢, Qué elementos se deben tener en cuenta para realizar un argumento de acuerdo
con el modelo propuesto por Toulmin (1958)? Para responder esta pregunta
debemos considerar como marco las interacciones humanas en las que se
desarrolla la argumentacion segun este autor. En lo que sigue expondremos uno
de los ejemplos que propone Toulmin con el fin de distinguir los elementos de su

modelo.

Supongamos que realizamos una afirmacion como que “Harry es subdito
britanico”; si alguien pone en duda dicha afirmacion, debemos ser capaces de
apoyarla, es decir, comprobar que esté justificada. Para eso, se puede recurrir a
hechos conocidos como que “Harry nacié en Bermuda”. La afirmacién realizada,
también denominada conclusion, se denotara con C y los elementos justificatorios,
gue se toman como base para realizar dicha afirmacion, llamados datos, se

denotaran con D.
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Si para la persona que nos cuestiona, los datos no son suficientes, sino que
requiere que indiqguemos qué tienen que ver los datos que hemos sefialado con la
conclusién establecida, o que debemos establecer es un enunciado hipotético de
caracter general que actle como puente entre los datos y la conclusion.
Normalmente estos enunciados estan formulados de la forma Si D, entonces C. A
las proposiciones de este tipo, Toulmin las denomina garantias y las denota con
G.Retomando el ejemplo, saber que D: “Harry naci6 en Bermuda” nos permite
afirmar que C: “Harry es subdito britanico” sobre la base que G: “Quién nace en

Bermuda es subdito britanico”.

Con estos tres elementos, se puede realizar un esquema basico para analizar
argumentos. La relacidén entre los datos y la conclusién se puede indicar con una

flecha, debajo de la cual se escribe la garantia.

A 4

Por tanto C

D
|

Porque G

Figura 16. Esquema basico del modelo de Toulmin

Ajustando el ejemplo desarrollado a este esquema, se obtiene lo siguiente.

D: “Harry nacié en C: “Por tanto, Harry es

A 4

Bermuda” subdito Britanico”

Porque G: “Quien nace en Bermuda
es subdito britanico”

Figura 17. Ejemplo basico del modelo de Toulmin

Este esquema permite observar que en un argumento, la conclusion se realiza
sobre la base de unos datos y que la garantia permite explicitar la validez del paso
de los datos a la conclusion. Ademas, puede observarse que la garantia es
general, ya que puede aplicarse a diferentes argumentos, mientras que los datos

son mas especificos.
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Si se analiza el paso de los datos a la conclusién, se puede distinguir entre
diferentes clases de garantias. Algunas de ellas permiten establecer una
conclusion de manera indiscutible y otras solo de manera provisional. En el
segundo caso, se hace necesario indicar las condiciones bajo las cuales hay
excepciones a la garantia apelada. Para considerar estos aspectos es necesario
complejizar el modelo, agregando dos elementos adicionales: los calificativos o
modalizadores (M) y las condiciones de excepcion o refutacion(E). Los
modalizadores, son términos como “probablemente” o “presumiblemente”, que
indican la fuerza que le da la garantia al argumento, mientras que las condiciones
de refutacion hacen referencia a circunstancias en las que la garantia pierde

autoridad y en las que se puede rechazar la conclusion establecida.

Estos elementos se pueden agregar al esquema, el modalizador (M) se escribe a

lado de la conclusion y las condiciones de refutacion (E) debajo del modalizador.

A 4

Por tanto, M, C

D
|

Porque G

A menos queE

Figura 18. Modelo de Toulmin con modalizador y condiciones de refutacion

Identifiguemos estos dos nuevos elementos en el ejemplo que se venia
desarrollando. La conclusion de que Harry es subdito britanico, se defiende
usando como dato la informacion de que nacid6 en Bermuda y usando como
garantia las leyes que regulan la nacionalidad britanica. Sin embargo, puede
suceder que los padres de Harry sean extranjeros o que se haya cambiado su
nacionalidad después de nacer, bajo estas dos condiciones la garantia apelada no
es aplicable. Por lo tanto, la conclusibn se asume como “presumiblemente’

correcta. Luego, el argumento se complementa como se muestra a continuacion:
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D: “Harry nacié en Por tanto:
Bermuda” M: Presumiblemente,C: “Harry

Y

es subdito Britanico”

Porque G: “Quien nace |

en Bermuda es stbdito A menos que E: Sus padres

britanico”

sean extranjeros/ haya sido

naturalizado americano.

Figura 19. Ejemplo con modalizador y condiciones de refutacion

Finalmente, Toulmin(1958) complementa su modelo con un elemento denominado
respaldo(R), el cual le da autoridad y vigencia a las garantias usadas. Cuando en
un argumento se han explicitado sus datos, la garantia, losmodalizadores y las
condiciones de refutaciébn y, sin embargo, la persona que pone en duda el
argumento no esta convencida del mismo porque requiere que la garantia sea
valida en cualquier caso, entonces, se debe especificar el respaldo del argumento.

Dentro del esquema este elemento se ubica debajo de la garantia.

O
A 4

Por tanto, M, C

Porque G

A menos que E

Teniendo en cuenta que R

Figura 20. Modelo de Toulmin completo
Mientras la garantia es un enunciado hipotético que sirve de puente entre los
datos y la conclusién, el respaldo es un enunciado categ6rico sobre hechos en los
que se basa la garantia. En el caso del ejemplo en desarrollo, la garantia G:
“Quién nace en Bermuda es subdito britanico” se respalda en diferentes decretos y
provisiones legales que rigen la nacionalidad de las personas nacidas en colonias

britanicas. El esquema final del argumento es el siguiente:
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D: “Harry nacid en Por tanto:

\ 4

Bermuda” M: Presumiblemente,C: “Harry

es subdito Britanico”

Porque G: “Quien nace |

en Bermuda es stibdito A menos que E: Sus padres

britanico”

sean extranjeros/ haya sido

naturalizado americano.

Teniendo en cuenta R: Las leyes
y provisiones legales.

Figura 21. Ejemplo del modelo de Toulmin completo

Cabe sefalar que al desarrollar un argumento no es necesario especificar el

respaldo, de hecho, este elemento es en la mayoria de ocasiones implicito.

Realizando un desarrollo similar se puede plantear el siguiente ejemplo de

argumento en matematicas, ajustado al modelo de Toulmin (1958).

D: “Sea A un puntoy/ ,| Portanto:

una recta que no lo M: Presumiblemente,C: “Existe

contiene.” una Unica recta m, paralelaaly
gue contiene al punto A”

Porque G: “V

postulado de Euclides A menos que E: Se tome

como referencia la
geometria de Lobachevski.

Teniendo en cuenta R:
Geometria euclidiana

Figura 22. Ejemplo de argumento en matematicas ajustado al modelo de Toulmin

En la actualidad, son muchos los trabajos desarrollados alrededor de la
argumentacion en el campo de la educacién matematica, que usan como marco
de referencia el modelo de Toulmin. Nos interesa destacar el realizado por Conner

(2012), el cual se detalla en el marco de antecedentes.
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3.3. EL PENSAMIENTO VARIACIONAL

Inicialmente, el algebra se entiende como una generalizacion de los procesos
numéricos y de cuantificaciébn, asi mismo, es un sistema en que se plantean
ecuaciones, igualdades, funciones y modelos para representar situaciones de
cuantificacion o para representar fendmenos de variaciéon y cambio, es por ello
que se debe trabajar en el uso comprensible de la variable, la formulacion y
manipulacion de igualdades, las formas de representacion de una funcién,
estrategias de resolucion de problemas, analisis de relaciones de variacion y
contextualizacién de relaciones de dependencia entre variables, todo lo anterior

enmarcado en el desarrollo del pensamiento variacional (MEN, 1998).

De acuerdo con el MEN (1998), trabajar en el desarrollo del pensamiento
variacional supone no permitir la fragmentacion del conocimiento matematico,
favorecer la integracion y estructuracién de una metodologia que a través de la
aplicacion de conceptos y procedimientos permita analizar, organizar y modelar
situaciones propias de la matematica, las ciencias y la vida cotidiana, donde la

variacion sirva como sustento de las conclusiones obtenidas.

El desarrollo del pensamiento variacional puede empezarse pronto en el curriculo
de matematicas, utilizando situaciones problema de variacion y de cambio
referidos a contextos cotidianos, donde la organizacion de la variacion en tablas, la
aproximacion, el uso de ecuaciones, las operaciones aritméticas y el uso de la
calculadora hacen que se vaya generando progresos en el estudio de la variacion.
Ademas, es importante exponer a los estudiantes a situaciones donde deban
completar tablas como forma de representar una funcién, donde se empiece a
generar la idea de variacion numérica continua, también donde se puedan
observar patrones y regularidades, que lleven al estudiante a construir formulas y
ecuaciones (MEN, 1998).

La observacion de dos fotografias similares sirve para identificar patrones entre las
imagenes. Del mismo modo, en escenarios numéricos y geométricos se identifican

relaciones de indole aditivo y multiplicativo. También, el empleo de tablas puede
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llevar de forma natural al uso del plano cartesiano para representar la situacion
tratada y con ello ayudar a hacer visible las relaciones de dependencia entre las

variables.

Finalmente, aparece la nocion de funcion como una herramienta que enlaza dos
conjuntos que cambian, de manera que sirve para hacer predicciones y controlar
el cambio, donde los modelos mas simples encierran relaciones de variacion como
la proporcionalidad. También, se requiere el trabajo con funciones que no
contengan regularidades y por tanto, no tengan representacion en una ecuacion y
aun asi garantizar su existencia, dar a conocer los modelos de funcibn mas
comun, sus caracteristicas como dominio, rango, crecimiento y decrecimiento, y
con ello adoptar el uso de calculadoras graficadoras u otros dispositivos como
computadores y tabletas, que hacen mas dinamico y practico el proceso de

ensefianza y aprendizaje de este concepto.

42



4. MARCO DE ANTECEDENTES

El desarrollo del presente trabajo de grado contemplo la revision de diferentes
tesis y articulos relacionados con los intereses investigativos de nuestro estudio.
Al respecto, se encontraron varios antecedentes entre los cuales nos interesa
destacar cuatro. El primero tiene que ver con el andlisis de libros de texto de
secundaria en lo referente al desarrollo del concepto de puntos criticos de una
funcién; el segundo y el tercero estan relacionados con la comprension del
concepto de derivada usando como mediador el software GeoGebra; y el cuarto y
ultimo,hace referencia al modelo de Toulmin como herramienta para caracterizar

los argumentos que surgen en la clase de matematicas.

4.1. Metodologia de analisis de libros de texto de matemaéticas. Los puntos
criticos en la ensefianza secundaria en Espafia durante el siglo XX
(Gonzales, M. & Sierra, M., 2004).

Gonzalez & Sierra (2004) abordan el tema de la eficiencia de los libros de texto en
el estudio de los procesos de ensefianza de la matematica. En su articulo exponen
un instrumento para el analisis de dichos libros haciendo énfasis en la evolucion
de los conceptos relativos, los puntos criticos en los libros de texto publicados en
Espafia a lo largo del siglo XX partiendo de los inicios de la ensefianza del analisis
matematico, la introduccion de la matematica moderna, el desarrollo del plan de
estudios del bachillerato unificado y polivalente (BUP), hasta la ensefianza de las
matematicas bajo las orientaciones de la Ley de Ordenacion General del Sistema
Educativo (LOGSE).

Los investigadores concluyen que el libro de texto se utiliza como material de
apoyo en la enseflanza y que durante el proceso de aprendizaje debe estar
acompanado de otros textos, material audiovisual, material real y otros que
permitan una mejor apropiacion del conocimiento. El andlisis permitid mostrar que
conrelacion a la derivada se ha dado significado a las ideas, para mayor
comprension del tema mostrando otras formas de presentar los contenidos, como

cuando se dice el maximo es el mayor valor de la funcion, reglas como la derivada
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ha de ser cero, graficas que muestran curvas, lineas tangentes horizontales,
puntos maximos y minimos, en relacién con los problemas de puntos criticos han

aumentado en cantidad y en su forma donde solo se busca su resultado.

4.2. Comprension del concepto de la derivada en su componente geométrica
sobre la base del modelo de Pirie y Kieren (Londofio, D., Villa, D. & Morales,
S., 2013).

En el trabajo de grado “Comprension del concepto de la derivada en su
componente geométrica sobre la base del modelo de Pirie y Kieren” se desarrolla
un esfuerzo por mejorar la comprension del concepto de derivada desde sus
principales representaciones semiéticas en un grupo de cuatro estudiantes
seleccionados de un curso calculo diferencial, ofrecido para el segundo semestre
de carreras de ingenieria en la Universidad de Medellin; y otros del grado
Undécimo A de la Institucion Educativa Presbitero Antonio José Bernal Londofio,
con los que se inici6 una prueba diagndstica que propone la realizacion de un
mapa conceptual que exige relacionar los conceptos e ideas que los jovenes
tienen acerca de la recta tangente a la gréfica de una funcién, luego, de acuerdo a
los resultados de esta prueba se disefiaron tres actividades para mejorar la
comprension del concepto de derivada desde el punto de vista grafico, utilizando
como referente tedrico el modelo de Pirie y Kieren, donde se proponen ocho
niveles para la comprension de un concepto matematico, como son el
conocimiento primitivo, la construccion de la imagen, comprension de la imagen,
captacion de la propiedad, formalizacion, observacion, estructuracién e invencion.
Pero el objetivo del trabajo consiste en superar los tres primeros niveles (Londofio
y et. al., 2013).

En ese sentido, se utilizo el software GeoGebra como una herramienta que facilita
la representacion de funciones en un plano cartesiano, donde rectas secantes y
tangentes a las gréficas de una funcion son dindmicas y las actividades orientadas
en el analisis de relaciones entre estos elementos ayudaron a superar las

dificultades de comprension que se identificaron en la prueba diagnostica.
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El aporte de este trabajo es el disefio progresivo de actividades que desde el
punto de vista geométrico ayuda a superar las dificultades de comprension del
concepto de derivada, con lo cual hay un ejemplo para desarrollar actividades
alrededor de este tema. También, clasificar las actividades dentro de los tres
primeros niveles propuestos por el modelo para la comprension de conceptos
matematicos de Pirie y Kieren, hizo que estas actividades tuvieran grados
progresivos de dificultad y esto ayudd a alcanzar los objetivos del trabajo de

grado.

4.3. La comprension del concepto de derivada en el marco de la “Ensefanza

para la comprensién” (Rendén, C., Ruiz, K., & Cérdoba, Y., 2014)

En el trabajo de grado La comprensién del concepto de Derivada en el marco de la
“Ensenanza para la Comprension” se desarrolla una propuesta de metodolégica y
de actividades de exploracion de applets, que buscan facilitar la comprension del
concepto de derivada en estudiantes de primer afio de universidad, mediante el
uso del software GeoGebra que por su caracter dinamico y de movimiento permitié
la implementacion de actividades donde se toma como metodologia la ensefianza
para la compresién, que cuenta con cinco niveles que son ingenua, de
principiante, de aprendiz y de maestria. Ademas, en el desarrollo de las
actividades propuestas se utiliza la entrevista de caracter socratico como
herramienta metodoldgica y secuencial con la que se plantean preguntas a medida
gue los estudiantes desarrollan las actividades en GeoGebra, con ello facilitar el
analisis en los avances de la comprensién del concepto de derivada por parte de
los estudiantes, en concordancia, con el estudio de casos implementado en este
trabajo, debido a que es un trabajo de corta duracion, limitado en recursos y de

particular aplicacion (Rendon et. al., 2014).

En el estudio de casos se seleccionaron 3 estudiantes que tuvieran facilidad de
comunicacion, utilizando tres fuentes de recoleccion de informacion, que son la
entrevista semiestructura, observaciones y modulo de trabajo. En la entrevista con
los estudiantes se aplicaban preguntas que fueran desde basico e iban
aumentando en nivel de complejidad, ademas se tenia cierta flexibilidad y actitud
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de escucha por parte del entrevistador para ir orientando las preguntas
dependiendo lo que dijera el entrevistado, lo que se busco es una conversacion
formal, con una intencionalidad, planteada desde los objetivos de la investigacion.

Este trabajo nos muestra como la manipulacion planificada de applets, junto con el
disefio de actividades con algunas preguntas orientadoras, ayuda en el proceso de
comprension de conceptos como tasa de variacion media y derivada, es un

ejemplo para el desarrollo de nuestro trabajo de grado.

4.4. Garantias como indicadores de patrones de razonamiento en clases de

matematicas de secundaria (Conner, A., 2012).

Diversos trabajos desarrollados en el campo de la educacion han estudiado los
argumentos que se construyen en la clase de matematicas. En esta linea nos
interesa mencionar el trabajo deConner (2012), quien plantea que las matematicas
escolares deben permitir a los estudiantes hacer matematicas y que en este
proceso es importante analizar los tipos de razonamientos que se presentan. Para
esta autora, la argumentacion colectiva es un lente que permite realizar dicho
analisis y tiene lugar cuando los estudiantes y el profesor trabajan juntos para

establecer o rechazar afirmaciones matematicas.

En el marco de un proyecto de investigacion, Conner analiza los argumentos
construidos en dos clases diferentes de geometria: la clase de noveno grado,
orientada por la profesora Bridgett y la clase de décimo grado, orientada por la
profesora Kylee. Para desarrollar esta investigacién, se grabaron en video las
clases de estas profesoras durante 9 semanas, se realizé la transcripcion de cada
una de las clases y se recolectaron las hojas de trabajo de los estudiantes y las

notas de campo de los las docentes.

A partir de la informacion recolectada, Conner usa el modelo de Toulmin (1958)
para estudiar la argumentacion colectiva, identificando cuéales elementos de los
argumentos construidos son aportados por el docente, cuales por los estudiantes y

cudles por los dos. Ademas, esta autora incluye el concepto de subargumentopara
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referirse a los argumentos que se enlazan para formar el argumento completo.
Usando estas ideas y a través del uso de convenciones, se obtienen argumentos
como el que se muestra en la siguiente figura, que corresponde a la clase de la

profesora Bridgett.

¢ Qué se

Datos Afirmacion / Datos ¢ Es un poligono mantiene?
Los dos cuadrados regular?
Angulos y lados Entonces Il son poligonos Afirmacion
congruentes - regulares Los angulos nunca
orque| . - . B
Garantia Entonces cambian en un poligono

regular, aungue los
lados lo hagan.

Definicién de
poligono regular

Afirmacion / Datos

Datos STt il Si esto es cierto para
Dos cuadrados 1 No es necesario tener, cuadrados, es cierto Bridgett
L Entonces 1 ) ,
dibujados en el un cuadrado de un — % para poligonos.
tablero | tamafio determinado |

Garantia implicita
---------------- ¢ Qué es diferente
entre esos dos

cuadrados?

Figura 23. Ejemplo de argumento de la clase de la profesora Bridgett

Con base en caracterizaciones como la anterior, Connerencuentra que en los
argumentos producidos se presentan 29 clases diferentes de garantias, entre las
cuales hace énfasis las siguientes: la apariencia de un diagrama, la observacion
de un patron, la declaracion o interpretacion de un teorema y los calculos
matematicos. En relaciébn con los datos, estos los clasifica en 10 categorias
principales: el conocimiento matematico, la verificacion, la autoridad de una
validacion externa, la interpretacion, los patrones, el método, los calculos, lo
visual, los conocimientos matematicos informales y la informacién dada. Ademas
se concluye que en la clase de Bridgett, la mayor parte de las garantias explicitas
fueron dadas por los estudiantes o por la profesora y los estudiantes juntos. Por el
contrario, en la clase de la profesora Kylee, ella misma contribuyé con mas de la
mitad de las garantias explicitas, dejando de lado a los alumnos en la justificacion

de los argumentos.

Consideramos importante este trabajo porque nos proporciona un ejemplo de
como el modelo de Toulmin se puede usar para caracterizar, no solo los

argumentos de los estudiantes, sino los aportes que el docente realiza a dichos
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argumentos y como él influye en la construccion de los mismos. Ademas,
proporciona una clasificacion de las garantias y los datos que se pueden presentar
en los argumentos que se construyen en la clase de mateméticas. Clasificacion
gue, como se observa, se basa en diferentes aspectos de las matematicas, de los

objetos matematicos y de sus representaciones.
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5. ANALISIS

En este capitulo se presenta el andlisis de las conjeturas y los argumentos
desarrollados por los estudiantes y los docentes en todas las discusiones
generadas a partir de las tres actividades propuestas. Los analisis estan divididos
por actividad y en cada uno se identifican las diferentes conjeturas construidas y
los argumentos elaborados con sus elementos, de acuerdo con el esquema basico
del modelo de Toulmin. Los datos se denotan con D, la conclusion con C y la
garantia con G. En algunos casos se indica la existencia de explicaciones, en

lugar de argumentos.

5.1. ANALISIS DE LA ACTIVIDAD 1

Para realizar el andlisis de esta actividad, consideremos algunos momentos claves

de la clase en los que se desarrolla conjeturacién y argumentacion.

Momento 1: la discusion que se desarrolla en el video Actividadl_video4. Los

estudiantes se encontraban contestando la siguiente pregunta:

b. Sefala en la tabla las coordenadas del punto A para las cuales la pendiente
m es positiva. Describe la forma que tiene la trayectoria del punto A cuando

la pendiente m es positiva.
Después de discutir acerca de la misma, resuelven dar una respuesta.

Estudiante 5: Escribamos entre paréntesis este y este [sefala las

coordenadas del punto A]... es la trayectoria... y son positivos [sefala m].
Estudiante 3:Ah bueno... hagamosle.

[Los estudiantes empiezan a anotar coordenadas de puntos en los que m

es positivo, en este momento se acerca una de las docentes]

A continuacion se observa que esa respuesta se modifica por la intervencion de la

docente.
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P2: ¢ Como van? ¢ Tienen alguna duda?
Estudiante 3: Si sefiora. Aca nos estan diciendo que...

Estudiante 5: Pues hay que sefalar las coordenadas del punto A, donde la

pendiente sea positiva.

Estudiante 3: Pues nosotros escribimos esto [seflala las coordenadas] ¢ Si

es asi?

P2: Entonces miremos en la... miremos digamos aqui en la construccion de
GeoGebra, en qué puntos la pendiente es positiva. Por ejemplo, mueve el

punto A.

[Los estudiantes comienzan a manipular el Applet]

P2:Por ejemplo, ¢ahi como es la pendiente? En este momento.
Estudiante 3:La pendiente ahi es negativa.

P2:Listo. Entonces tratemos de buscar puntos donde es positiva.

[Uno de los estudiantes manipula el Applet y ubica el punto A donde la

pendiente m es positiva]

P2:Trata de dar una caracteristica que tenga la trayectoria de A, o sea la

verde, cuando la pendiente es positiva. ¢ Como es esa trayectoria?

Los estudiantes reconsideran la respuesta que dieron inicialmente y vuelven a

analizar la situacion desde el Applet.

Estudiante 5: Aqui comienza lo positivo [ubica el punto A usando el
Applet]... es asi [sefiala con el esfero la inclinaciéon de la curva en ese

momento].
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Figura 24. Estudiantes resolviendo las preguntas de la actividad 1

[Los estudiantes usan las manos para tratar de interpretar la forma de la

curva]

Figura 25. Estudiantes discutiendo las preguntas de la actividad 1

Estudiante 5: Pues lo que parece es que la curva vaya ascendiendo para

que... el valor de msea positivo.

[Los estudiantes vuelven a mover el punto A en el Applet para revisar esta

idea sea correcta]

51



Luego de esta discusion, estos dos estudiantes redactan las siguientes

respuestas:

b. Sefiala en la tabla las coordenadas del punto A para las cuales la pendiente m es positiva.
Describe la forma que tiene la trayectoria del punto A cuando la pendiente m es positiva
\a dravecior@ ¥ Q _FemCion £ CX Cuan 5 \q
-:Ll"\ ool ) 2 \ o\[

¢. Seiiala en la tabla las coordenadas del punto A para las cuales la pendiente m es negativa.
Describe la forma que tiene IL‘ trayectoria del punto A cuando la pendiente m es negativa.
la_Yeayecdo la Fancion  F(X) Cuands \a
Fundion ©nae Q Ser LORVYY 4

d. Como es la forma de la funcién f(x) cuando la pendlemc de la recta | es positiva? ;Como es
la forma de la funcién f(x) cuando la pendiente de la rectal es positiva? Establece una
conclusion para responder estas preguntas y explica‘po ué esto ocurre.

Cuandp oo fof i @3 ASlonaanI€@ N (uando €0 200
P ey, €4 e scendant (an o MaGOCroA
en las Curval  ©en | SI5VE W M Negd 4 yd

Figura 26. Respuestas de los estudiantes del video Actividadl video4

Por lo tanto, vemos que inicialmentelo que ellos planteaban era escribir las
coordenadas del punto A en las cuales la pendiente m de la recta tangente es
positiva. Esto constituye una explicacion, ya que lo que se realiza es una
descripcion de los puntos que cumplen la condicion pedida y los estudiantes no

buscan persuadir o convencer al otro.

Cuando el profesor interviene, los estudiantes replantean su respuesta. Al ver la
forma que tiene la curva en los puntos donde la pendiente es positiva, ellos

plantean una idea que se puede reescribir asi:
Conjetura 1: Si la curva es ascendente entonces el valor de m es positivo

Consideramos que esta idea es una conjetura, ya que implicitamente tiene la
forma si-entonces. Ademas, podemos caracterizar el argumento desarrollado por

los estudiantes asi:
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D: Puntos de la funcion
donde la pendiente de
la tangente es positiva.

seleccionados estan en
una parte de la curva
que es “ascendente”.

Coordenadas de A | Pendiente de !
& ¥ :
-2 0,25 1
ot W v 0,4 O, H
S s et C:Sila curva es
oL [ -1 | — 3 =y ascendente entonces
N el valor de m es
Ls3 [Co]™3.3% positivo
L W AT :
Los puntos

e .
REEEEEENEEE
T

Emans o

Figura 27. Diagrama de Toulmin respecto al signo de la pendiente cuando la curva

es ascendente

Momento 2: el analisis que realiza una de las estudiantes en el

videoActividadl video5. En este video, la estudiante 2 analiza los cambios que

presenta el triangulo en relacion con el movimiento del punto A y el valor de la

pendiente m.

Estudiante 2: Entonces aqui como podemos ver, la pendiente m esta
positiva y lo que cambia es que el triAngulo siempre va hacia abajo y cada
vez baje su... cada vez que vamos bajando, entonces ya ahi llega a ser

negativo y el triangulo cambia su forma.
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Figura 28. Estudiantes sefialando cuando el tridngulo esté hacia abajo en la
actividad 1

Figura 29. Estudiantes sefialando cuando el triAngulo esta hacia arriba en la
actividad 1

La afirmacion que realiza la estudiante es una conjetura que se puede expresar de

la siguiente forma:

Conjetura 2: Si la pendiente cambia de signo, entonces el triangulo cambia de

sentido.

La estudiante no trata de justificar su planteamiento, por lo tanto en este momento
no hay un argumento. A diferencia del momento anterior, en el que los alumnos

verificaron de manera inmediata su conjetura en el Applet.

54



Momento 3: el profesor realiza todo el recorrido del punto A sobre el Applet,
caracterizando el signo de la pendiente en cada caso. De esta manera, resume lo
gue han encontrado los estudiantes hasta ese momento. Esto se muestra en el

video Actividadl video5.

P: Atencion. Miren, si ustedes se dieron cuenta con la experiencia que ...
con la experiencia que ya hicieron con la tabla, se dieron cuenta que
ustedes a medida de que mueven el punto A, miren, miren ahi donde
empieza la pendiente, todos van a observar el valor de m. Aqui m es
positivo, ¢cierto? mEs positivo. Y si usted sube un poquito, va mirando

despacio...Mire ahi la pendiente sigue siendo positiva.

Figura 30. Profesor describiendo la trayectoria del punto A de la actividad 1

Estudiante 2: Pero va disminuyendo.

P:Positiva, pero va disminuyendo, muy bien como usted lo dice. Aqui ya
casi, es cero [El profesor continua deslizando el punto A de izquierda a
derecha]. 0,13, sigue, ahi ya pasa a ser negativa. Todo este pedazo la

pendiente es...
Estudiantes:Negativa.

P:Sigue avanzando y la pendiente sigue siendo negativa. Luego, llego aca

a la parte de abajo. Es negativa, pero ya casi es cero porque es -0,4. Aqui -
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0,15, ya casi es cero. Y observen lo que pasa con el triangulo. ¢Qué pasa

con el triangulo?

Estudiante 2: Que se empequefia.

P: Que queda muy pequeiiito el triangulo. Luego, sigue subiendo...
Estudiante 7: Y ya es positivo.

P: Y acd el tridngulo, ¢si ven que cambio de sentido? Miren, un paso antes
el triangulo estaba hacia abajo, ¢cierto? y aca quedo hacia arriba. Pero
sigue siendo el triangulo muy pequefio. Aca el tridngulo se va agrandando y

la pendiente es...
Estudiante 2: Positiva.

Vemos que en esta parte, el profesor esta realizando una descripcion de lo que se
observa en el Applet cuando se mueve el punto A. Como, ademas, los estudiantes
ya habian encontrado estas caracteristicas, esto no es algo nuevo para ellos. Por
lo tanto la caracterizacion realizada por el docente es una explicacion. Mas

adelante la discusion continlia asi:

P: Positiva. Entonces la pregunta en si es, ¢qué forma tiene la grafica de la

funcién cuando la pendiente es positiva?
Estudiante 2: Que el triangulo queda hacia arriba.

P: El triangulo queda hacia arriba, muy bien, pero esta pregunta se refiere
es a qué forma tiene este pedacito de la gréfica de la funciéon o aca este
pedacito cuando la pendiente es positiva [el profesor sefiala las dos partes

de la gréfica de la funcion f(x) en los que la pendiente es positival.
Estudiante 1: La curva va hacia abajo.

[Los estudiantes hablan todos al mismo tiempo, el profesor les asigna la

palabra]

P: Esperen un momentico, yo los dejo hablar de a uno. ¢Qué dice usted?

Solamente hable usted y ahorita la dejo hablar a ella.
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Estudiante 8: Que, pues cuando la pendiente es negativa, el triangulo
gueda hacia abajo. Y cuando la pendiente es positiva, el triangulo queda

hacia arriba.

P: El triangulo queda hacia arriba, ¢Y qué pasa con esta linea? [Sefiala la

funcién verde]
[Los estudiantes hablan al tiempo de nuevo]
P: Hable usted ahora.

Estudiante 3: La variacion de la funcion verde... la variacion de positivo y
negativo se encuentra en la funcion verde en el lado de las curvas. El
positivo esta siempre al lado de las curvas. El negativo esta siempre casi en

lo recto.

En esta parte, se observa que los estudiantes realizan conjeturas relacionadas con

el triangulo y el valor de la pendiente.

Conjetura 3: cuando la pendiente es negativa, el triangulo queda hacia abajo. Y

cuando la pendiente es positiva, el triangulo queda hacia arriba.
Conjetura 4: La pendiente varia de positivo a negativo en las curvas.

En los dos casos, estas conjeturas construidas por los alumnos, surgen de la
observacion del Applet y se basan en la descripcion que realizdé previamente el
docente. Consideramos que las dos son conclusiones de los argumentos que se
caracterizan a continuacion, en donde se observa que el docente proporciona la

garantia y el Applet los datos:
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D: Applet C: cuando la
TR SO pendiente es negativa,
S ‘ el triAngulo queda
hacia abajo. Y cuando
| _ la pendiente es
s positiva, el triangulo
gueda hacia arriba.

\

G: Descripcion realizada
por el docente:

“Y aca el triangulo, ¢ si ven
que cambié de sentido?
Miren, un paso antes el
triangulo  estaba hacia
abajo, ¢ cierto? y aca quedo
hacia arriba. Pero sigue
siendo el triangulo muy
pequefio. Aca el triangulo
se va agrandando y la
pendiente es...”

Figura 31. Argumento organizado de acuerdo al modelo de Toulmin, respecto al
signo de la pendiente

D: Applet . C: La pendiente varia
Rt = de positivo a negativo
' > en las curvas
| L4

G: Descripcion realizada
por el docente:

“Positiva, pero va
disminuyendo, muy bien
como usted lo dice. Aqui ya
casi, es cero [El profesor
continua  deslizando el
punto A de izquierda a
derecha]. 0,13, sigue, ahi
ya pasa a ser negativa”

Figura 32. Argumento organizado de acuerdo al modelo de Toulmin, respecto al
cambio signo en el valor de la pendiente en las curvas que describen la funcion
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Momento 4: Analicemos la discusibn que se presenta en el video
Actividadl _video7. En este, el profesor tiene la siguiente conversaciéon con una

alumna:

P: Bueno digamos que usted va de izquierda a derecha. Si usted arranca
de aqui [sefala el punto de inicio de la curva en la parte izquierda] y sigue
asi [sefiala la trayectoria hacia la derecha]. Si va de izquierda a derecha.

¢, Como diria que va? ¢Hacia a donde?
Estudiante 7: Todo lo que va subiendo.

P: ¢ Todo lo que va subiendo la pendiente es?
Estudiante 7: Positiva.

P:Ysi...

Estudiante 7: Si va bajando, es negativa.

Estudiante 7: ¢Puedo poner esto?...La diferencia que encontramos es que,
si va de izquierda a derecha, cuando va subiendo tiene signo positivo y

cuando va bajando cambia para el signo negativo.
P: Si. Eso es lo que debe colocar. Muy bien.

De nuevo se observa que las preguntas del docente y las descripciones que él

realiza sobre el Applet permiten construir la siguiente conjetura:

Conjetura 5: Si el punto A va subiendo, de izquierda a derecha, la pendiente tiene

signo positivo y cuando A va bajando, la pendiente cambia para el signo negativo.

Esta conjetura se puede obtener como conclusion del siguiente argumento, en el
cual la garantia son las preguntas del docente, junto con las respuestas que daba

el estudiante, ya que con base en esto se elaboraba la conjetura.
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D: Applet C: Siel punto A va
ES— — == SUbiendO, de iquierda

Bl cholfoldlslle a derecha, la

pendiente tiene signo
: : positivo y cuando A va
/A bajando, la pendiente
cambia para el signo
negativo

v

G: Discusion del
docente y el estudiante:

P: Bueno digamos que
usted va de izquierda a
derecha. Si usted
arranca de aqui y sigue
asi. Si va de izquierda a
derecha. ¢Como diria
gue va? ¢Hacia a
donde?

Estudiante 7: Todo lo
gue va subiendo.
Estudiante 7: Si va
bajando, es negativa.

Figura 33. Argumento organizado de acuerdo al modelo de Toulmin, respecto al
signo en el valor de la pendiente

Momento 5: En el video Actividadl_video8 una de las estudiantes sefiala que
aunque el triangulo tiene una forma determinada cuando la pendiente es positiva,
si hay partes donde el triAngulo en mas grande o mas pequefio. El profesor le
explica porque ocurre esto.

Estudiante 2: Pero hay otra cosa que pasa profe.
P: Digame.

Estudiante 2: Que cuando esta en este lado, el triangulo ya no es grande

sino pequefnio.

P: Si.
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Estudiante 2: Y que al ser positivo en el otro lado ya es mucho mas grande

[se refiere a las dos partes donde la pendiente es positiva]

P: Ya es mucho més grande

Estudiante 8: Eso es lo que decimos, es mayor la pendiente.
P: Es mayor la pendiente.

Estudiante 2: Pero, ¢por qué no pasa lo mismo aqui, si en juntos lados es

positiva?
P: Porque sera...

Estudiante 8: Porque la curva es mas pequefiita. La curva es mas
pequefiita. Por eso es mas grande la pendiente de este lado que la de este

lado.
Estudiante 2: Ah por la curva.

P: Por la curva, porque es que esta curva esta asi, como mas agachadita.
En cambio acé ya esta casi vertical. Entonces es por eso que varia el valor

de la pendiente.

[El profesor muestra con las manos que la inclinacién en una de las partes

donde la pendiente es positiva es menor que en la otra]

Figura 34. Profesor mostrando la inclinacién de la curva en una parte en la actividad
1
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En esta parte vemos que la estudiante 2, saca una conclusion a partir del Applet y

que el profesor y la estudiante 8 le proporcionan garantias para justificar dicha

conclusion. El argumento colectivo construido se puede caracterizar como se

muestra en el siguiente esquema:

D: Applet, fijAndose en
los cambios que

presenta el triangulo.

=

Figura 35. Argumento organizado de acuerdo al modelo de Toulmin, respecto al

C:

Estudiante 2:

El tridngulo es
pequefio en una parte
donde la pendiente es

positiva y grande en
otra donde la
pendiente también es
positiva.

G:
Estudiante 8: Hay
partes donde la

pendiente es mucho
mas grande.

P: La inclinacion de la
curva varia, aunque sea
positiva la pendiente en
las dos partes.

tamafio del triAngulo cuando el valor de la pendiente es positivo

Momento 6: En el video Actividadl video9, una de las estudiantes trata de

explicar como es la forma de la curva donde la pendiente de la tangente es igual a

cero.

Estudiante 7: Pues llega... Se desaparece pues llega un punto en que esta

intermedio entre lo positivo y lo negativo.

P2: Okey, esa podria ser una respuesta. ¢ Listo?
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Figura 36. Applet donde una estudiante indica donde la pendiente es cero en la
actividad 1

Estudiante 7: Y asi con cada uno. Por ejemplo, aca puede haber otro punto
[sefiala otro punto de la grafica donde ella cree que la pendiente de la

tangente sera cero].

Figura 37. Applet donde una estudiante indica otros puntos donde la pendiente es
cero en la actividad 1

P2: Tu dirias que ahi hay otro.

La estudiante 7 ha desarrollado una conjetura que podemos reescribir asi:
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Conjetura 6: La pendiente es cero en las partes donde pasa de ser negativa a

positiva.

Aunque no lo hace de manera explicita, consideramos que la estudiante también
asocia esta conjetura a una representacion grafica. Es decir, ella comprende que
la pendiente es cero en las partes en las que la curva tiene maximos o minimos.
Pues en un determinado momento, se desprende del analisis del cambio de signo
y sefiala directamente la parte donde ella cree que la pendiente es cero en la

grafica.

Momento 7: En el video Actividadl videolO el profesor trata de socializar las

respuestas de los estudiantes. En este momento se presentan varias conjeturas.

P:¢Qué observaron de comin entre estos tres valores?... Entre estos tres
valores, ¢,qué observaron de comun? [Sefialando las coordenadas de Ay B,

y el valor de la pendiente m]

Figura 38. Profesor sefialando las coordenadas de A, B y el valor de la pendiente en
la actividad 1

[Los estudiantes empiezan a hablar todos al mismo tiempo]

P:Perddn, vamos a hablar de a uno. Uno, dos y tres [Les da la palabra a los

estudiantes]. Uno.
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Estudiante 4: Que el resultado de xde A y B, siempre da igual. Y que el

resultado de y y de m siempre da lo mismo.

En este momento se establece una conjetura que resulta como una generalizacion

de las relaciones encontradas en la tabla.

Conjetura 7: Las coordenadas en x de Ay B son iguales y la coordenada en y de

B y la pendiente m también son iguales.

Luego, el profesor pregunta qué representa la funcion g(x). En esta parte los

estudiantes plantean diferentes respuestas.

Estudiante 4: Una linea complementaria de f(x).

P: Complementaria, pero, ¢de dbénde sale? A partir de lo que hemos

trabajado. ¢Qué tienes que decir?
Estudiante 1: ¢ Eso podria ser digamos coseno, no?
P: No...

Estudiante 1: No, porque digamos que las curvas de coseno van bajando y
subiendo [Indica con la mano la forma de la funcién coseno]. Y vea que esa

es diferente a la otra.

P: Si. Pero, de acuerdo con lo que hemos trabajado, ¢cémo usted supone

que resulta g(x)?

Estudiante 3: Una linea.

P: ¢Una linea que describe qué puntos?

Estudiante 7: Profe, pero es que ahi la f(x) es paralela a g( x).
Estudiante 3: Las coordenadas y de B.

Como se puede observar, los estudiantes plantean diferentes conjeturas para

responder la pregunta del docente. Estas se pueden reescribir asi:

e Conjetura 8: La funcion g(x) representa una linea complementaria de f(x)
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e Conjetura 9: La funcion g(x) representa coseno.
e Conjetura 10: f(x) es paralela a g(x).

e Conjetura 11: g(x) representa las coordenadasy del punto B.
Estas conjeturas se pueden fundamentar en los siguientes aspectos:

e Conjetura 8: El estudiante observa que al variar el punto sobre f(x), varia
también el punto sobre g(x), y por eso cree que las funciones se
relacionan.

e Conjetura 9: Por la forma que tiene la funcion la estudiante la asocia con los
conocimientos previos que tiene de la funcion coseno.

e Conjetura 10: En una parte de las dos funciones, estas tienen la misma
inclinacién y pareciera que son paralelas.

e Conjetura 11: La estudiante observa que el punto B se mueve sobre la

grafica g(x) y considera que esta representa las coordenadas y de B.

Momento 8: En un ultimo momento de la clase, una de las docentes habla sobre
una estudiante respecto a la ultima pregunta que pide explicar lo que representa la

funcion g(x). Esto se encuentra registrado en el video Actividad1_videoll.

P2: Listo. Recuerda que B... ;Cuales son las coordenadas de B?;Cual es

la coordenada x de B?... La misma de A.

Estudiante 7: La de B es la misma de A.

P2: Y la coordenada y de B es...

Estudiante 7: La misma de la pendiente.

P2: Es la pendiente. Si, o0 sea que, ¢qué representa la funcion g(x)?

Estudiante 7: ¢Qué representa la funcion g(x)? Pues la misma...

coordenada de B... y en B.
P2: ¢De y en B? O sea, ¢qué es la coordenada de y en B?

Estudiante 7: La pendiente.
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P2: La pendiente, o0 sea que, ¢ qué te esta representando la funcion g(x)?
Estudiante 9: La pendiente.

Como vemos, la estudiante con apoyo de la docente logra establecer que la
funcion g(x) representa la pendiente de la funcion f(x). El argumento construido

colectivamente entre la estudiante y la docente se puede caracterizar asi:

D: C:
g(x) representa las S g(x) representa la
coordenadas en y de B. pendiente

G:

y de B es igual a la

pendiente

Figura 39. Argumento organizado de acuerdo al modelo de Toulmin, respecto ala
representacion que tiene la funcion g(x)

La garantia de este argumento es una de las conjeturas establecidas previamente.

Para finalizar este analisis, la tabla 6 resume algunos aspectos importantes

encontrados en la aplicacion de esta actividad.
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Momentos Asuntos de interés Ideas que responden a
iImportantes Sobre argumentacion y : N los intereses del trabajo
: Sobre pensamiento variacional
de laclase conjeturacion de grado
Los estudiantes inicialmente Hay una nocién de variacion Los estudiantes realizan
desarrollan explicaciones. Cuando | cuando observan el movimiento conjeturas a partir de los
el profesor interviene, realizan del punto A y de dependencia datos de la tabla y con
conjeturas sobre la forma que cuando ven los efectos que tiene | base en el Applet. El
1 tiene la funcion cuando la dicho movimiento sobre la docente es importante en
pendiente de la tangente es pendiente de la tangente. la elaboracién de
positiva. El argumento que se argumentos.
elabora tiene como garantia el
Applet.
Se realizan conjeturas a partir del | La idea de dependencia entre el | El Applet permite
Applet, en el momento en que la valor de la pendiente y la elaborar multiplicidad de
2 estudiante observa que el triangulo | posicion del triangulo. conjeturas.
cambia de sentido y que esto se
relaciona con la pendiente.
Los estudiantes toman como Los estudiantes logran establecer | Las conjeturas son las
garantia la informacion que les da | que la pendiente de la recta conclusiones de los
el docente para establecer tangente cambia su signo de argumentos en los que el
conclusiones. Dichas conclusiones | positivo a negativo en las profesor o el Applet
son conjeturas. Es decir, “curvas”, es decir donde hay pueden actuar como
3 consideramos que las conjeturas MAaximos 0 minimos. garantia. El Applet

en este momento son
conclusiones de acuerdo con el
modelo de Toulmin. El Applet
proporciona los datos necesarios
para realizar el argumento.

también proporciona gran
cantidad de datos para
establecer argumentos.
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Los estudiantes establecen
conjeturas a partir de la
informacion que obtienen del
Applet. La garantia en este caso
son todas las discusiones
desarrolladas entre la estudiante y
el profesor.

Reconocen que la pendiente es
positiva si la curva es ascendente
y negativa si es descendente.

Nuevamente, el Applet
proporciona datos para
establecer conjeturas. En
este caso en patrticular, la
garantia es la discusién
que tuvieron previamente
la estudiante y el
docente.

Los argumentos se construyen
entre un par de estudiantes y el
docente. En este caso, una de las
alumnas establece una conclusion
a partir de los datos que le da el
Applet. El docente y otra
estudiante le dan garantias para
dicha conclusién.

Los alumnos identifican que hay
partes de la curva donde la
pendiente es mayor o menor. No
solo se habla de su signo.

Los estudiantes y el
profesor construyen
argumentos de manera
colectiva. El Applet
proporciona los datos.

La estudiante construye una
conjetura relacionada con las
partes de la funcion donde la
pendiente es cero. Luego, acepta
esta conjetura como valida para
indicar en qué otras partes ocurre
lo mismo.

Se identifica que la pendiente de
la recta tangente es igual a cero
en los puntos maximos relativos
0 minimos de la curva.

Los estudiantes
construyen conjeturas y
las aceptan como
verdaderas para
establecer otras
conclusiones.

Los estudiantes generan diferentes
tipos de conjeturas. Vemos que
estas surgen de conocimientos
previos (funcién coseno o

En estas conjeturas se identifican
diferentes elementos del
pensamiento variacional:

e Unaidea de constante y

Las conjeturas surgen de
conocimientos previos o
de los datos que
proporciona el Applety la
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paralelismo) o de los datos que
obtienen de la actividad y el
Applet.

variable. Al ver valores
gue son iguales y otros
gue cambian.

¢ Laidea de dependencia,
ya que al variar un valor,
habian otros valores que
dependian de ese (abscisa
y ordenada).

actividad planteada.

El dltimo argumento que se
presenta, tiene como garantia una
conjetura construida en
argumentos anteriores. Este es el
argumento mas fuerte de la
actividad, ya que logra enlazar dos
argumentos. De la misma forma
que en casos anteriores, este es
un argumento construido
colectivamente entre el docente y
la estudiante.

Las estudiantes establecen que
la funcion g(x) representa la
pendiente de f(x).

Se encuentran
argumentos cuyas
garantias son conjeturas
establecidas
previamente.

trabajo de grado

Tabla 6. Resumen de la primera actividad donde se resaltan los elementos que tienen importancia en el desarrollo del
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5.2. ANALISIS DE LA ACTIVIDAD 2
Para empezar, el profesor hizo una introduccion y explicacion para involucrar a los
estudiantes a desarrollar esta actividad iniciando con la lectura de la guia asi:

Los estudiantes, empiezan a realizar el ejemplo del renglén uno del punto a, que
ya estaba resuelto para comprobar que sabian manipular el Applet correctamente,
donde la altura 0,5 les debia dar con volumen 14,06, sin embargo, en la
socializacion de este mismo ejercicio que hace el docente, una pareja de
estudiantes no coinciden con el resultado de la guia, como se muestra a

continuacion
(00:00 - 1:35)

P: ¢Y me quedo6 qué el volumen del cilindro es? [El docente sefiala con su

mano, los primeros datos, en el Applet]

[Los estudiantes que responden no se identifican quienes son]
Estudiante x: 14,06

P: 14,06

Estudiante 3: No aca da 16,01

P2: Tiene el radio 3 la esfera, arriba en el deslizador esta en 3
Estudiante 4: No

P2: Ay que poner el deslizador en 3

P: Listo , entonces ya esta lleno ese primer renglon, en la guia ya esta lleno,
entonces de acuerdo con lo que acabo de explicar me hacen el favor y llenan

los otros renglones.

Estudiante 3: [Llaman al profesor y le muestra su inquietud, sin embargo por

el ruido de unas sillas, no se alcanza a comprender cual era esta]

P: ¢Cuanto le da?
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Estudiante 4: 14,06, ah si ya [Siente satisfaccion al ver que le da el volumen

del ejemplo en su computador]
P: Si ahi ya esta bien, entonces hagamos los otros

Se observo, el cambio, de la respuesta por intervencion del docente, y los
estudiantes se dan cuenta que en el resultado del volumen cambia con respecto al
valor del radio y la altura del cilindro, si cambia un valor, cambia el resultado del

volumen.

P: [Se dirige hacia la estudiante 1y le vuelve a leer la guia, aclarandole que el
radio debe ser 3 unidades y luego se dirige a todos los estudiantes]
Recuerden que el radio de la esfera es 3 unidades, con eso es con lo que

vamos a empezar trabajar

Esta actividad sirvio de garantia a los estudiantes, puesto que al resolver los

siguientes renglones de la tabla, sabrian que sus respuestas serian correctas
(2:20 - 8:22)
Estudiante 1: ¢;Qué tal le dio la altura del cilindro?
Estudante2: jAy! y si da aproximado
Estudiante 1: Profe y si da aproximado
Estudiante 2: ¢ si me sirve?
P: La mayoria de esos valores da ¢, Cual va hacer?
Estudiante2: Este [El profesor toma el mouse] El de abajo
Estudiante2: 0,9 A ya, si no da en el uno, da en el otro

P: Si lo que pasa es que usted ya lo habia bajado y practicamente estaba

trabajando al contrario

Las estudiantes realizan un razonamiento basados en la observacion del Applet

manifestando, que el valor, se puede buscar con la altura de un lado de la curva o
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del otro, sin embargo con la intervencion del docente, se dan cuenta, de que su

afirmacién no era correcta.

Estudiante 1: En la altura del cilindro 2,96

Estudiante 2: El volumen es 63,35

[El profesor pregunta si ya acabaron el ejercicio]

Estudiante2: Venga yo busco y usted escribe [estudiantes asumenroles]

Estudiante 1: En altura del cilindro, eh no mentiras el volumen del cilindro es

65,3

Estudiante 2: Coma 3 o coma 03

Estudiante 1: Coma 3

Estudiante 2: La altura es 3,46 bueno ahora en la altura 4,05

Al dar por terminado el punto “a” de la actividad 2, podemos observar en las

estudiantes, un desarrollo que sirve de apoyo para la argumentacion y resolucion

de los siguientes puntos, asi:

D: Tabla para resolver sobre la
relacion de altura volumen del

cilindro, manteniendo el radio 3.

C:Desarrollo correcto
de la tabla como se
muestra

G: La manipulacion del Applet, el ejemplo del primer
renalon de la tabla v la asesoria del docente
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Figura 40. Esquema del modelo de Toulmin, respecto al llenado de la tabla
(8:23 - 12:53)
P: Bueno, entonces presten atencion, vamos a pasar al punto “b” de la guia,
miren aqui lo que dice, dice que “muevan cuidadosamente el punto D” para ver
cual es el volumen maximo y resulta que dice que se fije en el movimiento del

punto P, el punto P ¢Qué nos representa, este movimiento del punto p?¢Qué

nos representa?

[El profesor, busca que los estudiantes encuentren una evidencia, para que

fundamenten una afirmacion]

Estudiante 2: La altura del cilindro

P: La altura del cilindro con el correspondiente ¢ Qué?
Estudiante 2: Volumen

P: Volumen, entonces si usted mueve el punto “P” ahi le cambian los valores, y
asi como cambian los valores de la altura y el cilindro también va a cambiar la
posicion de este punto P, entonces ahi les preguntan que...miremos en donde
se ubica el volumen méaximo entonces observen los valores de altura, entonces
aqui el volumen del cilindro esta en 58,46 y la altura esta en 4,34 ¢ sera que hay

valores mayores?
Estudiante x: En 59,46
Estudiante x: En 65,29

[Los estudiantes realizan unas afirmaciones, lo cual los lleva luego a una

decision comun]

P: Bueno entonces usted dice en 65, entonces donde esta el punto ¢Sera que

esa curva que esta ahi me sirve para algo?

Estudiante X: La altura del cilindro [La respuesta del estudiante, es debido al

razonamiento que realiza]
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P: La altura del cilindro con respecto ¢,a qué? al volumen

Estudiante 2: Cuando esta en la mitad de la curva es volumen maximo que

tiene el cilindro [Argumenta, con respecto a lo que observo en el Applet]
P: [Busca poner el punto P, donde le dice la estudiante]
Estudiante 2: A mi la altura me dio 3,46

P: Pero entonces como ustedes dicen que en la punta o en la mitad, es como la
cima de esa curva, en donde vamos a encontrar, yo aqui no lo movi exacto,
ustedes tienen que mover donde les de aqui el maximo volumen, 6sea, este
valor sea el maximo porque ese el valor que ustedes tienen que hallar,
entonces muevan, el punto maximo es mas que 65, entonces cada que muevan

el punto D, y encuentren el punto maximo

Entonces cada quien ponga el volumen maximo y mire que es lo que sucede
entre los datos que ustedes tiene aqui y en la vista grafica y valla mirando que

mas observa ahi

En el inicio conjunto (estudiantes y docente) del punto “b” de la actividad, el
profesor invita a los estudiantes a que con base a la observacién de los cambios
realicen una aseveracion, consiguiendo un resultado satisfactorio, puesto que en
esta socializacion los estudiantes dan varios puntos de vista, y con esto cada uno
de ellos realiza un proceso de argumentacion con ayuda de la manipulacion del
Applet para darle fuerza a su respuesta, al encontrar lo que representan los

diferentes elementos (puntos y curva) que se ven en el Applet.

Luego de llenar las tablas, analizan, que al mantener el mismo radio en la esfera,
el volumen aumenta o disminuye, mientras que al cambiar los valores del radio de
la esfera el volumen disminuye y la altura aumenta, y con esto evidenciamos una

conjeturacion, al comparar los resultados y sacar las conclusiones
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(00:00 — 3:41)

Estudiante 3: Aca [muestra el taller] dice entre menor altura del cilindro lo

bajamos va ser mayor la bolita [Refiriéndose al cilindro]

Figura 41. La estudiante sefiala en la actividad 2, el punto donde tiene una inquietud

P: ¢ Entre menor qué?

Estudiante 3: Entre menor altura del cilindro es mayor el volumen del cilindro
0 viceversa, porque yo bajo y la altura del cilindro va bajando [La estudiante
describe los cambios que se presentan a medida que la compafiera mueve el

deslizador]

P: Si bueno y cuando aumenta [El profesor busca que la estudiante argumente

sobre la afirmacion hecha]
Estudiante 3:¢Cuando aumenta qué?

P: Déjemelo bien bajito el cilindro a ver qué pasa bajito seria asi [indica con
los dedos, la nifia va moviendo el mouse] ¢cémo se ve el volumen? [Profesor

insiste que ella vea las relaciones que se presentan]
Estudiante 3: El volumen se ve...

P: 10,86, vayalo subiendo ahi va aumentando un poquito va aumentando va

aumentado y después empieza a disminuir
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Estudiante 4: Entre mas ancho mas aumenta, entre mas largo menos

aumenta [la estudiante hace una conjeturacion]

Con las observaciones y exploraciones hechas en el Applet por el estudiante,
realiza un proceso de verificacibn, nuevamente para asi hacer validar la
conjetura formulada hacia el profesor, sin embargo, su conjetura no esti
completa, asi por la intervencion del profesor encuentra la relacion, seguido de

una nueva conjeturacion

Estudiante 3: No pero...como era [se vuelve a mirar la grafica] a mayor altura
del cilindro que da mas volumen del cilindro y cuando es menor altura del
cilindro disminuye el volumen del cilindro [La estudiante al escuchar a la
comparfiera hace un razonamiento diferente y lo hace mas convincente con la

manipulacion de nuevo del Applet]

P: Bueno, pero haga la altura maxima altura maxima, lo mas alto [profesor

invita a que se sigan analizando]
Estudiante 3: ¢Del cilindro?

P: Si, del cilindro

Estudiante 3: Y qué no se pierda

P:No pero incluso que llegue a perderse la altura maxima seria 6 cierto
entonces ahi el volumen es indefinido, dsea indefinido es practicamente que
cero cierto en esa parte bueno ahora vayamoslo bajando un poquito si ve que
el volumen ahi es poquito digamos , dejémoslo bien delgadito que el volumen
es 4 o0 4,44 volumen es muy poquito por qué estamos hablando de que esta
muy delgada cierto véllalo agrandando digamos ahi va aumentando, va
aumentando pero ahi llega un momento en que aumenta el maximo aumenta
mucho y luego empieza a disminuir [El profesor busca que con la observacion

puedan dar sus puntos de vista]
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Estudiante 3: Bueno a mi lo maximo que me llego fue 65,29 y la altura

[Muestra la guia donde esta contestando], pero ahi yo podria decir que entre

mas delgado el cilindro el volumen del cilindro va hacer mas poco.

P: Siy también cuando sea muy bajito también es poquito entonces cuando es

muy alto o muy baijito el cilindro el volumen va a ser poco y es una imagen

Estudiante 3: ¢Cuando el cilindro es mas que?

P: Cuando el cilindro es muy alto el volumen es poco, también cuando es muy

bajito también 6sea cuando la altura... [Se retira y se dirige a todos los

alumnos]

Al obtener la estudiante, tanto el profesor la respuesta correcta, evidenciamos

procesos de razonamiento y conjeturacion como los explicamos anteriormente,

ademas el docente, con relacidbn a cada conjetura y argumento de estas dos

estudiantes, les ayuda al resto de los estudiantes a tener mas claro el ejercicio, y

la conclusion a la que deben llegar.

D: El cilindro inscrito
en la esfera (Applet)

v

C: Cuando es muy alto
0 muy bajito el cilindro
el volumen va a ser
poco

G: La manipulacion
del punto D en el
Applet y la asesoria
del docente

Figura 42. Esquema del modelo de Toulmin, respecto al volumen cambiante de un
cilindro inscrito en una esfera de radio constante.

(3:42 - 6:17)

P: Mire lo que ustedes tienen que ver lo que estamos

haciendo con su

compafera para describir esa relacion que se ve aqui representada en la
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grafica mire observen lo siguiente si el volumen, vea que pasa con el volumen
si la altura es muy poca, el volumen también es poco, mire aqui tenemos una

altura de 0,3 el volumen que tanto es.
Estudiante X: Es 8,57

P: 8,57 y sabiendo que el volumen maximo es como 65 o sea que ahi tenemos
poco volumen cierto porque esto practicamente esta plano (Pide atencion a un
estudiante)... eh cierto ese volumen va aumentando cierto pero esto no quiere
decir entre mas altura mas volumen porque va aumentando ,va aumentando
pero llega el momento vea este es el volumen maximo cierto 65,23 creo que
algunos les dio 65,3 volumen maximo pero si yo sigo aumentando la altura,
ese valor no sigue aumentando, vea empieza a disminuir ... porque ya
cuando el cilindro se va haciendo muy delgado qué pasa con el volumen? Se

va disminuyendo el volumen hasta desaparecer
Estudiante X: ¢ Hasta quedar indefinido?

P: Hasta quedar indefinido porque ya practicamente queda reducida a una
linea el volumen entonces vea aci empieza a aumentar, aumentar a pesar de
qgue va bajando la altura del cilindro aumentando el volumen hasta llegar a un
punto que llega a su maximo valor y después 65,3 es el maximo y después
empieza a disminuir entonces no quiere decir que porque haya mas altura hay
mas volumen cierto ahi como lo que tiene que ver es que si el cilindro es muy

bajito el volumen es poco y si es muy alto también el volumen es muy poco

Los estudiantes con ayuda del docente en la observacion y sus conocimientos
previos especificamente este estudiante, ya que al dar definiciones como

“indefinido” refiriéndose al concepto infinito, obtienen conclusiones correctas.
(00:00 - 1:15)

Estudiante 7: Acé ese es radio de la esfera disminuye por ejemplo en 2,5

disminuye casi 4, entonces aca no, aca lo que hizo fue aumentar [Le sefiala con
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los dedos la guia en la tabla donde estan los resultados, para contestar el punto
e]

La estudiante realiza un proceso de razonamiento, de acuerdo a las respuestas
del punto d en las respuestas de la tabla, para poder resolver el punto e, dando

una conclusién.

P: Si es que hay que analizar reglon por reglén no es mirar todo global sino

renglon por renglén
Estudiante 8: Ammm
P: [Se dirige a la compafiera de trabajo] Entonces ayudenle aqui a ella....

[Se forma una pequefia discusion entre las estudiantes respecto a quien ha

ayudado mas asi que el profesor interviene nuevamente]

P: Bueno no tienen que escribir, sino ayudarle a analizar esta tabla, porque
dice, [lee la pregunta del ultimo punto] “; Qué caracteristicas tiene el cilindro con
el volumen maximo para cualquier esfera?” entonces tienen que analizar reglon

por reglén
Estudiante 7: ¢ Como asi para cualquier esfera?

P: Porque se supone que nosotros aqui buscamos es volumen maximo [El

profesor se retira]

(1:16 - 3:46)

Estudiante 7: Pero acé

Estudiante 8: En cada esfera es que claro obviamente todos son distintas
Estudiante 7: Por eso

Estudiante 8: Esta esfera es distinta a esta otra esfera [Sefialando en la tabla

un renglén y después otro]

Estudiante 7: El uno se aumenta y el otro disminuye como aca en todas

aumenta
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Estudiante 8: En estas también, es que en todas aumenta

Estudiante 7: Hay una que disminuye 2,5 la esfera... aca disminuye 4 puntos

porque es 2,01 [Le explica a su compafiera con ayuda de los datos de la guia]
Estudiante 8: Aaaa, es que este es radio y radio
Estudiante 7: Por eso mediante el volumen maximo aumenta el radio...

Estudiante 8: Entonces aqui todo disminuye, todo 6sea de aqui para aca todo
aumenta pero en el radio de la esfera, pero en el radio del volumen todo
disminuye [Al ser ella la que argumento la respuesta, su compariera le pasa la

hoja para que escriba la misma en la guia] Listo

Las estudiantes plantean una conjeturacion inicial, luego, como nos dimos cuenta,
por la intervencion del docente, las estudiantes revisan mas detalladamente sus

respuestas y el Applet para asi poder dar una conclusion, asi

"

Figura 43. Punto e de la actividad 2 desarrollado por las estudiantes 7y 8

P: [Se dirige a todos los estudiantes] Bueno, vamos a dar por terminado,

entonces esta actividad.

Finalmente, se resume el desarrollo de la guia en tres momentos de la clase
donde se hace una recopilacion de los asuntos de interés sobre la
conjeturacion, argumentacion y el pensamiento variacional, junto a las ideas
gue responden a los intereses de este trabajo de grado, como se muestra en la

tabla 7.
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Descripcion de los momentos
importantes de la clase

Asuntos de interés

Sobre argumentacion y
conjeturacion

Sobre pensamiento
variacional

Ideas que responden a
los intereses del trabajo
de grado

1. El docente utiliza el primer
renglon de la tabla
previamente diligenciado como
ejemplo de lo que deben
desarrollar los estudiantes. Sin
embargo, a dos estudiantes no
les da el resultado esperado,
hasta que el docente aclara
que el radio de la esfera debe
ser 3 unidades.

El dato utilizado por los
estudiantes es el ejemplo
que hay en la tabla de la
guia, la garantia es la
intervencion del docente
para que el resultado sea
correcto y la conclusion es
entender los elementos del
applet y su relacién con
cada una de las columnas
de la tabla.

Los estudiantes se dan
cuenta que en el valor
del volumen, interviene
tanto la altura del
cilindro como el radio de
la esfera.

Trabajo de innovacién en la
utilizacion de GeoGebra.
Formulacién de conjeturas
utilizando los valores que
intervienen en la
determinacion del volumen
de un cilindro.

2. Para dar inicio al desarrollo del
punto b, de la actividad, el
docente pide a los estudiantes
gue observen los cambios del
punto P, y ademas,
argumenten que representa
este movimiento

Los estudiantes utilizan
como dato la informacién
gue ofrece el Applet, para
llegar a las conclusiones
expuestas en la
socializacion.

Sin hacer énfasis en el
concepto de derivada,
los estudiantes trabajan
con nociones  que
fundamentan esta idea
a través de la actividad
previamente disefiada.

Utilizando como garantia el
applet y los datos tomados en
el desarrollo de la actividad, el
estudiante sefiala un volumen
maximo gue se presenta en la
situacion plateada. Siendo
esto una aproximacion a una
de las aplicaciones del
concepto de derivada.

3. Los estudiantes realizan varias
conjeturas acerca de la
relacion de la altura del cilindro
con el volumen del cilindro, sin
embargo, muchas de estas no
fueron del todo correctas asi
gue con la intervencion del
docente pudieron llegar a una
conclusion adecuada.

Como dato los estudiantes
tienen los resultados de las
tablas, del punto a y d.
Como garantia el applet y el
docente, que a su vez
ayuda en el uso adecuado
de este recurso para
obtener conclusiones en los
puntos b, c y d.

Se observa, la
manipulacion del applet
y el razonamiento para
encontrar la relacion
entre los valores de
volumen y altura.

Manipulacion del applet en

GeoGebra (cilindro y
funcién) para dar respuesta
a los interrogantes
propuestos.

Con el andlisis de la gréfica
se detectan facilmente los
maximos de la funcion.

Tabla 7. Resumen de la segunda actividad donde se resaltan los elementos que tienen importancia en el desarrollo de
trabajo de grado
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5.3. ANALISIS DE LA ACTIVIDAD 3

En la actividad nimero tres, se presenta un applet donde aparece a la derecha un
reloj de arena y en la parte izquierda las graficas de volumen de la arena en
funcién del tiempo en cada uno de los conos y las graficas de la altura de la arena

en funcion del tiempo en cada uno de los conos, como se muestra en la figura 44.

¥ ACTIVIDAD Reloj de arena.ggb [==][=]
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn.
A s . a=2
BREENTEEANEER
b Vista Grafica [ | + vista Grafica 3D [
Tiempo =0 - - - - -
[ 2
Volumen de arena total = 196 cm?
VolumenArenaSuperior
=0 Volurmen de arena Superior = 19.6 cm?®
Yolumen de arena inferior = 0 cm®
Altura de la arena superior = 3 cm
o Jyetimenarenalnferior Altura de |z arena inferior = 0 cm
0 100 200 300 400 500 00 700
20 <
b Vista Grafica 2 [
a
AlturaArenaSuperior
-
2 ?\//
o JAlturaArenalnferior \
o 50 100 150 200 250 300 350 an0
2
Entrada )

Figura 44. Imagen del Applet de la tercera actividad que se presento a los

estudiantes

Inicialmente los estudiantes llevaron a cabo la siguiente orientacion en el
desarrollo de la guia propuesta:

a. Completa la tabla registrando los valores correspondientes en cada tiempo
determinado
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Tiempo | Volumen d.e I‘ Altura de la Volumen arena Altura de {

133 | __arena superior | arenasuperior | inferior | arena inferior |
| AR TR e I 1,1 ‘ 1,1

26,8 | 3 EE . o o | : ;

&5 U1 1Rl ca

81,2
112,7 » | 10,8cmd | 2.acm |
153,7

176,5 g |
212,8

Figura 45. Tabla diligenciada por un grupo de estudiantes durante el desarrollo de
la actividad numero tres

El completar la tabla no ofrecié dificultad, debido a que los estudiantes tenian
experiencia en encasillados similares en las actividades previas, por tanto la parte
a de la actividad, con solo las orientaciones iniciales del profesor, fueron

suficientes para el desarrollo del trabajo en el inicio de la guia.

Ahora, en la guia del estudiante aparece la siguiente pregunta:

b. A medida que el tiempo aumenta, ¢qué valores aumentan? ¢qué valores
disminuyen?
Las respuestas a esta pregunta fueron acertadas, con la salvedad de que algunos

grupos, como los estudiantes 1 y 2 que se nombran en la transcripcion (anexo C),

olvidaron parte de la pregunta cdmo se muestra en la siguiente respuesta:

b. A medida que el tiempo aumenta, ;qué valores aumentan? ;qué valores

disminuyen? |
3 ‘-' 1 ) J ’_‘ ;

A e ng ' JO& 1

I Y 40/
|

Figura 46. Respuesta dada a la pregunta b por parte de los estudiantes 1y 2 en la
actividad numero 3
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Sin embargo, se puede comprobar mediante el dialogo que sostenian los
estudiantes, que ellos entendian la totalidad de la pregunta, como se muestra en

el siguiente lapso de dialogo entre ellos:

Estudiante 1: A medida que el tiempo aumenta, ¢Qué valores aumentan? ¢Qué

valores disminuyen? La altura...

Estudiante 2: La altura y el volumen.

Estudiante 1: No inferior.

Estudiante 2: Los que disminuyen, el tiempo no.

Estudiante 1: ¢Qué valores disminuyen?

Estudiante 2: Volumen y la altura superior.

Luego, aparece la siguiente pregunta en la guia del estudiante:

c. ¢Cual es el tiempo que ha transcurrido cuando se intersecan las funciones

en cada gréfica?

A lo que aparecen dos tipos de respuesta, algunos que responden solo

exactamente lo que se les pregunta:

¢. (Cudl es el tiempo que ha transcurrido cuandd se intersecan las funciones en cada
grafica? } 1
. AY N ” . | . ~ . \r\ -
€l nemPag aque O TTGNScurridd o Je INTCIIQ

fan ey dA¢ 1032 , PPy I P R

Figura 47. Respuesta precisa a la pregunta c de la tercera actividad

Y otros que agregan mas informacion, respecto a lo que les ofrece el applet:
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¢. (Cudl es el tiempo que ha transcurrido cy . : .
gré.ﬁca? cuandd se intersecan las funciones en cad
_E ewpo €5 de loy

SoQevr € wewon

~ AW

Figura 48. Respuesta a la pregunta c de la tercera actividad donde agregan

informacién adicional

Con respuestas como la anterior se concluye que los estudiantes entendieron el
Applet y que sin proponérselo estan abordando aspectos que posteriormente
seran cuestionados en el desarrollo de la actividad. Ahora, aparece la pregunta d:

d. ¢Qué representa el punto de interseccion de las funciones en cada caso

respecto a la situacion?

Los estudiantes escriben las siguientes respuestas:

fﬁ;neimet_wadacasorespectoa\a :

Figura 49. Tres respuestas similares en la pregunta d de la tercera actividad
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Las respuestas obedecen en su mayoria a una comprension clara del recurso
tecnologico utilizado, puesto que, se concluye que los estudiantes lograron
entender a partir de la manipulacion del Applet, que la interseccion de las graficas
presentadas corresponde a que ha caido la mitad de la arena del cono superior al
cono inferior, por tanto, el volumen y la altura en cada uno es el mismo. Sin
embargo, esa conclusion tuvo un proceso de discusion al interior de los grupos

como se observa en el siguiente dialogo:

Estudiante 1. ¢Qué representa el punto de interseccion de las funciones de cada

caso respecto a la situacion?
Estudiante 2: ¢ Qué representa? ¢Qué estan las dos al mismo tiempo?
Estudiante 1: No, que la cantidad de arena en las dos partes,... es igual.

Estudiante 2: Para que quedara equilibradas tienen que haber 102 [valor
aproximado del tiempo donde se interceptan las gréficas de las funciones de

volumen y altura de la arenal, en cada una ya.

Estudiante 1: Pero es que,... de las funciones en cada caso.

Estudiante 2: La interseccion es eso,... en el...

Estudiante 1: En el momento, ..., la altura superior e inferior.

Estudiante 2: E inferior es igual,...., es igual,..., es igual a la variacion, ...
Estudiante 1: La variacion es de...

Estudiante 2: En el volumen, es de, ...

Estudiante 1: En el volumen es de,...

Estudiante 2: Ahi si no se cumple, ...

Estudiante 1: Centimetros, porque esta en centimetros.
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Estudiante 2: No porque si yo le pongo dos centimetros a esto daria 11.

Estudiante 1: 2 milimetros, si porque aqui en 9 centimetros coma 7 milimetros y

aqui es aproximando queda el 10, entonces 2 milimetros.

Inicialmente la estudiante 2, solo hace referencia al tiempo, respecto al punto
donde se cruzan las dos graficas, pero el estudiante 1 nombra ‘cantidad’ para
sefalar la arena que se esta moviendo, luego hace énfasis en la palabra funcién
gque aparece en la pregunta e, lo que lo lleva a pensar en que el valor del tiempo
debe estar relacionado con otra variable como la altura de la arena en cada cono,
lo que hace que la estudiante 2 llegue a la misma conclusion, luego el estudiante 1
hace la misma relacion para el volumen y se encuentran que en estos valores hay

una pequefia diferencia que es de dos decimas, que es casi el mismo resultado.
Finalmente, en el punto e, aparece una instruccion acompafiada de una pregunta:

e. Ubica el deslizador en Tiempo = 0. Haz clic derecho sobre el deslizador y
activa la opcion animacion. Observa como varian las alturas y los
volimenes de la arena en el cono inferior y superior. ¢Por qué las graficas

tienen esta forma? Justifica tu respuesta.

Mostramos dos de las respuestas dadas por los estudiantes:

Ubica el deslizador en Tiempo = 0. Haz clic derecho sobre el deslizador y activa la
opcion animacion. Observa como varian las alturas y los volumenes de la arena en
(Por qué las gréficas tienen esta forma? Explica.

€.

el cono inferior y superior.
\a ,O\\U‘ YN & NOIOMCD  SOEX ¥ IAMINE & Gl

4 el\o\umen WNWEeOIQY S N -1 SN R =LA L CA

Figura 50. Respuesta directa a la pregunta e de la tercera actividad
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ic derec ‘ . el deslizador y activa la
¢. Ubica el deslizador en Tiempo = 0. Haz clic derecho sobre ¢l deslizi I ]4 i s
' \ e ; s S imenes de la arena ©
opeton animacion, Observa como varfan las alturas y los volame n)ul‘ . al
1 A Aflrae tiene sale - .‘. ‘xplica.
¢l cono inferior y superior. JPor qué las graficas tienen esta forma plice

) | | 1%,
{ SN ¥

| s f
1 vr ‘71 3 y e

a Mediad - 1Nl i ' 3
- Yo ARvYolntes\of PYUTYE T O X .
4 r - . -

‘_)('l SO \‘ CuUQNOAD [ ek N E 1 v )

en lay sunclones,

Figura 51. Respuesta a la pregunta e de la tercera actividad con algunos detalles

adicionales

En las dos respuestas mostradas a la pregunta e, se puede ver la asociacién que
hacen de la simulacion gréfica del reloj de arena y las graficas en el plano
cartesiano que aparecen en la vista grafica, por tanto, se encuentra que el Applet

facilita dicha relacion.

Por otro lado, no se presta atencion al detalle, puesto que, cuando queda poca
arena en el cono superior esta baja rapidamente y asi mismo la altura, cosa a la
que ningun grupo hace referencia para explicar la leve curva que aparece en cada
una de las gréficas de volumen con respecto al tiempo. Asi mismo, en las graficas
de la altura de la arena con respecto al tiempo, en el cono superior al final de la
grafica aparece una curva pronunciada, que se explica porque queda poca
cantidad de arena que disminuye rapidamente y en el cono inferior la curva
pronunciada aparece al comienzo de la gréfica debido a que cuando empieza a
caer arena se tiene en cuenta la altura del monton que se forma en el centro del
cono sin que este alcance a completar la cavidad con respecto a la altura que

lleva.

Por otro lado, podemos encontrar en el siguiente lapso de dialogo, como la
estudiante 7 utiliza la valoracion del profesor en su conjetura como garantia para

llegar a una conclusion:

89



P: Siguiendo las instrucciones que hay dice, ..., observa como varian las alturas y
los volumenes de la arena en el cono superior e inferior, ¢Por qué las graficas

tienen esa forma? Mire, ...
Estudiante 7: Yo digo porque.
P: Entonces, dime, ¢ por qué?

Estudiante 7: Pues yo no sé, mire, espere le digo y usted me dice si si esta bien,
la primera gréafica muestra que el volumen va disminuyendo a medida que va
transcurriendo el tiempo y la altura, la de altura va aumentando, la..., va

aumentando la altura a medida que el tiempo, ...

P: Pero espere, es que resulta que es,..., esta si va aumentando ;cierto? Que es

la altura de la arena inferior, pero ¢ qué sucede con la otra?
Estudiante 4: Con la superior si disminuye.

P: Con la superior,..., disminuye vea que esta [sefialando en el tablero], que esto

es lo que describe, ¢cierto? Entonces, ...

Luego, el profesor usa como dato la informacion que ofrece el estudiante 7, para
reorientar su conclusién, utilizando como garantia el Applet y lo que en él se
muestra, lo que hace que el estudiante 4 intervenga y se llegue a una conclusion
adecuada. Sin embargo, el profesor sigue insistiendo, como se muestra a
continuacion, para hacer ver que en el primer plano cartesiano aparecen las
graficas del volumen de la arena que esta en los dos conos del reloj de arena y
gue en el segundo plano cartesiano aparecen las graficas de la altura de la arena

gue estan en cada uno de los conos de reloj de arena en funcion del tiempo.

Estudiante 7: Pero entonces tocaria en esa forma [haciendo sefias con sus

manos].

P: Entonces, tienen esa forma porque si usted observa, si usted devuelve la

animacion y usted misma la,..., si usted misma va moviéndola, vea, si usted

90



misma va moviéndola poco a poco,..., usted ve, que a medida de que, de que,
Voy, Si se da cuenta que aqui va cayendo arena, entonces y ya se corre, ya bajo
un poquito el punto [hace referencia al punto rojo que se desplaza sobre la gréafica
del volumen de arena en el cono superior], porque ya disminuyo el volumen
porque ya cayo arena de aqui del cono de arriba, entonces este volumen de arena
en el cono superior ya bajo y aqui la altura puede empezar a bajar, porque la
altura de la arena ¢Qué es? La distancia de la arena hasta aca [sefialando en el
tablero], ¢cierto? En el cono, pero si empieza a caer arena por este orificio, pues
empieza a bajar esa altura y eso es lo que describe a través de la animacion,
entonces vea como lo voy corriendo, vea, va bajando el volumen, ¢es obvio que
baje el volumen? ¢ Es obvio que baje este volumen? Claro porque se estéa cayendo

la arena ¢cierto? Y ¢es obvio que baje la altura de la arena?

Yolumen de arena total = 19.6 cm?
Yaolumen de arena Supenior =15 9 cm®
Waolumen de arena inferior = 3.7 cm®

Altura de la arena superior = 2.8 cm
Altura de la arena inferior = 1.7 cm

& )

Figura 52. Distancia sefalada por el profesor para indicar la altura de la arena en el

cono superior del reloj de arena

P: Claro, entonces,..., y lo que sucede es que a medida que va corriendo [el

deslizador tiempo], ..., pues va disminuyendo el volumen en la parte superior, vea,
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porque va bajando esta arena y aca va llegando arena, entonces va subiendo esa

cantidad de arena, va subiendo, va subiendo, ...

Finalmente, se resumen cada punto de la guia en un momento de la clase donde
se hace una recopilacion de los asuntos de interés sobre la conjeturacion, la
argumentacion y el pensamiento variacional, junto a las ideas que responden a los

intereses de este trabajo de grado, como se muestra en la tabla 8.

92



Descripcion de los momentos
importantes de la clase

Asuntos de interés

Sobre
argumentacion y
conjeturacion

Sobre pensamiento

Ideas que responden a
los intereses del
trabajo de grado

Los estudiantes deben llenar una
tabla que requiere el volumen y la
altura de la arena tanto en el cono
superior como en el inferior de un
reloj de arena, utilizando un Applet
previamente disefado, para lo cual

Los estudiantes
utilizaron como dato
las orientaciones de
la guia y el Applet
sirve como garantia
para el registro de los

variacional
Los estudiantes
observan 'y registran

gue a medida que pasa
el tiempo, las variables
volumen y altura
cambian su valor.

Trabajo de la nocién de
variacion a través del
registro de datos en una
tabla.

Innovacion de la
actividad estética del

hay una explicacion en la guia del | datos que la tabla libro de texto a través de
estudiante y por parte del docente | requiere. su implementacién en
encargado. GeoGebra.

Los estudiantes deben observar | Los estudiantes | Los estudiantes | Uso de datos obtenidos

que sucede con las variables
volumen y altura de la arena en
cada uno de los conos del reloj, a
medida que transcurre el tiempo,
para ello fue importante el llenado

utilizan como dato los
valores recogidos en
la tabla para obtener
conclusiones y la
garantia es que los

observan relaciones de
dependencia entre
variables.

por los estudiantes para
obtener una conclusion.

de la tabla que se proponia. obtuvieron mediante
el Applet.
Identificacion del momento en el | Utilizan el Applet | Se observa la grafica de | Uso del recurso

que se interceptan las graficas del
volumen de la arena en el cono
superior e inferior y de las graficas
de la altura de la arena en el cono
superior e inferior en funcion del
tiempo.

como garantia para
justificar las
respuestas dadas.

una funcibn como la
representacion de una
relacion  entre  dos
variables de ahi que
identifiqguen su punto de
interseccion.

tecnolégico y de su
caracter dinamico para
dar respuesta a una
pregunta.

Los estudiantes deben interpretar
el punto de interseccién de la
grafica de las funciones volumen

Los estudiantes usan
como dato lo
trabajado hasta el

Los estudiantes hacen
uso de la idea que
tienen de funcion para

La simulacion en
GeoGebra de la
situacion encontrada en
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en el primer plano cartesiano y de
las funciones altura en el segundo
plano cartesiano que ofrece el

momento en la
actividad y utilizan el
Applet y la nocién que

relacionar dos variables
y con ello hacer maés
significativo la respuesta

el libro de texto, la hace
mas comprensible para
el estudiante, por tanto,

Applet de acuerdo a toda la|tienen de funcién | dada. le facilita la obtencion de
situacion planteada y trabajada | como garantia para datos, garantias vy
durante la actividad. justificar su conclusiones.
conclusion.

Se busca que los estudiantes | Los estudiantes usan | Se trabaja sobre un | El Applet sirve como
mediante una animacién completa | las gréficas de | dominio que es el|garantia y su caracter
de la simulacién expliquen la forma | funciones dadas | tiempo y los estudiantes | dinamico sirve para la
de las gréficas ofrecidas en el caso | como datos. ofrecen en sus | extraccion de
del volumen y la altura de la arena | EI  Applet y en |respuestas una idea de | conclusiones.

en el cono superior e inferior en el | algunos casos la | funcion creciente y | Los estudiantes ofrecen
reloj de arena, ambas en funcién | valoracion del | decreciente. una idea de funcién
del tiempo. profesor respecto a creciente y decreciente

las conjeturas sirven
como garantia.

para explicar la forma
de la grafica en algunas
funciones.

trabajo de grado.

Tabla 8. Resumen de la tercera actividad donde se resaltan los elementos que tienen importancia en el desarrollo de
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6. CONCLUSIONES

En general, el trabajo realizado demostré que es posible adaptar actividades de
libros de texto de matematicas al software GeoGebra, dandoles dinamismo e
innovacion. En este caso, en particular, actividades relacionadas con el concepto
de derivada. A partir de los Applet generados con la adaptacion de las actividades,
se facilito la construccion de guias para el estudiante, donde es posible formular
preguntas y ejercicios que promueven la conjeturacion y la argumentacion, bajo la

orientacion del docente.

De manera particular, en este capitulo nos interesa sefialar algunas conclusiones
organizadas en dos partes. En la primera parte se presentan conclusiones
relacionadas con la conjeturacion y la argumentacion y en la segunda se
presentan conclusiones relativas al pensamiento variacional. A través de estas dos
clases de conclusiones se espera responder a los objetivos planteados al

comienzo del trabajo.

6.1. CONCLUSIONES RELATIVAS A LA ARGUMENTACION Y LA
CONJETURACION

En cada una de las tres actividades se pueden identificar tres actores influyentes:
los estudiantes, el docente y el applet. A lo largo de cada implementacion, estos
tres actores interactuaron en la construccidon de conjeturas y argumentos, aunque
en algunos casos también se presentaron intervenciones de tipo explicativo. Al

respecto se puede concluir que:

o El applet y las guias propuestas proporcionaron una gran cantidad de
informacion que en la mayoria de argumentos formaba parte de los datos.
Estos datos permitieron a los estudiantes encontrar regularidades y
posteriormente elaborar conjeturas. Esto se observo en las actividades 1y
2,y se puede verificar en la tabla 6 (numerales 1, 2, 3, 4,5y 7) y en la tabla

7 (numerales 2 y 3). Para el caso de la actividad 3, el applet actué
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principalmente como garantia, ya que los estudiantes lo usaban para
justificar sus conjeturas, como se observa en la tabla 8 (numerales 1, 2, 3y
5).

e Los estudiantes demostraron tener capacidad para elaborar conjeturas a
partir de regularidades numéricas, conocimientos previos o la observacion
de un grafico como herramienta de andlisis. Evidenciamos esto en la tabla
6 (numerales 1y 2), en la tabla 7 (numeral 2) y en la tabla 8 (numeral 1, 2,
3). Dichas conjeturas constituian la conclusiéon de los argumentos. Sin
embargo, los alumnos presentaron falencias para justificar el paso de los
datos a la conclusién. Las garantias de los argumentos estaban dadas por

el Applet o por el docente.

o El docente fue fundamental para el desarrollo de argumentos, ya que sin
su intervencién, los alumnos creian suficiente establecer explicaciones y no
argumentos. Ademas, sus aportes fueron usados como garantias en
muchos de los argumentos. CoOmo se relaciona en los numerales 1, 3, 4,5y
8 de la tabla 6. También, en el numeral 3 de la tabla 7. Asi mismo, en el

numeral 5 de la tabla 8.

Respecto a los argumentos, cabe sefialar que durante la implementacién de las
tres actividades varios de ellos fueron construidos de manera colectiva. Es decir,
los estudiantes realizaron aportes a algun elemento del modelo, el profesor a otro
y el mismo applet también. Como se observa en las conclusiones obtenidas en los

numerales 5y 8 de la tabla 6.

6.2. CONCLUSIONES RELATIVAS AL PENSAMIENTO VARIACIONAL

A lo largo de las tres actividades los estudiantes realizaron acercamientos a
diferentes ideas relacionadas con el pensamiento variacional. Mas

especificamente nos parece importante sefialar que:

e Las actividades planteadas se enmarcan en diferentes tipos de contextos,

tal y como lo sugieren los lineamientos curriculares en relacion con el
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pensamiento variacional. La primera actividad estd dada en un contexto

matematico y la segunda surge de uno cotidiano, al igual que la tercera.

Si bien en estas actividades no se habla explicitamente del concepto de
derivada, si se realizan aproximaciones a diferentes conceptos o nociones
asociados con ella, donde se completan tablas, se utiliza una idea de
relacion entre variables, se analizan graficas de una funcion, se buscan
regularidades, se estudia el crecimiento y decrecimiento de funciones y
puntos de interseccion. Es decir, se presenta un desarrollo del pensamiento

variacional entre los estudiantes.

Los applet y las preguntas propuestas en cada una de las guias de los
estudiantes, permitieron en las tres actividades trabajar la dependencia y la
variacion entre variables. Analizar el valor y el signo de la pendiente en la
grafica de una funcién. Ademas de abordar diferentes representaciones de

una situacion al mismo tiempo: lo gréfico, lo tabular y la situacién misma.
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ANEXQO A: Transcripcién actividad 1

Video: Actividadl_videol

En esta parte el profesor presenta la actividad y realiza una corta explicacion de

como se deben abordar las preguntas.
Tiempo: 0:00 - 2:33

P: Les dice que hay un punto rojo, ¢ cierto? Que yo lo voy a... desplazar sobre una
trayectoria que es curva. Que la trayectoria pues va a representar una funcion
f(x), que es la trayectoria verde que ahi aparece. Entonces dice que yo sobre
este boton, si mantengo el click ahi, puedo desplazar ese botén [selecciona el
punto A y lo mueve]... puedo desplazar ese punto, por la grafica de la funcion.
Entonces... ¢ Cual es la idea? La idea es que ustedes miren que es lo que pasa
con ese triangulo [sefala el triangulo de la construccion]... Y ;Qué es lo que pasa

con los valores del triAngulo?

Figura 53. Introduccion del profesor a la actividad 1

P: Entonces ustedes saben que es un triangulo rectangulo, ¢cierto?
[Los estudiantes responden afirmativamente]

P: Entonces, ahi hay unos valores que se mantienen y otros valores que van
cambiando a medida que el punto A va...transitando por la trayectoria que la

definimos como la funcion f(x).
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Estudiante 1: Pero también cambia el naranja [se refiere al punto de la curva
g(x)]

P: Por supuesto, entonces eso es lo que ustedes tienen que ir analizando. Como
dice la compariera, que también cambia el punto naranja, que es el punto B. Y ahi
salen una serie de caracteristicas que ustedes deben analizar. ¢ Qué observan con
estos valores que ven aca? [El profesor sefiala los valores de las coordenadas de

Ay de By el valor de m]
Estudiante 2: Cambian.
P: Cambian.

Estudiante 3. Que disminuyen a medida que se va hacia el lado izquierdo y

aumentan hacia el lado derecho.

P: Bueno, entonces todas esas caracteristicas son las que tienen que ir mirando.
Que estas coordenadas van cambiando a medida que yo voy moviendo el punto
A. Y también van cambiando las coordenadas del punto B. Y m, como en la guia

se les indica, ¢m es qué? ¢ Qué significa?

Figura 54. El profesor indica lo que se debe analizar en el Applet de la actividad 1

Estudiante 4: La pendiente de la recta [.

P: La pendiente de la recta, entonces esos valores van cambiando. Entonces...

como eso va cambiando, van a ir mirando qué les preguntan en la guia. En la guia
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hay que completar una tabla. Entonces esta tabla hay que llenarla utilizando los
valores que aqui nos salen, ¢cierto? y el valor de la pendiente. Entonces como
primer punto vamos a llenar los puntos de la guia y después vamos a contestar

cada una de las preguntas.
Video: Actividadl video?2

Inicialmente los estudiantes tienen algunas dudas para llenar la tabla, relacionadas
con las coordenadas x y y, dado que las confunden. Asi mismo no estan seguros
de lo que se debe hacer cuando hay un valor en la fila o cuando no hay alguno. El
profesor orienta a los grupos con esta parte de la actividad.

Tiempo: 0:00 - 0:30
[El profesor se acerca a uno de los grupos para explicarles como llenar la tabla]

P: -2y 0,25 son las primeras coordenadas [sefiala en la guia donde deben escribir
esto, que corresponde a las casillas de las coordenadas de A]. De B, -2... 1,1
[sefiala en la guia donde deben escribir esto]. Y la pendiente 1,1, o sea ya esta

lleno el primer renglon. [La estudiante va registrando los datos]

Figura 55. Profesor explicando como llenar la tabla de la actividad 1

P: Tienen es que mover el punto y buscar las coordenadas de los otros...
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Estudiante 3: Acé en cada cuadrito, digamos en este [sefiala una fila donde solo
hay un valor en la pendiente] Digamos aqui toca buscar que la pendiente... dé 1,2

y ya después llenamos los demas.

Figura 56. Estudiantes llenando la tabla de la actividad 1

P: Exactamente.
Video: Actividadl _video3

El profesor les sefiala a los estudiantes que para completar la tabla es necesario
buscar partes de la funcién donde se cumplan ciertas condiciones, por ejemplo, si
lo que se necesita es que la pendiente sea positiva, se deben buscar partes de la

funciéon donde eso ocurra.
Tiempo: 0:00 -0:15

P: Digamos les da -1,2, pero a ustedes les esta interesando es el valor positivo,
entonces tienen que buscar el pedacito de la grafica de la funcion donde esos

valores son positivos.
Estudiante 3: Nosotros ya llenamos la tabla.
P: Listo. Entonces ya pueden empezar a responder las preguntas.

Video: Actividadl video4
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Una de las parejas de estudiantes que llend primero la tabla, procede a responder

las preguntas. En este momento, se presentan las siguientes discusiones.
Tiempo: 0:00 —4:33

Estudiante 3: [Lee la pregunta] Sefala en la tabla las coordenadas del punto A
para las cuales la pendiente m es positiva. Describe la forma que tiene la

trayectoria del punto A cuando la pendiente m es positiva.

Estudiante 5: Trayectoria [sefiala la funcidén verde en el Applet]. Pendiente [sefiala

el valor de m]
[Los estudiantes discuten por un momento qué es lo que deben analizar]

Estudiante 5: Escribamos entre paréntesis este y este [sefiala las coordenadas

del punto A]... es la trayectoria... y son positivos [sefiala m].
Estudiante 3: Ah bueno... hagamosle.

[Los estudiantes empiezan a anotar coordenadas de puntos en los que m es

positivo, en este momento se acerca una de las docentes]
P2: ¢ Como van? ¢ Tienen alguna duda?
Estudiante 3: Si sefiora. Aca nos estan diciendo que...

Estudiante 5: Pues hay que sefialar las coordenadas del punto A donde la

pendiente sea positiva.

Estudiante 3: Pues nosotros escribimos esto [sefiala las coordenadas] ¢Si es

asi?

P2: Entonces miremos en la... miremos digamos aqui en la construccion de

GeoGebra, en qué puntos la pendiente es positiva. Por ejemplo, mueve el punto A.
[Los estudiantes comienzan a manipular el Applet]
P2: Por ejemplo, ¢ahi como es la pendiente? En este momento.

Estudiante 3: La pendiente ahi es negativa.
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P2: Listo. Entonces tratemos de buscar puntos donde es positiva.

[Uno de los estudiantes manipula el Applet y ubica el punto A donde la pendiente

m es positiva]

P2: Trata de dar una caracteristica que tenga la trayectoria de A, o sea la verde,

cuando la pendiente es positiva. ¢, COmo es esa trayectoria?
Estudiante 3: Como...

P2: ¢Si? Hay una parte de la curva en la que la pendiente es negativa, hay otra
donde es positiva. Entonces trata de mirar como qué caracteristicas tiene esa

curva para que la pendiente sea positiva o negativa. ¢Si?

[Los estudiantes piensan por un momento]

Estudiante 5: Aqui comienza lo positivo [ubica el punto A usando el Applet]... es

asi [sefiala con el esfero la inclinacién de la curva en ese momento].

Figura 57. Estudiantes resolviendo las preguntas de la actividad 1

[Los estudiantes usan las manos para tratar de interpretar la forma de la curva]

Estudiante 5: Pues lo que parece es que la curva vaya ascendiendo para que...

el valor de msea positivo.
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[Los estudiantes vuelven a mover el punto A en el Applet para revisar esta idea
sea correcta]

Figura 58. Estudiantes discutiendo las preguntas de la actividad 1

Estudiante 3: La parte es positiva cuando hay como una... [Indica una curva con

la mano]
Estudiante 5: Espera [sigue buscando valores en el Applet] aqui va asi...

Estudiante 3: Ahi va negativo [se refiere al valor de m] y cuando coge la curva

redonda, cambia a positivo.
[El Estudiante 5 verifica esta idea en el Applet y ven que es correcta]

Estudiante 5: Si, lo positivo da en las curvas.

Video: Actividadl_video5

Dos estudiantes tratan de responder una de las preguntas de la guia. Una de las

profesoras las esta orientando.
Tiempo: 0:15-1:58

Estudiante 2: Entonces aqui como podemos ver, la pendiente m esta positiva y lo

que cambia es que el triAngulo siempre va hacia abajo y cada vez baje su... cada
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vez que vamos bajando, entonces ya ahi llega a ser negativo y el triangulo cambia

su forma.

Figura 59. Estudiantes sefialando cuando el triangulo esta hacia abajo en la
actividad 1

Figura 60. Estudiantes sefialando cuando el triAngulo esta hacia arriba en la
actividad 1

Estudiante 6: Cambia de sentido.

Estudiante 2: Y después vuelve a subir y vuelve a ser positivo. Y el triangulo
vuelve en a quedar otra forma. Entonces, de pronto el triangulo es el que cambia,
a manera de que si esta en esta parte de la grafica o aqui en esta parte de la
gréfica [la estudiante sefiala las dos partes donde el triangulo que representa la
pendiente cambia su direccion].
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P2: Entonces ahora tenemos que decir que forma tiene... ¢cual es la trayectoria
del punto A?, la verde, ¢cierto? Esa es la trayectoria por donde él se esta
moviendo. Lo que tenemos que explicar ahi es, ¢cémo es la trayectoria cuando la

pendiente es positiva? O sea, ¢ el como va moviéndose?

Estudiante 2: En esta es bajando... [La estudiante mueve el punto A de derecha
a izquierda, y ve que va bajando por la curva]

Figura 61. Applet en el que una estudiante analiza la variacién de la pendiente en la
actividad 1

P2: Pero depende hacia donde vayas, ¢,no? Porque ta ahi vas hacia la derecha.
Estudiante 2: Si vamos hacia la derecha, ahi baja, sigue siendo positiva.
P2: Hacia la izquierda seria bajando.

Estudiante 2: Si, hacia la izquierda seria bajando. Sigue positivo la pendiente.
Después vamos hacia la izquierda y sube, ¢si?... Ya vuelve a ser negativo. Ya
llegando a esta parte de la gréfica [sefiala la parte de la curva donde hay un
cambio de direccion y un maximo], sigamos subiendo, vuelve a ser positiva y

gueda casi semirrecta. ¢ Ya?
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Figura 62. Applet en el que una estudiante observa donde cambia el signo de la
pendiente en la actividad 1

P2: O sea, ¢a qué te refieres con semirrecta?
Estudiante 2: Pues que no queda completamente recta la linea.

P2: Horizontal dices tu.

Figura 63. Applet en el que una estudiante observa el sentido de larectal de la
actividad 1

Video: Actividadl video6

El profesor vuelve a pedir la atencion de los estudiantes para explicar algunos
aspectos que se han trabajado hasta el momento.

Tiempo: 0:00- 2:52
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P: Atencion. Miren, si ustedes se dieron cuenta con la experiencia que ... con la
experiencia que ya hicieron con la tabla, se dieron cuenta que ustedes a medida
de que mueven el punto A, miren, miren ahi donde empieza la pendiente, todos
van a observar el valor de m. Aqui m es positivo, ¢ cierto? mes positivo. Y si usted
sube un poquito, va mirando despacio...Mire ahi la pendiente sigue siendo

positiva.

Figura 64. Profesor describiendo la trayectoria del punto A de la actividad 1

Estudiante 2: Pero va disminuyendo.

P: Positiva, pero va disminuyendo, muy bien como usted lo dice. Aqui ya casi, es
cero [El profesor continua deslizando el punto A de izquierda a derecha]. 0,13,

sigue, ahi ya pasa a ser negativa. Todo este pedazo la pendiente es...
Estudiantes: Negativa.

P: Sigue avanzando y la pendiente sigue siendo negativa. Luego, llego aca a la
parte de abajo. Es negativa, pero ya casi es cero porque es -0,4. Aqui -0,15, ya

casi es cero. Y observen lo que pasa con el triangulo. ¢ Qué pasa con el triangulo?
Estudiante 2: Que se empequeiia.
P: Que queda muy pequefiito el triangulo. Luego, sigue subiendo...

Estudiante 7: Y ya es positivo.
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P: Y aca el triangulo, ¢si ven que cambio de sentido? Miren, un paso antes el
triangulo estaba hacia abajo, ¢ cierto? y acd quedo hacia arriba. Pero sigue siendo

el triangulo muy pequefio. Aca el triangulo se va agrandando y la pendiente es...

Estudiante 2: Positiva.

Figura 65. Profesor describiendo los cambios en el triangulo de la actividad 1

P: Positiva. Entonces la pregunta en si es, ¢qué forma tiene la grafica de la

funcién cuando la pendiente es positiva?
Estudiante 2: Que el triangulo queda hacia arriba.

P: El triangulo queda hacia arriba, muy bien, pero esta pregunta se refiere es a
qgué forma tiene este pedacito de la grafica de la funcion o aca este pedacito
cuando la pendiente es positiva [el profesor sefiala las dos partes de la gréfica de

la funcién f(x) en los que la pendiente es positiva).
Estudiante 1: La curva va hacia abajo.
[Los estudiantes hablan todos al mismo tiempo, el profesor les asigna la palabra]

P: Esperen un momentico, yo los dejo hablar de a uno. ¢Qué dice usted?

Solamente hable usted y ahorita la dejo hablar a ella.
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Estudiante 8: Que pues cuando la pendiente es negativa, el triangulo queda hacia

abajo. Y cuando la pendiente es positiva, el triAingulo queda hacia arriba.

P: El triangulo queda hacia arriba, ¢Y qué pasa con esta linea? [Sefala la funcion

verde]
[Los estudiantes hablan al tiempo de nuevo]
P: Hable usted ahora.

Estudiante 3: La variaciéon de la funcion verde... la variacién de positivo y
negativo se encuentra en la funcién verde en el lado de las curvas. El positivo esta

siempre al lado de las curvas. El negativo esta siempre casi en lo recto.
Video: Actividadl_video7

El profesor trabaja con una pareja de estudiantes para intentar responder una de

las preguntas de la guia.
Tiempo: 0:00-1:54

P: ¢Como es la trayectoria en este pedacito donde la pendiente es positiva? Mire
agui en este pedacito la trayectoria es positiva, la pendiente positiva y aqui en este

pedacito también. ¢Qué tienen en comun este pedacito y este pedacito?

[El profesor sefiala sobre la pantalla del computador estos aspectos]
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Figura 66. Profesor sefialando partes de la funcion donde la pendiente es positiva
en la actividad 1

Estudiante 7: Que van... o sea van de... como le explico que esta asi y no asi?
[La estudiante indica con la mano la inclinacion de la curva donde la pendiente es

positiva]

Figura 67. Estudiante describiendo la pendiente de la tangente en la actividad 1

P: Bueno digamos que usted va de izquierda a derecha. Si usted arranca de aqui
[sefiala el punto de inicio de la curva en la parte izquierda] y sigue asi [sefiala la
trayectoria hacia la derecha]. Si va de izquierda a derecha. ¢ CoOmo diria que va?

¢ Hacia a donde?

Estudiante 7: Todo lo que va subiendo.
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P: ¢ Todo lo que va subiendo la pendiente es?
Estudiante 7: Positiva.

P:Y si...

Estudiante 7: Si va bajando, es negativa.

P: Si va bajando es negativa. Suponiendo que su trayectoria... que usted coge
como si esto fuera un carrito, vea. Aqui arranca [el docente empieza a mover el
punto A del Applet para explicarle a la estudiante]. Pendiente es positiva, ¢ cierto?
Positiva. Aqui llega a una cima, y aqui la pendiente si ve que ya pasa a ser
negativa. Pendiente negativa. Negativa, hasta ahi, que cambia el triangulo y
empieza a ver la pendiente positiva. Entonces yo lo que quiero es que en esta
pregunta usted me diferencie, ¢ qué pasa con la funcion cuando la pendiente de la
recta azul es positiva? y la forma de la funcion donde la pendiente de la recta [ es
negativa y que establezca una conclusién. Que mire, ¢qué diferencias hay entre

esos pedacitos?

Figura 68. Profesor sefialando partes de la funcion donde la pendiente es positivay
negativa en la actividad 1

Estudiante 7: ¢Puedo poner esto?...La diferencia que encontramos es que, si va
de izquierda a derecha, cuando va subiendo tiene signo positivo y cuando va

bajando cambia para el signo negativo.
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P: Si. Eso es lo que debe colocar. Muy bien.
Video: Actividadl video8

Nuevamente el profesor socializa lo que los estudiantes han encontrado hasta

ahora.
Tiempo: 2:40-3:50

P: Entonces, si vamos igual de izquierda a derecha. Entonces, repasemos. En

este pedacito la pendiente es...
Estudiantes: Positiva.

P: Menor y positiva. ¢Cierto? Sigue siendo positiva hasta cuando llega, ¢hasta

dénde?

Figura 69. Profesor realizando el recorrido de izquierda a derecha con el punto A en
la actividad 1

Estudiante 3: Hasta ahi, hasta abajo.
P: Hasta ahi. [Ubica el punto A en un minimo relativo de la curva]
Estudiante 2: Pero hay otra cosa que pasa profe.

P: Digame.
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Estudiante 2: Que cuando esta en este lado, el triangulo ya no es grande sino

pequefio.

P: Si.

Estudiante 2: Y que al ser positivo en el otro lado ya es mucho mas grande [se
refiere a las dos partes donde la pendiente es positiva]

P: Ya es mucho més grande

Estudiante 8: Eso es lo que decimos, es mayor la pendiente.

P: Es mayor la pendiente.

Estudiante 2. Pero, ¢por qué no pasa lo mismo aqui, si en juntos lados es

positiva?
P: Porque sera...

Estudiante 8: Porque la curva es mas pequefiita. La curva es mas pequeiiita. Por

eso es mas grande la pendiente de este lado que la de este lado.
Estudiante 2: Ah por la curva.

P: Por la curva, porque es que esta curva esta asi, como mas agachadita. En
cambio acé ya esta casi vertical. Entonces es por eso que varia el valor de la

pendiente

[El profesor muestra con las manos que la inclinacién en una de las partes donde

la pendiente es positiva es menor que en la otra]
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Figura 70. Profesor mostrando la inclinacion de la curva en una parte en la actividad
1

Video: Actividadl video9

Una estudiante se encuentra respondiendo en qué partes de la funcion f(x) la

pendiente de la tangente es igual a cero.
Tiempo: 0:04 - 0:20

Estudiante 7: Pues llega... Se desaparece pues llega un punto en que esta

intermedio entre lo positivo y lo negativo.

Figura 71. Applet donde una estudiante indica donde la pendiente es cero en la
actividad 1
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P2: Okey, esa podria ser una respuesta. ¢ Listo?

Estudiante 7: Y asi con cada uno. Por ejemplo, aca puede haber otro punto
[sefala otro punto de la grafica donde ella cree que la pendiente de la tangente

sera cero].

Figura 72. Applet donde una estudiante indica otros puntos donde la pendiente es
cero en la actividad 1

P2: Tu dirias que ahi hay otro.

Estudiante 7: Si.

Video: Actividadl videolO

El profesor trata de establecer conclusiones mas fuertes junto con los alumnos.
Tiempo: 3:03-8:31

P: ¢Qué observaron de comun entre estos tres valores?... Entre estos tres
valores, ¢ qué observaron de comun? [Sefialando las coordenadas de Ay B, y el

valor de la pendiente m]
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Figura 73. Profesor sefialando las coordenadas de A, B y el valor de la pendiente en
la actividad 1

[Los estudiantes empiezan a hablar todos al mismo tiempo]

P: Perdén, vamos a hablar de a uno. Uno, dos y tres [Les da la palabra a los

estudiantes]. Uno.

Estudiante 4: Que el resultado de xde A y B, siempre da igual. Y que el resultado

de y y de m siempre da lo mismao.

P: Vamos a ver si nos logramos entender. ¢Me podria explicar mejor lo que acabo

de decir? ...

Estudiante 4: [Piensa por un momento]

P: ¢Qué es lo que observa que es comun?

Estudiante 4: Que la x de Ay la x de B siempre es igual.
P: Igual, siempre es igual

Estudiante 4: Y que la y.

P: ¢La y de quién?

Estudiante 4: La y de B.
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P: La y de B, osea esta [El profesor sefiala la ordenada de B en el tablero]
Estudiante 4: Y la m siempre dan igual.

P: La pendiente [Sefiala el valor de m en el tablero]

Ty e~ “'j o

Figura 74. Profesor sefialando el valor de la pendiente en la actividad 1

Estudiante 4: La pendiente y la y de B siempre dan lo mismo.

P: Si. El nos esta diciendo que la pendiente, la pendiente que es esta y la y de B
son lo mismo. O sea que ahi esta bien, vean aca tenemos 0,25 y aca 0,25. Esta
bien lo que él dijo, ahora,;qué tienes que decir? [Le da la palabra a otra

estudiante].

Estudiante 7:Las coordenadas A y B... en el eje x son lo mismo. Pero la

pendiente de i depende de las cordenadas de y en B.

P: La segunda parte no comprendi muy bien.

Estudiante 7: Pues la pendiente de i depende de las coordenadas de B.
P: ¢i donde lo tenemos? ¢, Sera y o i? [Sefala la ordenada de B]
Estudiante 7: De y.

Estudiante 3: Y ahi es la pendiente.
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Estudiante 7: La pendiente le da las coordenadas de B, depende de las

coordenadas de y. ¢ No? ¢No es?

P: Si, ¢De qué punto? ¢Del A o del B?

Estudiante 7: Del B.

P: Del B. Entonces...

Estudiante 7: O sea, el m depende del punto de coordenadas de la B en la y.

P: De la B en la y. Listo, lo que pasa es que ahi no estd como muy clara la

redaccion, entonces tocaria...

Estudiante 3: Que... La coordenada de y tiene que dar en la pendiente... El

mismo resultado.

P: Bueno, ahi yo le entiendo pero entonces tiene que mejorar un poquito la
redaccion. Ahora, ¢ qué nos representa entonces...? , la pregunta para todos, ¢qué
nos representa la grafica g(x)? Que es esta que aparece en café [Sefala la

grafica de g(x) en el tablero]. ¢ Qué nos representa la gréfica g(x)?

Figura 75. Profesor seflalando la funcién g(x) en la actividad 1
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Estudiante 4: Una linea complementaria de f(x).
P: ¢Una linea que qué?
Estudiante 4: Una linea complementaria de f(x).

P: Complementaria, pero, ¢de donde sale? A partir de lo que hemos trabajado.

¢, Qué tienes que decir?
Estudiante 1: ¢Eso podria ser digamos coseno, no?
P: No...

Estudiante 1: No, porque digamos que las curvas de coseno van bajando y
subiendo [Indica con la mano la forma de la funcién coseno]. Y vea que esa es

diferente a la otra.

P: Si. Pero, de acuerdo con lo que hemos trabajado, ¢como usted supone que

resulta g(x)?

Estudiante 3: Una linea.

P: ¢Una linea que describe qué puntos?

Estudiante 7: Profe, pero es que ahi la f(x) es paralela a g( x).
Estudiante 3: Las coordenadas y de B.

Estudiante 7: ¢Ya? y tiene, o sea, va igualmente vertical. ¢Vertical? No,

horizontal. Pero cambia en la vertical [Sefiala con las manos estos sentidos]
P: Si.
Estudiante 4: No, si va en vertical pero cambia en la horizontal.

...[En este momento hay confusion respecto a los sentidos horizontal y vertical,
que interpretamos que los estudiantes usan para referirse a las coordenadas en X

y en y del punto]

P: Entonces, se supone que las que son horizontales son las coordenadas de x, 0

sea la primera coordenada que nos corresponden a este eje [Sefiala el eje x].
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Figura 76. Profesor sefalando el eje x en la actividad 1

P: Y vertical son estas dos coordenadas [sefiala las ordenadas de los puntos] que

nos corresponden al eje [sefiala el eje y].

Figura 77. Profesor sefialando el eje y en la actividad 1

P: Entonces, lo que usted decia, me lo repite. Entonces, ¢qué nos representa la

funcién(x)?
Estudiante 3: [Piensa por un momento]

P: Lo que usted dijo ahorita.
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Estudiante 3: Que las coordenadas...

P: ¢Las coordenadas de qué?

Estudiante 3: Las coordenadas de B, xy y.

P: ¢ Las coordenadas de B?

Estudiante 3: Si, algo asi, es que ya se me olvido.
Estudiante 1:xy y de B.

Estudiante 3: No, la funcion g nos muestra las coordenadas del punto B en x y en
y.
P: Exactamente. Porque lo que esta mostrando g(x) es el recorrido de los puntos

que hacen...

Estudiante 3:x yy.

P: ¢XyYyen el punto qué?

Estudiante 3: en el punto B.

P: B. Entonces eso nos sirve ahi para las conclusiones que estamos haciendo.
Video: Actividadl videoll

Una de las profesoras trata de responder la Ultima pregunta, respecto al

significado de la funcién g(x), con una estudiante.
Tiempo: 3:55 - 4:49

P2: Listo. Recuerda que B... ;Cuales son las coordenadas de B? ¢Cual es la

coordenada x de B?... La misma de A.
Estudiante 7: La de B es la misma de A.
P2: Y la coordenada y de B es...
Estudiante 7: La misma de la pendiente.

P2: Es la pendiente. Si, 0 sea que, ¢qué representa la funcion g(x)?
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Estudiante 7: ¢Qué representa la funcion g(x)? Pues la misma... coordenada de

B...yenB.

P2: ¢Deyen B? O sea, ¢qué es la coordenada de y en B?

Estudiante 7: La pendiente.

P2: La pendiente, 0 sea que, ¢,qué te esta representando la funcion g(x)?
Estudiante 9: La pendiente.

P2: Pero hay que explicarlo mejor ¢no?, no es solo la pendiente, si ho es como el

cambio...
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ANEXO B: Transcripcién Actividad 2

Video_1 (00:00 - 2:59)

P: Entonces nos vamos a fijar en lo que dice “La construccién en GeoGebra
corresponde a un cilindro inscrito en una esfera” ;Qué quiere decir eso? El
cilindro que se ve aca en verde estd dentro de la esfera que se ve ahi mas
grande. [Explica el profesor mientras los estudiantes lo siguen en sus

respectivos computadores]

Figura 78. Profesor explicando la utilizacion del Applet de la actividad 2

Estudiante x: El mio no tiene esfera [Se escucha este comentario sin lograr

identificar que estudiante lo hizo]
[A lo cual, el profesor responde]

P: De pronto esta muy clarita, le falta de pronto oscurecer el color de la esfera
pero ahi esta, se ve clarita, y ademas es el mismo archivo el que yo tengo aca

gue el que ustedes tienen en su computador
[El profesor continta explicando a todos los estudiantes]

P: Entonces miramos aqui hay un deslizador qué sirve para agrandar el radio
de la esfera y asi mismo como se agranda el radio de la esfera se agranda o
se reduce el cilindro que igual queda dentro o inscrito dentro de la esfera, listo,
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Entonces lo vamos a dejar ahi en 3 como nos indica la guia listo Entonces
dice “Puedes mover el punto D" Entonces si vamos a mover el punto D yo
puedo modificar el cilindro entonces al modificar la altura del cilindro cédmo
esta inscrito dentro de la esfera cuando ya queda muy alto, ya hasta aqui
queda con su maxima altura pero entonces se reduce aca, a casi hada, cierto
entonces a medida que le voy bajando un poquito la altura pues yo me
imagino que voy a encontrar un punto donde el volumen sea maximo porque
agui con la maxima altura el volumen es 0 porque queda reducido una linea el
cilindro y aqui se va aumentando se va aumentando y de haber un punto
donde el volumen al maximo [El docente busca que los estudiante interactien
con el computador al tiempo que €l explica para que vallan observando si lo

gue él dice es cierto]

Figura 79. El profesor va haciendo algunos movimientos en el deslizador para
recordarles a los estudiantes su utilizacion en la actividad 2

Entonces esto ustedes ya lo sabian desde la actividad anterior de mover esa
parte. Entonces dice “Puedes mover el punto D para modificar la altura del
cilindro y el deslizador radio-esfera” que es el de aca que ya lo movimos para
modificar el radio de la esfera en la vista grafica, como ustedes pueden ver,

vista grafica se observa la funcion.

Video_2 (00:00 — 1:35)
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P: Y me quedd qué el volumen del cilindro es? [El docente sefiala con su
mano, los primeros datos, en el Applet]

[Los estudiantes que responden no se identifican quienes son]
Estudiante x: 14,06

P: 14,06

Estudiante 3: No aca da 16,01

P2: Tiene el radio 3 la esfera, arriba en el deslizador esta en 3
Estudiante 4: No

P2: Ay que poner el deslizador en 3

P: Listo , entonces ya esta lleno ese primer renglén, en la guia ya esté lleno,
entonces de acuerdo con lo que acabo de explicar me hacen el favor y llenan

los otros renglones.

Estudiante 3: [Llaman al profesor y le muestra su inquietud, sin embargo por

el ruido de unas sillas, no se alcanza a comprender cual era esta]
P: ¢Cuanto le da?

Estudiante 4: 14,06, ah si ya [Siente satisfaccion al ver que le da el volumen

del ejemplo en su computador]
P: Si ahi ya esta bien, entonces hagamos los otros

P: [Se dirige hacia la estudiante 1 y le vuelve a leer la guia, aclarandole que el
radio debe ser 3 unidades y luego se dirige a todos los estudiantes]
Recuerden que el radio de la esfera es 3 unidades, con eso es con lo que

vamos a empezar trabajar
(2:20 - 8:22)
Estudiante 1: Qué tal le dio la altura del cilindro

Estudante2: Ay y si da aproximado
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Estudiante 1: Profe y si da aproximado

Estudiante 2: ¢si me sirve?

P: La mayoria de esos valores da ¢, Cual va hacer?
Estudiante2: Este [El profesor toma el mouse] El de abajo
Estudiante2: 0,9 A ya, si no da en el uno, da en el otro

P: Si lo que pasa es que usted ya lo habia bajado y practicamente estaba

trabajando al contrario

Estudiante 2: ¢29?

Estudiante 1: 85... Ahi yo quiero manejar el Applet

Estudiante 2:Emm, en este volumen necesito que me de 39,44
Estudiante 1: Altura del cilindro 1,49

Estudiante 2: Ahora en altura del cilindro escriba 1,98...
Estudiante 1: (1,987

Estudiante 2: Si... mmm cuanto me da en el volumen del cilindro
Estudiante 1: 49,86

Estudiante 2: En el volumen del cilindro 58,2 [la nifia registra en la hoja lo que

ve]

[Durante un lapso de tiempo las estudiantes solo manejan el Applet tratando de
encontrar los valores que se les da en la hoja para completar el cuadro, donde

esta actividad les da alegria]
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Figura 80. Reaccion de dos estudiantes cuando hallan un valor que necesitan en la
actividad 2

Estudiante 1: En la altura del cilindro 2,96

Estudiante 2: El volumen es 63,35

[El profesor pregunta si ya acabaron el ejercicio]

Estudiante2: Venga yo busco y usted escribe [estudiante asumen roles]

Estudiante 1: En altura del cilindro, eh no mentiras el volumen del cilindro es
65,3

Estudiante 2: Coma 3 o coma 03

Estudiante 1: coma 3

Estudiante 2: La altura es 3,46 bueno ahora en la altura 4,05
(8:23 — 12:53)

P: Bueno, entonces presten atencion, vamos a pasar al punto “b” de la guia,
miren aqui lo que dice, dice que “muevan cuidadosamente el punto D” para ver
cual es el volumen maximo y resulta que dice que se fije en el movimiento del
punto P, el punto P ¢Qué nos representa, este movimiento del punto p? ¢Qué

nos representa?
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[El profesor, busca que los estudiantes encuentren una evidencia, para que

fundamenten una aseveracion]

Estudiante 2: La altura del cilindro

P: La altura del cilindro con el correspondiente ¢ Qué?
Estudiante 2: volumen

P: Volumen, entonces si usted mueve el punto “P” ahi le cambian los valores, y
asi como cambian los valores de la altura y el cilindro también va a cambiar la
posicion de este punto P, entonces ahi les preguntan que...miremos en donde
se ubica el volumen maximo entonces observen los valores de altura, entonces
aqui el volumen del cilindro esta en 58,46 y la altura esta en 4,34 ¢ sera que hay

valores mayores?
Estudiante x: En 59,46
Estudiante x: En 65,29

[Los estudiantes realizan unas afirmaciones, lo cual los lleva luego a una

decision comun]

P: Bueno entonces usted dice en 65, entonces donde esta el punto ¢Sera que

esa curva que esta ahi me sirve para algo?

Estudiante X: La altura del cilindro [La respuesta del estudiante, es debido al

razonamiento que realiza]
P: La altura del cilindro con respecto ¢,a qué? al volumen

Estudiante 2: Cuando esta en la mitad de la curva es volumen maximo que

tiene el cilindro [Argumenta, con respecto a lo que observo en el applet]
P: [Busca poner el punto P, donde le dice la estudiante]
Estudiante 2: A mi la altura me dio 3,46

P: Pero entonces como ustedes dicen que en la punta o en la mitad, es como la

cima de esa curva, en donde vamos a encontrar, yo aqui no lo movi exacto,
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ustedes tienen que mover donde les de aqui el maximo volumen, 0sea este
valor sea el maximo porque ese el valor que ustedes tienen que hallar,
entonces muevan, el punto maximo es mas que 65, entonces cada que muevan

el punto D, y encuentren el punto maximo

Entonces cada quien ponga el volumen méximo y mire que es lo que sucede
entre los datos que usted tiene aqui y en la vista grafica y valla mirando que

mas observa ahi.
(12:53 - 15:31)

Estudiante 2: [Lee el punto b] “Mueva cuidadosamente el punto D y observa el

cambio en los valores de las coordenadas del punto p”

Estudiante 1: ¢Cual es el punto D y el punto P? Aaa ya sé que es, 6sea mueve

el punto D
Estudiante 2: Ajam

Estudiante 1: Y observa que cambio de valores, 6sea los de alla [Sefiala con la
cara y luego con las manos en el computador donde esta el Applet y se ve P]

los de P, sive P
[Las dos nifias se acercan a la guia, y leen lo que les falta del punto]

Estudiante 2: El volumen maximo, entonces suba... [Su compafiera manipula

el Applet] baje, ay pero donde se vea el nUmero
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Figura 81. Con un movimiento rapido de la mano, le explica a su compafiera tiene
gue mover la grafica para encontrar el punto maximo en la actividad

Estudiante 1: Donde altura

Estudiante 2: Noo, porque ahi nos estan es preguntando volumen maximo
[Toma el mouse y maneja el Applet hasta encontrar el volumen maximo,

siguiente toma la guia y anota su respuesta]
Estudiante 2: Paula le dio 0,82

Estudiante 3: No, ¢ En cual?

Estudiante 2: Enla b

Estudiante 3: Si es el volumen méaximo
Estudiante 2: Por eso, mire

[La estudiante 3 se acerca al computador de su compariera para revisar el otro
computador, toma el Applet y le ayuda a ubicar en el resultado 65,29]

Video_3 (00:00 - 1:52)

Estudiante 3: [Resolviendo el primer punto de la guia] Y en el ultimo nos

inventamos

P2: Si correcto
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Estudiante 3: [Observa los resultados] Listo profe, ya acabamos
P2: Continta con el otro

Estudiante 3: [Inicia leyendo el punto 2] dice “Mueve cuidadosamente el punto
D y observa el cambio en los valores de las coordenadas del punto P [deja la

hoja para indicar en la pantalla] toca mirar aqui

Figura 82. La estudiante indica en el computador los puntos que hay observar en la
actividad 2

Estudiante 4: [Lee la segunda pregunta] ¢ Cuél es el volumen maximo?
Estudiante 3: [maneja el mouse a medida que escucha la lectura]

Estudiante 4: Mueve hacia arriba, arriba, arriba, suave, baje, no pero hacia

este lado, baje un poquito, baje
Estudiante 3: El volumen méximo
Estudiante 4: El volumen maximo
Estudiante 3: Cual va primeroel 30 el 5

Estudiante 4: 5,92[Pasa la hoja para llenar el dato]
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[Las estudiantes finalmente encuentran el volumen méaximo del cilindro,

escribiendo en la guia 65,29]
(2:03 - 3:19)

Estudiante 5: [A medida que va leyendo va mirando y sefialando con su dedo
la grafica y del elemento que le hablan] “4Cual es el volumen maximo que
puede tener el cilindro?” 6sea este [lo sefiala con el dedo en el Applet] “inscrito
en la esfera de 3 unidades de radio” hay no mire, mire ya porque mire [vuelve y
mira la grafica, luego vuelve a leer la pregunta para mostrarle a la estudiante 6]
¢,Cual es el volumen maximo del cilindro inscrito en la esfera de 3 unidades de

radio?

Figura 83. Las estudiantes revisan la actividad 2 y el Applet, para resolver los
interrogantes correctamente

Estudiante 6: Profe

Estudiante 5: [indicando en el Applet] Aqui estan 3 unidades de radio
P2: Si ahi esta

Estudiante 5: Ahi esta bien cierto

P2: Si, ahi ya es coger y analizar cudl seria el volumen maximo a medida que

usted, mueve D
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Estudiante 5: D (haciendo movimiento de la cabeza para indicar que

comprendido)

P2: Se va moviendo D y va moviendo el volumen a ver dénde considera que es
maximo
P: (se dirige a todo el salobn) Venga yo hago la aclaracién a todos pongan

atencién vamos a pasar al punto b vamos prestar atencion escuchen el dato
Video_4 (00:00 — 00:40)

P: El volumen la altura del cilindro la que se observa en la vista grafica, vista
grafica acd o sea hay que describir la relacion entre esta simulacion y lo que
aparece en esta parte que es la vista grafica que es como ven una gréfica y el
plano cartesiano hay que escribir que relacion ustedes encuentran en lo que
ven aca y ven alld entonces por favor ahi esos cuatro reglones para describir

esa relacion.

® & o T ®

Figura 84. El profesor da una explicacion, de lo que deben hacer en el punto b de la
actividad 2

Video_5(00:00 - 3:41)

Estudiante 3: Aca [muestra el taller] dice entre menor altura del cilindro lo

bajamos va ser mayor la bolita [Refiriéndose al cilindro]
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Figura 85. La estudiante sefiala en la actividad 2, el punto donde tiene una inquietud

P: ¢ Entre menor qué?

Estudiante 3: Entre menor altura del cilindro es mayor el volumen del cilindro
0 viceversa porque yo bajo y la altura del cilindro va bajando [La estudiante
describe los cambios que se presentan a medida que la comparfera mueve el

deslizador]

P: Si bueno y cuando aumenta [El profesor busca que la estudiante

argumente sobre la afirmacion hecha]
Estudiante 3: ¢ Cuando aumenta qué?

P: Déjemelo bien baijito el cilindro a ver qué pasa bajito seria asi (Indica con
los dedos, la nifia va moviendo el mouse) ¢como se ve el volumen? [Profesor

insiste que ella vea las relaciones que se presentan]
Estudiante 3: El volumen se ve...

P: 10,86, valla lo subiendo ahi va aumentando un poquito va aumentando va

aumentado y después empieza a disminuir

Estudiante 4: Entre mas ancho mas aumenta entre mas largo menos

aumenta [la estudiante hace una conjeturacion]
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Estudiante 3: No pero...como era [se vuelve a mirar la grafica] a mayor altura
del cilindro que da mas volumen del cilindro y cuando es menor altura del
cilindro disminuye el volumen del cilindro [La estudiante al escuchar a la
compariera hace un razonamiento diferente y lo hace mas convincente con la

manipulacion de nuevo del Applet]

P: Bueno pero haga la altura maxima altura méxima lo mas alto [profesor

invita a que se sigan analizando]
Estudiante 3: ¢ Del cilindro?

P: Si, del cilindro

Estudiante 3: Y qué no se pierda

P: No pero incluso que llegue a perderse la altura maxima seria 6 cierto
entonces ahi el volumen es indefinido Osea indefinido es practicamente que
cero cierto en esa parte bueno ahora vayamoslo bajando un poquito si ve que
el volumen ahi es poquito digamos , dejémoslo bien delgadito que el volumen
es 4 o0 4,44 volumen es muy poquito por qué estamos hablando de que esta
muy delgada cierto vallalo agrandando digamos ahi va aumentando, va
aumentando pero ahi llega un momento en que aumenta el maximo aumenta
mucho y luego empieza a disminuir [El profesor busca que con la observacion

puedan dar sus puntos de vista]

Estudiante 3: Bueno a mi lo maximo que me llego fue 65,29 y la altura
[Muestra la guia donde esta contestando], pero ahi yo podria decir que entre

mas delgado el cilindro el volumen del cilindro va hacer mas poco

P: Si y también cuando sea muy bajito también es poquito entonces cuando

es muy alto o muy bajito el cilindro el volumen va a ser poco y es una imagen

Estudiante 3: ¢ Cuando el cilindro es mas que?
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P: Cuando el cilindro es muy alto el volumen es poco también cuando es muy
bajito también 6sea cuando la altura... (Se retira y se dirige a todos los

alumnos)
(3:42 - 6:17)

P: Mire lo que ustedes tienen que ver lo que estamos haciendo con su
compafiera para describir esa relacion que se ve aqui representada en la
grafica mire observen lo siguiente si el volumen, vea que pasa con el volumen
si la altura es muy poca el volumen también es poco mire aqui tenemos una

altura de 0,3 el volumen que tanto es
Estudiante X: Es 8,57

P: 8,57 y sabiendo que el volumen maximo es como 65 o sea que ahi tenemos
poco volumen cierto porque esto practicamente esta plano (Pide atencion a un
estudiante)... eh cierto ese volumen va aumentando cierto pero esto no quiere
decir entre mas altura mas volumen porque va aumentando ,va aumentando
pero llega el momento vea este es el volumen maximo cierto 65,23 creo que
algunos les dio 65,3 volumen maximo pero si yo sigo aumentando la altura,
ese valor no sigue aumentando, vea empieza a disminuir ... porque ya
cuando el cilindro se va haciendo muy delgado qué pasa con el volumen? Se

va disminuyendo el volumen hasta desaparecer
Estudiante X: ¢Hasta quedar indefinido?

P: Hasta quedar indefinido porque ya practicamente queda reducida a una
linea el volumen entonces vea aca empieza a aumentar, aumentar a pesar de
que va bajando la altura del cilindro aumentando el volumen hasta llegar a un
punto que llega a su maximo valor y después 65,3 es el maximo y después
empieza a disminuir entonces no quiere decir que porque haya mas altura hay
mas volumen cierto ahi como lo que tiene que ver es que si el cilindro es muy

bajito el volumen es poco y si es muy alto también el volumen es muy poco
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Video_6 (00:00 — 00:47)

P: En la gréfica aca al lado derecho se va moviendo el punto P 6sea el punto

en

Estudiante 7: El cilindro, es un tono azul o sea el radio es este lado y la
altura. [La estudiante le sefiala con el dedo, cada una de las partes que le
mencionan en la actividad y debe ver en el Applet]

P: la altura es éste eje y el volumen es este eje [les sefiala con el dedo en el
computador] y esta grafica que se vea aca es la descripcion, como de esa
relacion entre volumen y altura. Entonces porque a medida que voy moviendo
el punto p se va desplazando (...) a medida que voy moviendo el punto d se
va moviendo el punto p entonces esta grafica, lo que me muestra la relacion

entre altura y volumen ¢ si?

[Las niflas asienten con la cabeza que entendieron]

CIOLIEEEE R R

Figura 86. El profesor, les indica larelacion entre la alturay el volumen en la
actividad 2

(00:48 — 1:11)

P: (El profesor se dirige a todo el curso) Miren esto es lo que tienen que ver
esta gréafica es el recorrido que hace el punto d y el punto p es la relacién que

hay entre altura y volumen ¢si?
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[Las estudiantes, hacen un proceso de razonamiento, puesto que, a medida
gue van observando el movimiento del Applet, y de sus elementos]

Video_7 (00:00 — 1:03)
P: Si puede que se, aqui lo que cambia es por una centésima
Estudiante X: En donde en el de 2

P: Si en el de 2, radio 2... Luego hacen lo mismo cambiando el radio a 2,5 y
vuelven a buscar el volumen maximo, tienen que mirar que el encabezado
correspondan al dato al que estan copiando 6sea porque aca cada columna

tiene su encabezado, entonces que corresponda con el dato
Estudiante X: Ah si obvio, listo

P: Entonces les doy 5 minutos mas para que terminen y luego pasarles la otra

guia

(1:04 - 3:10)

Estudiante 7: Profe ven a ver

P: Dime

Estudiante 7: mire, cada que va aumentando

P: Bueno entonces digamos que voy a revisar el de 2,5, a ver como lo hizo [El
profesor maneja el Applet durante algunos segundos] Entonces mire vamos a

buscar cual es el volumen méaximo

Estudiante X: [Una estudiante grita] Profe, pero toca que le cambien otra vez
las cosas porgue a mi ya me habia dado un resultado y ahorita busque y otra

vez me dio otro resultado
P: Busque que le dé, el maximo y ese es el que pone
Estudiante X: Por eso

[El profesor sigue conversando con las estudiantes]

141



P: Entonces abhi...

Estudiante 7: Ahi es el volumen maximo

P: ¢Si? 37,75

Estudiante 7: Si [El profesor sigue manipulando el Applet] ¢37,79?
Estudiante 7: 75

Estudiante 8: 78

P: Dejémoslo ahi, como dificil de que me cuadre, el radio es 2,01 y acé es la

altura
Estudiante 7: 2,96

P: Asi, ahi lo estan llenando bien, ahora completa el ultimo punto [El profesor
comienza a leer el punto] “Observa los datos registrados en la tabla, ;Qué

caracteristicas tiene el cilindro con el volumen maximo para cualquier esfera?”

[El profesor vuelve y lee la pregunta, y se dirige a todos los estudiantes]

(3:17 — 4:30)

P: Bueno, entonces como ustedes ya llenaron esa tabla, tienen que mirar qué
caracteristicas tiene el cilindro inscrito, el cual tiene el volumen méaximo dentro
de la esfera, emm, por ejemplo pueden ver qué relacion tiene el valor del radio
el radio del cilindro con la altura del cilindro, o también el valor del radio de la
esfera con la altura del cilindro, mirar cuando les da el volumen maximo del
cilindro qué caracteristicas tiene ese cilindro o qué porcentaje es con respecto
por ejemplo esa altura que porcentaje tiene con relacion al radio del cilindro o al
radio de la esfera

Video_8 (00:00 — 2:24)
Estudiante 9: El radio disminuye

Estudiante 10: Pero, ¢si es en todos?
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Estudiante 9: Que si es en todos

Estudiante 10: Entonces dicte

Estudiante 9: Con respecto al radio de la esfera
Estudiante 10: ¢ Disminuye? ¢ Si?

Estudiante 9: Si disminuye

Estudiante 10: [Ella vuelve a leer lo que llevan escrito de ese punto] “Con

respecto al radio de la esfera disminuye...

Estudiante 9: El radio del cilindro y aumenta la altura del cilindro
Estudiante 10: ¢Ya?

Estudiante 9: YA

Video_9 (00:00 - 1:15)

Estudiante 7: Acé ese es radio de la esfera disminuye por ejemplo en 2,5
disminuye casi 4, entonces aca no, aca lo que hizo fue aumentar [Le sefala con
los dedos la guia en la tabla donde estan los resultados, para contestar el punto

e]

P: Si es que hay que analizar reglon por reglén no es mirar todo global sino

renglon por renglén
Estudiante 8: ammm
P: [Se dirige a la compafiera de trabajo] Entonces ayudenle aqui a ella....

[Se forma una pequeiia discusién entre las estudiantes respecto a quien ha

ayudado mas asi que el profesor interviene nuevamente]

P: Bueno no tienen que escribir, sino ayudarle a analizar esta tabla, porque
dice, [lee la pregunta del ultimo punto] “; Qué caracteristicas tiene el cilindro con
el volumen maximo para cualquier esfera?” entonces tienen que analizar reglon

por reglén
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Estudiante 7: ¢ Como asi para cualquier esfera?

P: Porque se supone que nosotros aqui buscamos es volumen maximo [El

profesor se retira]

(1:16 - 3:46)

Estudiante 7: Pero acé

Estudiante 8: En cada esfera es que claro obviamente todos son distintas
Estudiante 7: Por eso

Estudiante 8: Esta esfera es distinta a esta otra esfera [Sefialando en la tabla

un renglén y después otro]

Estudiante 7: El uno se aumenta y el otro disminuye como aca en todas

aumenta
Estudiante 8: En estas también, es que en todas aumenta

Estudiante 7: Hay una que disminuye 2,5 la esfera... aca disminuye 4 puntos

porque es 2,01 [Le explica a su compafiera con ayuda de los datos de la guia]
Estudiante 8:Aaaa, es que este es radio y radio
Estudiante 7: Por eso mediante el volumen maximo aumenta el radio...

Estudiante 8: Entonces aqui todo disminuye, todo ésea de aqui para aca todo
aumenta pero en el radio de la esfera, pero en el radio del volumen todo
disminuye [Al ser ella la que argumenté la respuesta, su compariera le pasa la

hoja para que escriba la misma en la guia] Listo

P: [Se dirige a todos los estudiantes] Bueno, vamos a dar por terminado,

entonces esta actividad
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ANEXO C: Transcripcion Actividad 3

Video: SAM_1338

En esta parte el profesor presenta la actividad y realiza una explicacion de cémo
se deben abordar las preguntas y se escucha en su mayoria el trabajo que
desarrollan dos estudiantes (la mayor parte de este video estuvo enfocada al
trabajo de dos estudiantes, pero como hablaban tan bajo, en algunos segmentos
solo se escucha la voz del profesor). Se trabajé con un Applet realizado en
GeoGebra donde se muestra la simulacion de un reloj de arena y las graficas que
representan la altura y el volumen de la arena a medida que va pasando del cono

superior al cono inferior como se muestra en la siguiente imagen:

¥ ACTIVIDAD Reloj de arena.ggh (=R e |

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn..

[l A =] =

b Vista Grafica ~ Vista Gréfica 3D

- - - - -

=
)

Tiempo = 55,
@
Volumen de arena total = 19.6 cr®

=0 Volurmen de arena Superior = 14 3 cm®

VolumenArenasuperior
Volumen de arena inferior = 5.4 cm?®
Wetlimefignalnfarior Altura de |a arena superior = 2.7 cm
o Altura de la arena inferior = 1.9 cm

b Vista Grifica 2 [59)

AlturaArenaSuperior

Entrada o

Figura 87. Imagen del Applet realizado en GeoGebra para la tercera actividad

Tiempo: 00:00 — 18:56

Estudiante 1: Tiempo 26, no ve que éste ya esta hecho.
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Figura 88. Enfoque de la camara para observar el trabajo en particular de dos
estudiantes

Estudiante 2: Sistema 8.
Estudiante 1: Volumen de &rea superior, de arena, perdon.

P: Bueno me van a escuchar un momentico, vamos a hacer silencio porque
estamos hablando mucho, listo,... entonces por favor Deisy, vamos a escuchar,
mire acd, resulta que hay como su nombre lo indica un reloj de arena, entonces en
esta actividad, entonces podemos observar que hay en un deslizador que se llama
tiempo, ese deslizador entonces al nosotros ponerlo, 6sea al nosotros moverlo lo

gue hace es que paulatinamente se va cayendo un chorrito de arena.
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Figura 89. Profesor mientras explica el desarrollo general de la tercera actividad

Estudiante 3: Hay si, tan chévere.

P: Que esta en el cono superior y se acaba el movimiento cuando sale,... termina
de salir toda la arena del cono superior y cae al cono inferior, listo, el total del
tiempo en el que sucede eso, son 200, 200 que, 236,4 segundos, venga vamos a
escuchar por favor, vamos a escuchar, listo,... entonces nos sale, eh... una serie
de graficas que hay aparecen, listo, ya les prestd atencion a eso [un estudiante
alza la mano porque no funciona bien el Applet], ..., entonces, nos salen dos
graficas, dos graficas ahi, nos salen dos vistas graficas,... si observan, en la
primera hay una gréfica que dice volumen de la arena superior, obviamente va a
ser el volumen del cono superior, ¢cierto?, y otra grafica que es el volumen de
arena inferior, que obviamente es el cono que esta en la parte de abajo del reloj de
arena, listo, ahora en la otra grafica, eh,..., en la otra grafica nos hablan de las
alturas, de las alturas, listos, vea [sefalando el tablero], observemos aca,... mire
aca nos hablan de las alturas, eh Michael escuchemos un poquito, primero
prestemos atencion a lo que estamos explicando, aca, esto es una gréfica de
altura de la arena superior, entonces es esta altura, aunque aca no se ve, no se ve
muy bien, vamos a reducirlo un poquito para alcanzar a ver, ... , entonces,

vamos,... vamos a acomodar un poquito aca para poderlo ver mejor, ..., listo,
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entonces ya lo podemos ver mejor, entonces, si ustedes ven esto me representa la
grafica del volumen de la arena superior, 6sea la que esta aqui arriba, ... eh,
volumen de la arena inferior, obviamente va aumentando porque como al principio
esta vacio, ¢ cierto?, al principio esta vacio y va aumentando su valor, entonces se
aumenta hasta cierto valor... y luego la altura, estan hablando de la altura que
tiene esta arena, ¢cierto? Entonces, la altura de la arena superior que empieza
siendo maxima y termina siendo cero, cuando se desocupa el cono y con él, con el

otro cono sucede lo contrario, listo.
Estudiante 4: Profe este valor se pone, ¢cierto?

P: Si, si usted le da clic derecho sobre el deslizador tiempo puede ver la
simulacién, la simulacion, aca donde dice animacién y va a ver lo que sucede, vea,
va cayendo arena poco a poco, vea lo que sucede, hasta que termina de caer,...,

listo.
Estudiante 1: Profe esa parte de alld no me sale aca.

P: ¢Esta parte no le sale? Eh, ya, ya voy y le organizo. Mire observen otra vez
como se hizo la animacién,... ¢ si lo pudo hacer? Mire esta en tiempo cero, se para
sobre el deslizador, clic derecho y ahi donde dice animacion le da clic y
automaticamente empieza a caer la arena y empiezan a variar estos valores,
¢todos lo hicieron? Entonces, para que vea la animacion de lo que es el reloj de
arena, entonces, hay que ir contestando las preguntas, entonces, la primera, ...,
es completar la tabla, hay un ejemplo en el primer renglén, entonces, por favor lo
vamos a revisar,... cuando el tiempo es 11 y los correspondientes valores y a
continuacion van llenando los otros valores, primero miren el ejemplo cuando el
tiempo es 11, miren los otros valores y de acuerdo a eso llenen los otros, ... los

otros renglones de la tabla,...

Estudiante 1: A medida que el tiempo aumenta, ¢Qué valores aumentan? ¢Qué

valores disminuyen? La altura...

Estudiante 2: La altura y el volumen.
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Estudiante 1:
Estudiante 2:
Estudiante 1:

Estudiante 2:

No inferior.

Los que disminuyen, el tiempo no.

¢, Qué valores disminuyen?

Volumen y la altura superior.

Estudiante 1: Eh,..., Michael si era cony, si era cony.

Estudiante 5: Hubiera dicho,...

Estudiante 1: ¢;Cudl es el tiempo, que ha transcurrido cuando se interviene la

funcidn, interseca, cuando se unen?
Estudiante 2: Hay, [sefialando con el cursor], no, en este si, pero en este no.

Estudiante 1: Como que no, como que no, donde va el otro punto.

7 ACTIVIDAD Reloj de arenz.qgb =N o
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
A S . -2 ==
o | /, Y @, 1% ][ o ABC|| 7.7 | ‘%’,
b Vista Grifica 4 | vista Gréfica 3D 4]
Tiempo=1024 | =Valor de tiempo identificado. - - - - -
i@
Valumen de arena total = 1.6 cm?
20 Volumen de arena Superior = 9.8 cm®  =Diferencia entre los valores
= # del volumen identicado.
[T i p——— Wolumen de arena inferior =9.7 cm
Altura de la arena superior = 2.4 cm
o Altura de la arena inferior = 2.4 cm
o 100 200 300 400 §00 600 700
= < \.--z :-/ i
P Vista Grafica 2 [ .
4
Altur: Tor
2
| \
o 50 100 150 200 250 300 350 400
) L/>
Entrada @

Figura 90. Imagen del Applet donde se identifica el valor del tiempo en que se
interceptan las graficas de las funciones

Estudiante 2: ... tiempo 102,4

Estudiante 1: ¢ El tiempo que?
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Estudiante 2: Han transcurrido es 102,4

Estudiante 1: ¢Qué representa el punto de interseccion de las funciones de cada

caso respecto a la situacion?

Estudiante 2: ¢ Qué representa? Que estan las dos al mismo tiempo.
Estudiante 1: No que la cantidad de arena en las dos partes,... es igual.
Estudiante 2: Para que quedara equilibradas tienen que haber 102, en cada una
ya.

Estudiante 1: Pero es que,... de las funciones en cada caso.
Estudiante 2: La interseccion es eso,... en el...

Estudiante 1: En el momento,..., la altura superior e inferior.

Estudiante 2: E inferior es igual,...., esigual,..., es igual a la variacion,...
Estudiante 1: La variacion es de...

Estudiante 2: En el volumen, es de,...

Estudiante 1: En el volumen es de,...

Estudiante 2: Ahi si no se cumple,...

Estudiante 1: Centimetros, porque esta e centimetros.

Estudiante 2: No porgue si yo le pongo dos centimetros a esto daria 11.

Estudiante 1: 2 milimetros, si porque aqui en 9 centimetros coma 7 milimetros y
aqui es aproximando queda el 10, entonces 2 milimetros [El estudiante lee]. Ubica
el deslizador en tiempo cero, haz clic derecho sobre el deslizador y activa la
opcidon animacion,..., observa como varian las alturas y los volumenes en la arena

en el cono inferior y superior ¢ Qué significa tienen esta forma? Explique.
Estudiante 2: Eso que tiene que es.

Estudiante 1: La gréfica es la misma, pongale en el tiempo cero, dele

animacion,...
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Estudiante 2: [Silencio]

Estudiante 1: Hola, entonces ¢cuél es? ¢Cudl es? Eh, papito,... La grafica A ya

que,...

Estudiante 2: Toca es explicar que pasa, venga explico, que es lo que pasa, el
volumen y la altura superior comienzan a disminuir y volumen y altura inferior

aumentar.
Estudiante 1: La grafica A, ya que el volumen... [Sigue escribiendo]

P: Ya les voy a explicar el punto b, entonces miren... ponganle cuidado, en la
parte b, que decia,... me hace el favor y me escuchan y ahorita si ustedes ya lo
resolvieron, entonces a ustedes les sobraria la explicacién, pero si alguien falta
pues me escucha esa parte, entonces dice. A medida que el tiempo aumenta.
¢, Qué valores aumentan? ¢Qué valores disminuyen? Ac4, el tiempo aumenta a
medida que yo corro el deslizador, ¢cierto? Y aumenta el tiempo, entonces hay
que mirar que valores, de todos esos valores que tenemos aca [sefialando en el
tablero] ¢ Cuales valores de esos aumentan y cuales disminuyen a medida de que
aumenta el tiempo, es decir a medida de que yo voy corriendo el deslizador,...

listo. Ahora en la pregunta c jdice!

Estudiante 4: [El estudiante lee] ¢ Cudl es el tiempo que ha transcurrido cuando

se intersecan las funciones en cada gréfica?
P: Si, entonces,...
Estudiante 6: Profe, mire [sefialando el computador].

P: Ya ahorita miramos, entonces, se intersecan las dos funciones en cada plano
cartesiano es aca en este punto,... [Sefalando el tablero], porque es ahi donde se
cruzan, aqui y aqui, deben tener en cuenta que estas son funciones eh,...
representa funciones diferentes porque aca es volumen de la arena, ¢cierto?

Volumen de la arena inferior, volumen de la arena superior, o sea, la cantidad,...

Estudiante 4: Pero por datos que sacamos, podemos saber.
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P: Si, entonces, hay lo que le preguntan que es, que representan cuando, cuando

vea, cuando ese punto esta aqui [sefialando en el tablero].
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Figura 91. Imagen del Applet donde el docente sefiala el punto interseccion de las
funciones de volumen y altura

Video: SAM 1344

En esta parte el profesor explica y pregunta acerca del dltimo punto de la tercera
actividad.

Tiempo: 00:00 — 03:45

P: Siguiendo las instrucciones que hay dice,..., observa como varian las alturas y
los volimenes de la arena en el cono superior e inferior, ¢Por qué las gréficas
tienen esa forma? Mire,...

Estudiante 7: Yo digo porque
P: Entonces, dime, ¢ por que?

Estudiante 7: Pues yo no se mire, espere le digo y usted me dice si si esta bien,

la primera grafica muestra que el volumen va disminuyendo a medida que va
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transcurriendo el tiempo y la altura, la de altura va aumentando, la..., va

aumentando la altura a medida que el tiempo,...

P: Pero espere, es que resulta que es,..., esta si va aumentando ¢ cierto? Que es

la altura de la arena inferior, pero ¢ qué sucede con la otra?
Estudiante 4: Con la superior si disminuye.

P: Con la superior,..., disminuye vea que esta [sefialando en el tablero], que esto

es lo que describe, 4 cierto? Entonces,...

Estudiante 7: Pero entonces tocaria en esa forma [haciendo sefias con sus

manos].

P: Entonces, tienen esa forma porque si usted observa, si usted devuelve la
animacién y usted misma la,..., si usted misma va moviéndola, vea, si usted
misma va moviéndola poco a poco,..., usted ve, que a medida de que, de que,
Voy, Si se da cuenta que aqui va cayendo arena, entonces y ya se corre, ya bajo
un poquito el punto [hace referencia al punto rojo que se desplaza sobre la grafica
del volumen de arena en el cono superior], porque ya disminuyo el volumen,
porque ya cayo arena de aqui del cono de arriba, entonces este volumen de arena
en el cono superior ya bajo y aqui la altura puede empezar a bajar, porque la
altura de la arena ¢Qué es? La distancia de la arena hasta aca [sefialando en el
tablero], ¢cierto? En el cono, pero si empieza a caer arena por este orificio, pues
empieza a bajar esa altura y eso es lo que describe a través de la animacion,
entonces vea como lo voy corriendo, vea, va bajando el volumen, ¢es obvio que
baje el volumen? ¢ Es obvio que baje este volumen? Claro porque se esta cayendo

la arena ¢cierto? Y ¢.es obvio que baje la altura de la arena?
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/

D

Figura 92. Distancia sefialada por el profesor para indicar la altura de la arena en el
cono superior del reloj de arena

P: Claro, entonces,..., y lo que sucede es que a medida que va corriendo [el
deslizador tiempo],..., pues va disminuyendo el volumen en la parte superior, vea,
porque va bajando esta arena y acé va llegando arena, entonces va subiendo esa
cantidad de arena, va subiendo, va subiendo, y hay un punto de cruce ¢Qué
sucede en el punto de cruce? ¢Quién me puede decir? ¢ Qué sucede en el punto

de cruce?
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Figura 93. Profesor sefialando la altura de la arena en el cono superior del reloj de
arena

Estudiante 8: Es donde coincide, digamos la altura superior y la altura inferior, es

el cruce.

P: O sea de las dos graficas. Es el cruce de las dos gréaficas, entonces, ¢,qué mas
podemos ver ahi? Deisy ¢qué mas podemos ver hay cuando se cruzan estas dos
graficas? Deisy,... Alguien me habia dicho por aca, Johana ;qué era lo que me
habia dicho cuando usted?... ¢qué mas podia ver cuando se cruzaban estas dos

graficas? ¢ Qué mas en las graficas y en los valores? ¢ Qué puede ver?
Estudiante 7: Que la altura inferior y superior quedan en el mismo,...

P: ¢Qué la que?

Estudiante 1: La altura superior e inferior quedan igual.

P: Que la altura superior e inferior son la misma y ¢ qué mas pueden ver?
Estudiante 7: Y la otra también, la de la altura,...

Estudiante 1: Y la variacion del volumen es de 2 o 1 milésima.
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P: Una milésima es la variacion del volumen, o sea que casi es el mismo ¢ cierto?

Eh,... ¢ya acabaron? ; Qué clase tienen ahorita?
Estudiante 1: Espafiol.

P: Espafol.
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