¢QUE OFRECE LA TECNOLOGIA NO DIGITAL EN UN MUNDO DONDE
TODO ES DIGITAL? EL CASO DE LA GEOMETRIA Y EL PROCESO DE
CONCEPTUALIZAR

ANGELICA JOHANNA DIAZ HUERTAS

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
BOGOTAD.C.

2019



¢QUE OFRECE LA TECNOLOGIA NO DIGITAL EN UN MUNDO DONDE
TODO ES DIGITAL? EL CASO DE LA GEOMETRIA Y EL PROCESO DE
CONCEPTUALIZAR

ANGELICA JOHANNA DIAZ HUERTAS

Trabajo de grado para optar el titulo de
Licenciado en Matematicas
Asesor

CAMILO SUA FLOREZ

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
LICENCIATURA EN MATEMATICAS
BOGOTAD.C.

2019



Dedicatoria

Dedico este trabajo de grado principalmente a Dios por siempre guiarme en el caminoy a
cada uno de mis seres queridos, quienes son mi motivacion para seguir adelante.

A mis padres Jesus Diaz y Doris Huertas por ser el motor de mi vida, por sus valores que
me han permitido ser una persona de bien, sus ensefianzas y sobre todo por su amor.

A Diego Diaz y Nicolas Caballero por el apoyo, la paciencia y el amor incondicional.



Agradecimientos

A mi director de trabajo de grado, Camilo Sua, quien, con sus conocimientos, su
experiencia, paciencia, dedicacion y motivacion ha hecho posible lo que parecia ser
imposible.

A las personas que, de una u otra manera, han sido claves en mi vida profesional.



FORMATO
T e RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION - RAE
Cdédigo: FOR020GIB Version: 01
Fecha de Aprobacién: 10-10-2012 Pagina iii de 129

1. Informacién General

Tipo de documento Trabajo de grado

Acceso al documento Universidad Pedagogica Nacional. Biblioteca Central

¢Qué ofrece la tecnologia no digital en un mundo donde todo es

VIEDEE] COELmED digital? el caso de la geometria y el proceso de conceptualizar

Autor(es) Diaz Huertas, Angélica Johanna

Director Sua Florez, Camilo

Publicacién Bogota. Universidad Pedagogica Nacional, 2019.
Unidad Patrocinante Universidad Pedag6gica Nacional

Tecnologia digital, tecnologia no digital, doblado de papel, regla y

Palabras Claves compas, GeoGebra

2. Descripcién

¢Qué ofrece la tecnologia no digital en un mundo donde todo es digital? Es la pregunta que motivo
el desarrollo de este estudio en el marco de la Licenciatura en Matematicas del Departamento de

Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional.

Esta investigacion tiene como principal propdsito identificar y comparar las potencialidades
proporcionadas por las tecnologias digitales y no digitales en tareas geométricas de construccion. A
través del estudio esperamos aportar evidencia empirica sobre aspectos de los objetos geométricos
que se favorecen con cada una de las tecnologias al afrontar este tipo de situaciones, dado que,
nuestra hipdtesis inicial es que un engranaje entre distintas tecnologias (digitales y no digitales)
aporta en gran medida al establecimiento de conexiones entre distintos objetos geométricos, lo que

en dltima instancia aporta a una construccion de significado més robusta.




3. Fuentes

En este trabajo se consultaron en total 70 fuentes, para la busqueda de estos documentos usamos
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palabras clave como regla y compés, doblado de papel, tecnologia digital, TIC, artefacto,
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4. Contenidos

El estudio se ha organizado en siete capitulos. El primero presenta la justificacion del estudio, las
motivaciones y sustento tedrico del mismo. El segundo capitulo brinda un desarrollo teérico a cada
tecnologia involucrada en este estudio, a saber: GeoGebra, regla’y compés y doblado de papel. Este
desarrollo pretende situar al lector frente a asuntos como la presencia y desarrollo histérico de cada
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tecnologia, con lo que se reconoceran las bondades de cada recurso tecnoldgico involucrado. El
tercer capitulo presenta detalles sobre el desarrollo del estudio, el contexto donde este se desarrolld

y la forma en que se acopiaron y analizaron los datos.

El cuarto capitulo presenta un analisis de las tareas disefiadas en el estudio, mostrando con ello la
forma en que cada tecnologia promueve distintos aspectos de los objetos geométricos involucrados
y las diferencias en las formas de solucionar estas tareas con cada recurso tecnoldgico. El quinto
capitulo describe el proceso llevado a cabo por los estudiantes involucrados en el estudio al encarar
cada tarea, mientras que en el sexto capitulo se analizan con mayor detalle estas producciones.

Finalmente, se presentan las conclusiones derivadas del estudio.

5.  Metodologia

En primera instancia se realizaron dos busquedas de bibliografia, una para el glosario y otra para el
marco teorico, estos documentos fueron buscados en bases de datos de acceso libre tales como
Redalyc, Dialnet Plus, Google Académico, Doaj y Scielo; con el fin de apropiarse del tema y
concretar términos asociados a las tecnologias seleccionadas. Seguidamente se realiza una
contextualizacion de los estudiantes con los que se realiza el ejercicio investigativo, seguido de la
formulacién de las tareas, las cuales unas fueron tomadas del software Euclidea y otras fueron
autoria de la escritora del documento; todas las tareas propuestas tuvieron como criterio que se

pudieran resolver con las tres tecnologias involucradas.

En el desarrollo de este proyecto se llevaron a cabo veinticuatro sesiones con cuatro estudiantes de
la Licenciatura en Matematicas que fueron grabadas y luego analizadas teniendo en cuenta, para
cada grupo, el proceso de solucion de cada una de las tareas, su validez y el uso de la tecnologia.
Con base en este analisis se consolida la discusion en la cual se realizé la comparacion entre las tres
tecnologias en cada una de las tareas implementadas, teniendo como referencia las definiciones,
propiedades y modo de uso de la tecnologia usadas; obteniendo asi una comparacién entre las tres

tecnologias.

6. Conclusiones




Las conclusiones obtenidas de este estudio estan divididas en dos partes, las primeras que estan
basadas en la comparacion de los beneficios y deficiencias encontradas en la literatura y lo
encontrado al momento de desarrollar las tareas realizadas en cada una de las tecnologias. La
segunda donde se resaltan las tecnologias no digitales (reglay compés y doblado de papel) dado que
aportan una mayor movilizacién de propiedades, caracteristicas y estrategias de solucion en

comparacion a las que se movilizaron con tecnologias digitales (GeoGebra).
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1. Introduccion

¢ Que ofrece la tecnologia no digital en un mundo donde todo es digital? Es la pregunta que motivé
el desarrollo de este estudio en el marco de la Licenciatura en Matematicas del Departamento de
Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional. Esta investigacion tiene como principal
propésito identificar y comparar las potencialidades proporcionadas por las tecnologias digitales

y no digitales en tareas geométricas de construccion.

A través del estudio se espera aportar evidencia empirica sobre aspectos de los objetos geométricos
que se favorecen con cada una de las tecnologias al afrontar este tipo de situaciones, dado que
nuestra hipotesis inicial es que un engranaje entre distintas tecnologias (digitales y no digitales)
aporta en gran medida al establecimiento de conexiones entre distintos objetos geométricos, lo que

en Gltima instancia aporta a una construccion de significado mas robusta.

El estudio se ha organizado en siete capitulos. El primero presenta la justificacion del estudio, las
motivaciones y sustento teérico del mismo. El segundo capitulo brinda un desarrollo tedrico a cada
tecnologia involucrada en este estudio, a saber: GeoGebra, regla y compas y doblado de papel.
Este desarrollo pretende situar al lector frente a asuntos como la presencia y desarrollo historico
de cada tecnologia, con lo que se reconoceran las bondades de cada recurso tecnologico
involucrado. El tercer capitulo presenta detalles sobre el desarrollo del estudio, el contexto donde

este se desarrolld y la forma en que se acopiaron y analizaron los datos.

El cuarto capitulo presenta un andlisis de las tareas disefiadas en el estudio, mostrando con ello la
forma en que cada tecnologia promueve distintos aspectos de los objetos geométricos involucrados
y las diferencias en las formas de solucionar estas tareas con cada recurso tecnolégico. El quinto

capitulo describe el proceso llevado a cabo por los estudiantes involucrados en el estudio al encarar
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cada tarea, mientras que en el sexto capitulo se analizan con mayor detalle estas producciones.

Finalmente, se presentan las conclusiones derivadas del estudio.
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2. Justificacion

En los dltimos afios las Tecnologias de la Informacién y Comunicacion [TIC] han experimentado
un crecimiento exponencial debido al constante mejoramiento de sus potencialidades y
caracteristicas. Por esta razon, se han convertido en una herramienta indispensable que ha logrado
apoderarse de diversos aspectos de la vida cotidiana (Cabero, 2007; Sanchez, 2008). Ejemplo de
ello es el acceso masivo a la informacion en la actualidad, pues basta con ingresar a internet para

encontrar tanta informacion como se desee, relacionada con cualquier asunto de interés.

Las TIC han impactado en mdltiples escenarios, entre los que se incluye el educativo, alli
precisamente se han obtenido resultados novedosos gracias a su incorporacién (Carnoy, 2004). La
importancia que se le ha dado a las TIC en la sociedad contemporanea demanda en el ambito
educativo la necesidad de instruir a los estudiantes para su uso adecuado (Castro, Guzman, &

Casado, 2007; Drenoyianni, 2006).

De manera particular, el campo de la educacién matematica no es ajeno a esta transformacion
tecnoldgica, pues son varios los programas computacionales que involucran objetos matematicos
del nivel escolar para su estudio y tratamiento (Mariotti, 2006). Estos programas han tomado un
papel protagonico en el desarrollo de la investigacion, poniendo en evidencia algunas bondades y

problematicas en su incorporacion (Sinclair & Yerushalmy, 2016; Sua, 2017).

Una de las problematicas que se ha reconocido alrededor de estos recursos radica en la
imposibilidad que tienen algunas instituciones educativas para disponer de estos elementos en la
clase de matematicas. Esta situacion conlleva a la aparicién de una brecha digital entre paises o

distintas clases sociales (Sanchez, 2008; Selfe, 2000, citado por Buckinham, 2011).
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En el contexto educativo colombiano se evidencia la insuficiencia de equipos tecnoldgicos,
especificamente que la cantidad de estudiantes en una institucion educativa supera la cantidad de
estos (Vargas & Rey, 2016). Igualmente, puede sefialarse que en muchos casos estos equipos
computacionales estan en una misma sala y su disponibilidad es exclusiva de espacios académicos
distintos a matematicas, por lo tanto, el profesor de matematicas no puede acceder a estos recursos
en la gestion de su clase. No obstante, algunos profesores de matematicas que tienen acceso a
dichas tecnologias digitales (tabletas o computadores portéatiles) no las usan en muchas ocasiones,
ya sea por desconocer cémo utilizarlas o por considerar que estas no son afortunadas en el proceso

de aprendizaje de sus estudiantes (Carnoy, 2004; Sinclair & Yerushalmy, 2016).

En la ensefianza y aprendizaje de la geometria, pese a las bondades que se han reconocido frente
a recursos computacionales como la geometria dinamica, se han reconocido algunas problematicas
en a su uso. Ejemplo de ello es que los estudiantes se confian de las representaciones visuales
generadas por los programas computacionales, aspecto que desaprovecha un tratamiento
conceptual de los asuntos de estudio o impide el desarrollo de habilidades de argumentacion, ya
que los resultados en pantalla son sustento suficiente sobre la veracidad de alguna propiedad

(Gomez & Carulla, 1998; Mariotti, 2006).

Por otro lado, sobre la presencia de las tecnologias digitales en la ensefianza y aprendizaje de la
geometria, una revision realizada por los autores del documento en algunas bases de datos de
acceso libre (Google Académico, Scielo, Dialnet, Redalyc y Doaj) permite ver que en los Gltimos
20 afios las investigaciones en educacion matematica que involucran el uso de geometria dindmica
han exhibido un constante crecimiento y protagonismo, mientras que aquellas que acuden a

recursos tecnoldgicos no digitales (regla y compas, doblado de papel) se mantienen en un bajo
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nivel o muestran un crecimiento no tan marcado como el de las investigaciones que involucran

geometria dindmica. El diagrama 1 ilustra la relacion que anteriormente se menciona.
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1999-2001 2002-2004 2005-2007 2008-2010 2011-2013 2014-2016 2017-2019

Tecnologia Digital B Reglay Compas H Doblado de papel

Diagrama 1. Investigaciones que involucran las tecnologias del estudio.

De lo dicho hasta ahora puede reconocerse gue la presencia de la tecnologia digital en la ensefianza
y aprendizaje de la geometria ha sido notable, incluso en el desarrollo investigativo. Pese a ello,
sin desconocer las bondades que acarrea el uso de la tecnologia digital como la mencionada hasta
ahora, surge el interrogante sobre las bondades que trae consigo el uso de aquellas que podrian
catalogarse como tecnologias no digitales (regla y compas, doblado de papel) en la ensefianza y

aprendizaje de la geometria.

Lo reportado en el diagrama 1, permitiria pensar que el uso de estas tecnologias no digitales se ha
reducido en distintos escenarios, incluyendo aca el escolar. Pero si la respuesta a nuestro anterior
interrogante involucrara diversos e interesantes elementos, podria también pensarse que tales
elementos se estarian desaprovechando al hacer uso principalmente de recursos computacionales
como la geometria dindmica. Al respecto, estudios como los de Monaghan (2016) han mostrado
el potencial que tiene la tecnologia no digital cuando se incorpora en tareas de construcciones

geométricas. Similarmente, autores como Moreno, Castro, y Sua (2019), quienes se apoyan en
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Monaghan, muestran los aspectos del objeto geométrico que se promueven cuando se involucran
distintas tecnologias en la solucién de una misma tarea, destacando los aspectos del objeto

geométrico favorecidos al usar tecnologia no digital.

Bajo el panorama anteriormente presentado, podria considerarse que la masiva presencia de las
tecnologias digitales en la clase de geometria pone en relieve, gracias a su uso, apenas algunos
aspectos de los objetos geométricos estudiados, dejando de lado otros que Unicamente se
alcanzarian al involucrar tecnologias no digitales. Una revision no exhaustiva de la literatura deja
ver pocos documentos que se encargan de resaltar la pertinencia de trabajar de manera integrada
con distintos tipos de tecnologias en la clase de geometria. Tal resultado da soporte a la necesidad

de realizar estudios en esta via.

Por lo anterior, a través de este trabajo pretendemos aportar evidencia a la idea que se ha
desarrollado hasta el momento. Particularmente, nos preguntamos por ¢;qué aspectos del objeto
geométrico se promueven con tecnologias no digitales, como regla, compés y doblado de papel,
en comparacion con los que se promueven con el uso de las tecnologias digitales, especificamente

GeoGebra?

2.1.0Dbjetivos
1.1.1.Objetivo general

Identificar aspectos de los objetos geométricos estudiados que se promueven con tecnologias
digitales (GeoGebra) y no digitales (regla y compéas y doblado de papel) al resolver tareas de

construccion.
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1.1.2. Objetivos especificos

Disefar e implementar tareas de construccion que involucren distintos procesos de solucion
por parte de cada tecnologia involucrada.

Analizar las producciones de los estudiantes (conceptos y procesos de la geometria exhibidos)
al resolver las tareas propuestas.

Reconocer en las producciones de los estudiantes el rol dado a cada tecnologia involucrada.
Comparar los resultados obtenidos con el fin de brindar evidencia frente al potencial de las

tecnologias no digitales en tareas de construccion.
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3. Marco Teorico

Presentamos en este capitulo los elementos conceptuales que dan soporte al estudio desarrollado.
Atendiendo al estudio del uso, bondades y desventajas de algunas tecnologias digitales y no
digitales en la solucion de tareas geomeétricas de construccion, en primer lugar, se exponen algunas
ideas sobre la génesis instrumental, especificamente la nocion de artefacto e instrumento.
Posteriormente se presentan algunas ideas alrededor de las tecnologias involucradas en el
desarrollo de este estudio, estas son regla'y compas, doblado de papel y GeoGebra. Frente a cada
tecnologia involucrada se menciona una aproximacion historica, sus usos iniciales y como esta
llegd al campo educativo. Se describen, ademas, apoyados en la literatura especializada, las

ventajas y desventajas en el uso de estas tecnologias.

3.1.Artefactos e instrumentos

Segun la RAE, la palabra artefacto viene del latin arte-factum que significa “hecho con arte”. De
este modo un artefacto es cualquier objeto que el hombre ha hecho con alguna finalidad (Alfaro,
2007; Calder, 2012; Gomes & Vergnaud, 2004; Ré & Berti, 2011). Segun Calder (2012), un
artefacto es una herramienta utilizada por una persona para realizar una tarea especifica. Al hablar
de herramienta podriamos contemplar la definicidn propuesta por Chogue (2009), quien considera
esta como una extension disefiada para facilitar un trabajo, idea similar a la de Vygotsky (1978),
quien la ve como un medio para realizar una actividad. Lo anterior deja ver que una herramienta
ha sido creada por el hombre con un fin especifico (considere por ejemplo una cuerda cuya
finalidad es atar objetos), mientras que el estatus de artefacto es dado a esta herramienta cuando
un sujeto la incorpora en la realizacion de alguna tarea especifica para la cual no esta disefiada
propiamente dicha herramienta (utilizar la cuerda para dibujar circunferencias). Una cuerda, un

lapiz y una escoba son ejemplos de artefactos; sin embargo, puede considerarse la existencia de
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artefactos intangibles, ejemplo de ello son los programas computacionales o sus comandos

(Varillone y Rabardel, 1995 citado por 8).

Cuando el hombre usa un artefacto se enfrenta a las limitaciones impuestas por el mismo. Ejemplo
de ello, en el caso de los programas computacionales, particularmente GeoGebra, es el comando
circunferencia (centro, punto) el cual fue disefiado para construir una circunferencia a partir de dos
puntos, uno de ellos su centro y el otro un punto que pertenezca a dicha circunferencia. En el caso
que se quisiera construir una circunferencia que contuviese dos puntos dados, ninguno de ellos su
centro, nos enfrentamos a una limitacion del artefacto, puesto que es desconocido el centro de la
circunferencia y solo contendria a un punto, por lo que no podria utilizarse bajo el esquema en que

dicho comando funcionaria regularmente (ver imagen 1).

Imagen 1. construccidn inexacta de una circunferencia dados tres puntos no colineales.

No obstante, algunas de estas limitaciones son susceptibles de eliminarse gracias a
transformaciones que tienen lugar sobre el uso que se le da al artefacto (Guin y Trouche, 1999
citado por Lingefjard, 2011; Ruiz Lbépez, 2012). Apoyados en el ejemplo presentado
anteriormente, podria utilizarse el comando circunferencia (centro, punto) para construir la
circunferencia que contenga a los puntos A y B si realizamos una construccion auxiliar en la que
tomamos ambos puntos como extremos de un segmento, determinamos su mediatriz y luego
construimos un punto C en dicha recta, el cual seria el centro de la circunferencia deseada. En este

momento el comando circunferencia (centro, punto) podria utilizarse sin problema alguno (imagen
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2) gracias a la incorporacion de otros artefactos. Este tipo de modificacién lleva a que un artefacto
0 conjunto de estos (en el ejemplo presentado se considerarian los comandos utilizados para
construir la circunferencia que contenga a los puntos A y B) adquiera una nueva dimensién, una
en la que tiene un significado particular para quien los usa, en este punto se dice que el artefacto

se ha convertido en instrumento (Calder, 2012).

Imagen 2, construccidn rigurosa de una circunferencia dados tres puntos no colineales.

Segun la RAE la palabra instrumento viene del latin intrumentum, la cual significa objeto fabricado
con el que se puede realizar una actividad. Esta definicion puede dar lugar a considerar que un
instrumento es lo mismo que un artefacto. Sin embargo, autores como Artigue (2002), Pérez
Medina (2014), Caceres y Armella (2012), White, (2008), quienes se apoyan en otros autores,
mencionan que un instrumento se considera como una entidad mixta, compuesta por dos partes,
un artefacto y un componente cognitivo. Esta idea se apoya en las presentadas por Verillon &
Rabardel (1995), quienes sugieren que el instrumento no existe en si mismo, se convierte en este
cuando el hombre ha sido capaz de apropiarse de un artefacto y lo ha integrado para realizar una
tarea especifica. Lo anterior deja ver ya diferencias entre estos dos términos, delegando un mayor

estatus al instrumento.

El proceso a través del cual un artefacto se transforma en un instrumento es denominado por

autores como Calder (2012) y Alfaro (2008) como génesis instrumental. Trouche (2014) indica
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que este proceso consiste en la apropiacion de un artefacto para realizar una actividad especifica.
Las ideas presentadas hasta ahora pueden apreciarse en el siguiente ejemplo. Considere una cuerda
que ha sido disefiada para atar o sujetar cosas (artefacto) y un problema que demanda la
construccién de una circunferencia. El sujeto que pretende solucionar dicho problema no posee un
compas, pero toma una cuerda junto con un lapiz y un chinche, este Gltimo en un extremo de la
cuerda y el otro dependiendo del radio de la circunferencia que requiera construir. Dado que el
artefacto por si solo no da solucion al problema, el sujeto realiza una transformacién en él
involucrando maés artefactos. El uso recurrente de este estilo de uso sobre el artefacto en otros

contextos dejara ver gue dicho artefacto se convierte en un instrumento.

3.2.Regla’y Compaés

Tedeschini (2009) menciona que se conoce muy poco acerca de la geometria antes de Euclides,
pero reconoce que artefactos como la regla y el compés nacieron con mucha anterioridad ya que
se crearon con diferentes fines respecto al uso actual. Segun Castells (1997) el compas fue creado
por la civilizacion china alrededor del afio 960 d.C. para la navegacion. Por otra parte, en Guevara
(2005) se reconocen registros que datan del afio 2200 a. C. los cuales permiten encontrar una

primera evidencia de la existencia de la regla.

Para varios autores como Ayala (2008), Sanchez (2008) y Diaz (2000) la regla y el compas fueron
artefactos usados por los griegos, especificamente por Platon, cuando disefiaba un modelo para
explicar el universo fisico basado en formas perfectas como circulos, esferas y poliedros regulares,

y por Euclides en el momento que elabor6 los Elementos.

Sanchez (2012) menciona que la regla y el compas son conocidos especificamente como
herramientas euclidianas, puesto que permiten construcciones geométricas, especialmente los tres

primeros postulados de Euclides mencionados por Sanchez (2012) como sigue:
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1. Postulese el trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta un punto cualquiera.
2. El prolongar continuamente una recta finita en linea recta.

3. El describir un circulo con cualquier centro y distancia.

Como lo menciona Sanchez (2012), la regla y el compas se encuentran en las construcciones del
libro Elementos y por medio de estos artefactos se lograba demostrar la existencia de un objeto

geométrico, pues no bastaba con definirlo.

Davis y Hersh (1989, mencionados por Villarreal, 2012) aluden que la geometria euclidiana y las
construcciones realizadas por regla y compas se ven estrictamente ligadas debido a que la
geometria de Euclides puede ser definida por sus construcciones. Analogamente, Sdnchez (2012)
hace alusion a los libros de Euclides en los cuales se encuentran las construcciones de diferentes
poligonos regulares, rectas perpendiculares y paralelas, la inscripcién y la circunscripcion de

poligonos en una circunferencia, todas ellas construidas con ayuda de la regla y el compas.

Ahora bien, Sanchez (2012), Chadid (2004, citado por Péaez, 2005) y Varilly (2003, citado por
Diaz, 2000) ostentan que la regla y el compas de la actualidad (imagen 3) no son iguales a los que
usaba Euclides y Platén, puesto que la regla no tenia marcas, calibraciones ni graduaciones, solo
fue usada como borde para dibujar rectas y no para medir o transportar distancias. Por su parte, el
compas (imagen 4) cumplia las exigencias del tercer postulado de Euclides al lograr construir un

circulo con un centro y un radio, sin embargo, este se cerraba al levantar las puntas del papel.
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1‘ ﬁ
Imagen 3. Compas rigido, similar al que se usa Imagen 4. Compas perfecto, usado por Euclides para

actualmente. Tomado de Maschieto (2005) las construcciones geométricas. Tomado de
Tedeschini (2009)

Segun Chassapis (1998) el compas pone en juego un pensamiento vinculado a la accién, es decir,
al realizar construcciones con el compéas podemos inferir caracteristicas o propiedades que son
necesarias para los objetos matematicos, por ejemplo la congruencia de segmentos, la cual
facilmente puede darse por medio del compas tomando una distancia dada entre dos puntos,
contemplandola como un patron, y trazandolas las veces que sean necesarias. Como lo menciona
el mismo autor, este tipo de pensamiento promueve una mejor construccion y comprension de este

u otros conceptos.

Segun Chassapis (1998), debido a la estructura fisica del compas y el uso que se le daba, este
exhibe una definicién de la circunferencia como curva cerrada, en la que todos sus puntos
equidistan del punto interior comun, el cual es llamado centro. Del mismo modo, este autor
menciona que este artefacto ofrece el control acerca de la longitud del radio (es decir la distancia
entre dos puntos) de la circunferencia y posibilita la comprension de la relacion que existe entre el

radio y el area de esta.

Para Sarasua (2013) y Rosales y Guzman (2016) al trabajar construcciones con regla 'y compas se
pueden producir errores derivados de la inexactitud en el uso de este recurso. Sarasua (2013)

también menciona que esto no le resta al valor que tienen estos artefactos, Rosales & Guzman
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(2016) mencionan que este error puede evitarse si se utiliza un software de geometria dindmica.
Por otro lado, Gonzalez (2001), indica que en los casos de regla y compas y geometria dinamica
se le debe destacar el proceso de construccion antes que a la obtencidn de una representacion
gréfica, asi mismo, Santinelli y Sifieriz (2001, mencionado por Lopez, 2003) aluden que al realizar
la comparacion y socializacion entre las construcciones de regla 'y compas con geometria dindmica

favorecen la comprensidn de conceptos y obtencion de estrategias en la solucion de tareas.

Respecto al uso de estos recursos, también es posible que en algunas situaciones se pueda encontrar
una respuesta aparentemente correcta, aunque esto realmente no sea asi. Lo anterior deja ver que
una deficiencia de estos artefactos es la forma estéatica de las situaciones en las que se involucran
(Molfino & Lezama, 2011). Segun Duval (1998, citado por Rosales y Guzman, 2016), al realizar
una construccion se establece un orden en el proceso y este depende del artefacto usado, ya sea un

procesador o regla 'y compas, este orden depende de las caracteristicas del artefacto.

Gonzales y Larios (2001, citado por Sarasua, 2013) mencionan la importancia del doblado de papel
en la ensefianza antes que el uso de la regla y el compds, puesto que, en estos niveles, los
estudiantes perciben las propiedades geométricas de forma intuitiva, y esto es proporcionado por
el doblado del papel, mientras que la regla y el compéas proporcionan un pensamiento méas formal

frente a los objetos geométricos.

3.3.Doblado de papel

Papiroflexia es una palabra de origen latino que deriva de papiro (papel) y flectere (doblar); segun
el diccionario de la RAE significa doblar el papel y, por extensién, darle la figura de determinados
objetos. Por lo tanto, el término define tanto el objeto resultante como la accién de doblar. El
término original de la disciplina es origami, palabra japonesa con la misma composicion linglistica

que la castellana: ori (doblar), kami (papel). Los japoneses inventaron la papiroflexia hace mas de
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mil afios. Le dieron el nombre de origami y le dotaron de principios estéticos ligados a su cultura.
Es en China donde se introduce el papel en los primeros siglos de la era cristiana y llega a Japon
en el siglo VI d.C.; con el papel hizo su aparicion la papiroflexia, considerada como un arte, una
ciencia y un entretenimiento. De ahi su importancia en el aprendizaje de las matematicas como

estimulante de la actividad cerebral.

Es posible clasificar la papiroflexia considerando varios aspectos, entre ellos la finalidad, el tipo
de papel utilizado y la cantidad de piezas utilizadas. De acuerdo a lo anterior se presentaran las
tres clasificaciones que se proponen, de acuerdo a la finalidad. En primer lugar, se considera la
finalidad artistica, en donde se construyen figuras de la naturaleza o para el ornamento; la finalidad
educativa, donde se contraen figuras para el estudio de propiedades geomeétricas; ahora, de acuerdo
a la forma del papel, completo (de forma cuadrangular, rectangular o triangular) o por tiras (tiras
largas); por ultimo, es posible clasificarlo por la cantidad de piezas: tradicional, en donde se usa
un solo trozo de papel y modular, cuando se involucran varios trozos de papel que se pliegan para
formar unidades (mddulos), generalmente iguales, los cuales se ensamblan para formar una figura
compleja. Segin Monsalve (2013), el origami consiste en elaborar una figura, generalmente
tridimensional, a partir de una hoja de papel; por el contrario, el doblado de papel no pretende la
elaboracién de una figura, sino en dobla la hoja y luego analizar geométricamente los dobleces de

la misma.

Para Santa y Jaramillo (2010), el doblado de papel se ha consolidado como una herramienta
alternativa para mejorar el razonamiento en el area de Matematicas, especificamente en Geometria,
ya que, por su caracter visual y experimental, permite que el estudiante manipule el papel haciendo
dobleces, ademas de visualizar algunos conceptos geométricos y justificar por medio de un sistema

axiomatico las construcciones elaboradas. Royo (2002), mencionado por Santa y Jaramillo, 2010),
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afirma que el ejercicio de doblar papel se puede usar con fines educativos, para estudiar e ilustrar
la geometria elemental plana y que la clave radica en interpretar geométricamente qué se esta
haciendo cuando se dobla el papel. Estos mismos autores afirman que las construcciones realizadas
por medio del doblado de papel, son tan precisas como las elaboradas con regla 'y compas que, en
los ultimos afios, esto ha permitido fundamentar un sistema axiomatico, paralelo al de la Geometria
euclidiana para justificar dichas construcciones. Esta nueva Geometria, es denominada Geometria

del doblado de papel.

Santa & Jaramillo (2010) establecen como conceptos primitivos el doblez, el punto y la hoja de
papel, haciendo un paralelo con la geometria euclidiana con el punto, la rectay el plano. El doblez,
de manera analoga a la recta, hecho en un pedazo de papel que aparece tanto al anverso como al
reverso de este, se considera como un concepto primitivo no definido, estrechamente relacionado
con un segmento de recta, pues el pedazo de papel es limitado, pero se hara énfasis en que el doblez
representa de manera abstracta una recta. El punto, es un concepto no definido. Sin embargo, se
establece una relacion directa de manera natural con la interseccion de dos dobleces o con las
esquinas (angulos) de la hoja de papel. Sin perder generalidad, en algunos casos, los puntos se van
a asumir de manera intuitiva como la marca mas pequefia que se puede dibujar con un lapiz. Es
decir, un punto puede ser dibujado o construido en la hoja de papel. Una cara de la hoja de papel
se puede tomar como una porcién del plano. Por lo tanto, tiene limites y es finito, pero puede ser
una representacion abstracta de un plano infinito. Por lo tanto, podemos afirmar que en una hoja
de papel se pueden construir infinitos segmentos de recta que pasan por un punto, rectas
perpendiculares a otras, la bisectriz de un angulo, la mediatriz de un segmento; se puede trisecar
un angulo o hacer demostraciones (Monsalve & Jaramillo, 2003, mencionado por Santa y

Jaramillo, 2010).
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Avilés (2016) afirma que la didactica del plegado de papel o papiroflexia, es un recurso de apoyo
al trabajo pedagdgico del docente para la ensefianza y aprendizaje de la geometria elemental plana,
permitiendo desarrollar diferentes contenidos conceptuales, procedimentales y actitudinales,
generando destreza manual, exactitud e interdisciplinaridad de la ciencia matematica con otras
ciencias o con el arte. En esta misma linea se ubican Blanco & Otero (2005) quienes aseguran que
el origami puede ser de gran ayuda para la educacion matematica, ya que proporciona al profesor,
una herramienta pedagogica que permite explicar diferentes contenidos, no solo conceptuales sino
procedimentales, asi mismo relaciona la disciplina de las matematicas con otras ciencias, como las
artes, por ejemplo. Igualmente, Santa & Jaramillo (2010), aseveran que la geometria del doblado
de papel se consolida como una propuesta didactica alternativa para mejorar el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la geometria. Ademas, Santa, Jaramillo & Carvalho (2015), aseguran
que el doblado de papel es un medio que posibilita la comprension de algunos conceptos y
procedimientos inmersos en la actividad de doblar, dado que propicia procesos de visualizacion,
de experimentacion, generacion y validacion de conjeturas visuales, pruebas visuales, procesos de

argumentacion, entre otros.

Esta actividad tan sencilla que comienza plegando papel (actividad lGdica y manipulativa), puede
generar una discusién en clase que permita establecer distintas conjeturas, evaluar la comprobacion
de estas (formalizacion) y también la deduccion de construcciones con regla y compas
(Czwienczek, 2009). La utilizaciéon del papel como material didactico, introduce y refuerza la
ensefianza de los conceptos y propiedades geométricas para luego formalizarlos con mas
rigurosidad, es atrayente, innovador, entretenido, motivador, produce un cambio en la actitud e

interés por la actividad geométrica de manera natural (Santa et al., 2015).
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El doblado de papel también desarrolla la psicomotricidad fina, asi como la percepcion espacial,
ademas de mejorar la destreza manual y la exactitud en la realizacion del trabajo y motiva al
estudiante a ser creativo, ya que puede crear sus propios modelos e investigar la conexidn que tiene
con la geometria no so6lo plana, sino también espacial (Blanco & Otero, 2005). Conjuntamente
Avilés (2016) afirma que el doblado de papel es una metodologia que desarrolla actitudes como la
observacion, paciencia, cuidado, socializacion y atencion, dependiendo los logros del mismo

estudiante y no tanto del profesor.

3.4.Geometria Dindmica

Segun Gutiérrez (2005), el uso de software para ensefiar geometria se dio a inicios de los afios 80
con la llegada de LOGO (lenguaje de programacion). Asi mismo, Ulrich (1999), indica que la
geometria dinamica surge en esta misma década, cuando las computadoras poseen mayor
resolucion y capacidad para ejecutar estos programas con el fin, en un principio, de reemplazar la
reglay el compas. Gutiérrez (2005) afirma que afios después aparecen los softwares de geometria
dindmica, especificamente, segin Ulrich (1999) y de Villiers (2004) los primeros programas de
esta naturaleza que se crearon fueron The Geometer Sketchpad en 1989 y Cabri Geometre en 1988.
Dichos programas fueron usados para la ensefianza y realizacion de la comprobacion de teoremas

de la geometria euclidea.

Ruiz (2012), afirma que la geometria dinamica favorece el estudio de las propiedades invariantes
que posee una construccion geométrica. En este sentido, la GD no es un simple medio de
interaccion entre el estudiante y los objetos matematicos representados, por el contrario, modifica
la forma en que se ejerce la actividad matematica respecto a la ensefianza geométrica tradicional
con lapiz y papel (Ruiz, 2012). Para Ulrich (1999), la precision del software supera a la provista

por la regla 'y el compas. De igual manera, la interactividad con los objetos construidos en pantalla
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tuvo mucho impacto, puesto que, al tomar un punto, moverlo, observar como cambia la
construccién y tener la posibilidad de rehacer nuevamente la construccion se reconocia algo que

no se podia realizar con regla y compas.

Para de Villiers (1999) el software de geometria dinamica induce en gran medida el pensamiento
geométrico puesto que no solamente es usado para verificar conjeturas, sino también es Gtil para
construir contraejemplos. De la misma manera, el mismo autor menciona que este software permite
modelar eficazmente situaciones reales y problemas por medio de dibujos dinamicos a escala.
Gutiérrez (2005) menciona que esto favorece el aprendizaje, debido a que supera las limitaciones
gue se dan en contextos como en el lapiz, papel, pizarra, la regla y el compas. Asimismo, Ulrich
(1999) indica que estas propiedades permiten a los alumnos confrontar su percepcion y
conocimientos geométricos a la vez que realimenta inmediatamente sus acciones como un
mecanismo de verificacion. Por ello, como Gutiérrez (2005) lo revela, numerosos investigadores
se han dedicado a explorar las posibilidades del software de geometria dindmica en la ensefianza

de la geometria, asi como distintas formas de llevarla al aula.

Para Gutiérrez (2005) la principal ventaja del uso de software de GD es la facilidad y rapidez con
la que los estudiantes pueden transformar las construcciones hechas en la pantalla, realizar
mediciones y disponer de ejemplos tan variados como lo deseen. Gracias a esto los estudiantes
tienen la posibilidad de experimentar, lo que les permite plantear, verificar conjeturas y encontrar
propiedades matematicas (Gutiérrez, 2005). Autores como Ruiz (2012), afirman que un entorno
de geometria dinamica promueve justificaciones empiricas dado que proporciona un entorno en el
que los estudiantes pueden experimentar libremente, lo que causa que desarrollen formas no
tradicionales de aprendizaje de procedimientos y conceptos matematicos. Acosta y Fiallo (2017)

aseguran que la experimentacion implica no solo manipular de manera perceptiva los objetos, sino
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ademas adoptar una postura tedrica que busca explicar y predecir el comportamiento de dichos

objetos.

En relacion con el posible obstaculo que puede suponer el uso de software de geometria dinamica
para fundamentar la necesidad de justificar y probar propiedades o soluciones a problemas, de
Villiers (2004) recomienda introducir la prueba no como una forma de comprobacion, sino como
un medio de explicacion, de comprension y descubrimiento, antes de llegar al concepto formal y
abstracto de demostracion. De esta manera también la argumentacion y conceptos quedan
limitados debido a la visualizacién que promueve el programa. (Gomez & Carulla, 1998; Mariotti,

2006).

A continuacién, se presenta un cuadro comparativo de las bondades y deficiencias de las tres

tecnologias con base en la informacion recolectada en este marco tedrico.

Tabla 1. Cuadro comparativo entre las bondades y deficiencias de las tres tecnologias mencionadas por los autores.

Bondades Deficiencias

o La falta de motricidad fina puede llevar a
la inexactitud en la construccion de figuras
geomeétricas. (Sarasua, 2013; Rosales y
Guzman, 2016)

¢ Una deficiencia de estos artefactos es la
forma estética de las situaciones que se
pueden presentar, puesto que el estudiante

Reglay e Promueven la inferencia de caracteristicas o

Compas propiedades desde la definicidn que son necesarias
para los objetos matematicos que se desean
construir. (Chassapis, 1998)

e Fomenta la definicion de circunferencia como todos
los puntos que equidistan de un centro, debido a la
estructu_ra fisica del compas. (Ch:alssapls,1998) puede llegar a una solucion de un

. Proporuonan un pepsamlento mas formal fr_ente a problema, pero esta no ser Gnica. (Molfino
los objetos geométricos, ya que estos se definen por

. -, : y Lezama, 2011)
medio de su construccién. (Chassapis, 1998)

e Favorecen el desarrollo de las capacidades
cognitivas, practicas y estéticas. (Ayala, 2008)

¢ Aumenta el interés y motiva a los estudiantes a
profundizar en el area de matematicas. (Pefiuela,

2015).

¢ Permite la asimilacién de diferentes conceptos de la
geometria (Pefiuela, 2015).

e Favorece el anélisis e interpretacion de las diferentes
representaciones geométricas (Pefiuela, 2015)

Doblado e Los estudiantes perciben las propiedades
del papel geomeétricas de forma intuitiva. (Gonzales y Larios,
2001, citado por Sarasua, 2013)
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Geometria
Dinamica

e Propicia procesos de visualizacion, de
experimentacion, generacion y validacion de
conjeturas visuales, pruebas visuales, procesos de
argumentacién, entre otros. (Carvalho y Santa,
2015)

e Generar una discusién en clase que permita
establecer distintas conjeturas, evaluar la
comprobacion de estas (formalizacion).
(Czwienczek, 2009).

e Desarrolla la psicomotricidad fina, asi como la
percepcion espacial, ademas de mejorar la destreza
manual y la exactitud en la realizacion del trabajo y
motiva al estudiante a ser creativo. (Blanco y Otero,
2005)

¢ Desarrolla actitudes como la observacion, paciencia,
cuidado, socializacion y atencién, dependiendo los
logros del mismo estudiante y no tanto del profesor.
Auvilés (2016)

e Desarrolla el transito de la visualizacion a la prueba,
asi mismo cumple el rol de convencer a los
estudiantes de la veracidad de las propiedades.
(Fernandez y Montoya, 2013)

o A través de la exploracion se reconocen propiedades
de dependencia que permiten la formulacién de
conjeturas y contraejemplos a las mismas.
(Gutiérrez, 2005; Buccino, 2011; Ruiz, 2012;
Acosta y Fiallo, 2017, Sandoval, 2009)

¢ Ofrece oportunidades de realizar simulaciones lo
cual permite reconocimiento de propiedades
matematicas. (Villiers, 1999)

¢ Ofrece nuevos estilos de razonamiento, aspectos de
orden didactico mas que axiomatico (Goldenberg,
1995 citado por Sua, 2017)

e Favorece la comprension de proposiciones
geométricas dado que permite construcciones con
precision. (Hanna, 2001 citado por Sua, 2017)

¢ Permite avanzar desde casos particulares hasta casos
generales por medio de la experimentacion. (Guven
et al. 2012 citado por Sua, 2017)

¢ Permite observar la relacion entre las construcciones
geomeétricas y algunos teoremas de la geometria
euclidiana. (Mariotti, 2000 y Smith, Hollebrands,
Iwancio y Kogan, 2007 citados por Sua, 2017)

e Permite determinar si una conjetura es verdadera o
no por medio de la funcién de arrastre. (Christou et
al. 2004 citado por Sua, 2017)

e Favorece la resolucion de problemas, la
comprensidn de conceptos y teoremas geométricos y
desarrolla habilidades de demostracion
disminuyendo la brecha entre la construccion y
deduccion geométrica. (Sua, 2017).
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e Limita la importancia de la demostracién
matematica, atribuyéndosela al enfoque
experimental. (Hanna, 2001 citado por
Sua, 2017)

e La argumentacién y conceptos quedan
limitados debido a la visualizacién que
promueve el programa. (Gémez & Carulla,
1998; Mariotti, 2006).



4. Metodologia

En este capitulo se expondran los métodos y criterios adoptados para llevar a cabo la investigacion.

Desde la busqueda de literatura, hasta el disefio y andlisis de cada tarea propuesta.

4.1.Busqueda de literatura

Atendiendo a que este trabajo de grado involucra las tecnologias regla'y compés, doblado del papel
y GeoGebra, consideramos pertinente revisar desde el punto de vista tedrico, lo que se ha dicho de
cada una de estas tecnologias teniendo en cuenta aspectos como su origen, su presencia en el
campo educativo y sus bondades y desventajas. Para ello recurrimos a bases de datos como Scielo,
Dialnet y Redalyc. Se buscaron documentos que contuvieran ideas que permitieran construir una
vision panoramica sobre los asuntos que anteriormente se mencionaron. Se encontraron alrededor

de 70 documentos, de los cuales se encontrd principalmente informacion sobre GeoGebra.

4.2 .Contexto del estudio

Para el desarrollo del estudio se involucraron cuatro estudiantes de la Licenciatura en Matematicas
que apenas habian culminado un primer curso de geometria en el cual se habia tenido una
aproximacion a la argumentacion, al trabajo con geometria dinamica con regla y compas, pero no
al relacionado con el doblado del papel. Los estudiantes tenian conocimientos sobre relaciones
entre triangulos, otras referidas a rectas como el paralelismo y la perpendicularidad y algunas
propiedades de la circunferencia. Debido a su corta experiencia en el programa de formacién, los
conocimientos de los estudiantes sobre los objetos geométricos mencionados no eran profundos y

se limitaba a algunas ideas nucleares en cada caso.
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4.3.Diseino de la secuencia

En esta fase se propusieron alrededor de once tareas. Algunas de estas provenian de documentos

acopiados o de video juegos con construcciones geométricas bajo el formato de acertijo (v.g.

Euclidea). Al momento de incluir cada tarea se tenia en cuenta que esta se pudiera resolver con las

tres tecnologias involucradas, preferiblemente bajo un esquema distinto, y que su proceso de

solucion no fuera extenso. A continuacion, presentamos los enunciados de las tareas que se

propusieron:

10.

11.

Construir un angulo de 30° dado uno de sus lados.

Construir un tridangulo equilatero dado uno de sus lados.

Construya el centro de una circunferencia dada.

Construir un angulo congruente al dado de tal forma que compartan un lado.

Dados tres puntos no colineales, construir un paralelogramo de tal modo que los tres puntos

sean Vvértices de este.
Construir el punto medio de un segmento.

Dado un segmento y un punto no colineal construir un segmento congruente al dado cuyo

extremo sea el punto dado.
Dado el segmento AB encuentre un punto M en el segmento AB tal que 3AM=AB.
Construir un rombo dado uno de sus lados de tal forma que uno de sus angulos mida 45.

Dados dos puntos, construir un cuadrado tal que los puntos dados sean puntos medios de dos

lados consecutivos.

Dado un segmento AB y un punto C no colineal con A y B. Construya a D tal que C sea

ortocentro de triangulo ABD.
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Aun cuando se contemplaron once tareas, solo se implementaron ocho de ellas por cuestiones de
tiempo. En el siguiente capitulo se analiza cada tarea, mostrando con ello el potencial de cada

tecnologia involucrada en su desarrollo.

4.4.Acopio de datos

Durante cuatro semanas los estudiantes involucrados resolvieron las tareas propuestas, dado el
numero de tecnologias involucradas, ellos se enfrentaron a veinticuatro tareas en total. Los cuatro
estudiantes se organizaron por parejas, lo que permitiria que discutieran entre ellos, propusieran
estrategias de solucion y buscaran acuerdos al resolver cada tarea. Como cada tarea se debia
resolver con distintas tecnologias, se busco que estas no se resolvieran de manera consecutiva,

pues creiamos que esto podria incidir negativamente en las estrategias de solucion.

La interaccion entre los estudiantes se grab6 en formato de audio y video. Mientras que los
estudiantes iban resolviendo cada tarea, el investigador que acomparfiaba iba haciendo preguntas
que pretendian hacer explicito lo que los estudiantes pensaban, esto con el fin de registrar la mayor
cantidad de datos a través de ideas, propuestas, discusiones y replicas a las ideas de sus compafieros

que ellos pudieran manifestar.

4.5.Anélisis retrospectivo

Se observaron los videos generados para cada tarea propuesta. En este caso se observaban los
videos que registraban el proceso de solucion de cada tarea con las tres tecnologias. A la vez que
se observaban los videos, se realizaba una descripcion escrita del proceso que los estudiantes tenian
en cuenta para resolver cada tarea. Esta descripcion registraba tres momentos principalmente: (i)
un recuento de lo hecho por los estudiantes para solucionar la tarea, (ii) una interpretacion
geométrica de lo acontecido en el video, con lo cual se podria comprender la pertinencia y validez

de los procedimientos empleados y los objetos geomeétricos involucrados, finalmente (iii) se
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identifico el rol o papel atribuido a la tecnologia empleada para resolver la tarea, lo cual permitiria
reconocer la forma en que este recurso se involucraba y si en su uso se reconocian aspectos

particulares.

Posteriormente se realiz6 un cuadro comparativo entre el proceso de solucion de cada tarea al
involucrar cada tecnologia, reconociendo en este ejercicio los objetos y procesos geométricos que
cada uno de estos recursos promovia. Esta informacion permitié reconocer aspectos comunales
favorecidos por cada tecnologia, con lo que se brindd respuesta al objetivo del estudio reportado

en este documento.

48



5. Disefio de tareas

Previo a la implementacion de las tareas con los estudiantes, realizamos un analisis de cada tarea
propuesta. Este andlisis tenia la intencion de reconocer la pertinencia de cada tarea de acuerdo al
objetivo del estudio, ademas identificar posibles estrategias de solucién para cada una, asi como
los objetos geométricos movilizados en estas estrategias. Presentamos en este capitulo el analisis
en mencion. Para cada tarea implementada y cada tecnologia se ha elaborado ademés un cuadro
comparativo que presenta las bondades de cada tecnologia involucrada en términos de los objetos

geométricos que se utilizan.

5.1.Construir un angulo de 30° dado uno de sus lados
Construccion de angulo de 30 con Regla 'y Compas

Dado el rayo AB, se construye una circunferencia con centro en A 'y radio AB; de igual manera,
se construye la circunferencia con centro en B y radio AB. Luego tomaremos uno de los dos puntos
de interseccion de las circunferencias que serd nombrado C (imagen 5). Se traza él rayo AB,
haciendo que la medida del angulo CAB sea 60 (imagen 6); en consecuencia, se debe bisecar el
angulo CAB para obtener un angulo de 30. Para ello se dibuja la circunferencia con centroen Cy
radio CB; el punto de interseccidn entre la circunferencia con centro en C y la circunferencia con
centro en B se nombra P. finalmente se traza el rayo AP y por tanto la medida del angulo PAB es

30 (imagen 7).
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Imagen 5. Construccion de puntos
equidistantes de A y B con regla y
compas.

Imagen 6. Construccion de rayo para
generar un angulo de 30

Construccion angulo de 30 con Doblado de papel

Imagen 7. Angulo de 30 con regla y
compas.

Se realiza un doblez, sea este m, haciendo coincidir la parte superior de la hojay el rayo AB. Luego

se desdobla y se realiza el doblez perpendicular al rayo AB por el punto A (imagen 8), este doblez

se deja hecho para los siguientes pasos. Ahora se lleva la esquina superior de la hoja al doblez m,

el doblez anterior se deja hecho (imagen 9) y se realiza el siguiente doblez, llevando el rayo dado

hacia la recta construida al unir la esquina superior con el doblez m (imagen 10). Por ultimo, se

desdobla el papel y se observan tres angulos de 30°, imagen 11.
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Imagen 8. Doblez
perpendicular al segmento
AB por el punto A.

Imagen 9. Doblez en el que
se lleva la esquina superior
izquierda hacia la
mediatriz.

Imagen 10. Doblez donde
el papel se hace coincidir
sobre el mismo.

Construccion angulo de 30 con GeoGebra

Imagen 11. Obtencion de 3
angulos que miden 30.

Dado el rayo AB, con la opcidén angulo dado su amplitud se seleccionan los puntos B y A

respectivamente y al aparecer la ventana emergente se coloca como valor el namero 30 (imagen
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12). Inmediatamente aparece el punto B'. Finalmente, con la opcion rayo, se construye el rayo AB’

(imagen 13).

Angulo dada su amplitud

Angui

@ sertido anshorario sentido horario

Sl Cancel:

Imagen 12. Ventana emergente dada por la herramienta

angulo dada su amplitud. Imagen 13. Construccion de un angulo de 30 con regla y

compas

Tabla 2. Cuadro comparativo de la tarea 1. Conceptos involucrados.

Regla y Doblado de papel GeoGebra
compas
Conceptos Equidistancia X X
involucrados Trigngulo X
equilatero
Mediatriz X
Medida de X

angulo/rotacion

5.2.Construir un triangulo equilatero dado uno de sus lados
Construccion triangulo equilatero con Regla y Compas

Dado un segmento AB, se construye la circunferencia con centro en A 'y radio AB, de la misma
manera se construye la circunferencia con centro en B y radio AB. El punto de interseccion entre
estas dos circunferencias es llamado C (imagen 14). Para finalizar se trazan los segmentos AC y

CB, construyendo asi el triangulo ABC (imagen 15).
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Imagen 14. Construccion de puntos equidistantes con
regla y compas

Imagen 15. Construccion de un triangulo equilatero con
regla y compas.

Construccion triangulo equilatero con Doblado de papel

Dado un segmento AB, se realiza el doblez que contiene a los puntos A y B. Luego se hace
coincidir el doblez AB consigo mismo, que pase por el punto A, creando un doblez perpendicular

a AB por A. Posteriormente, se hace coincidir al punto A con el punto P, el cual es el extremo del
doblez perpendicular, creando asi la mediatriz, imagen 16. Consecutivamente se lleva el punto P
hacia la mediatriz, creando la recta n; con este doblez realizado se superponen los puntos A y B,

creando la mediatriz m del segmento AB, imagen 17. Se desdobla y el punto de interseccion entre

la recta n y m se llama C. Para finalizar se realiza el doblez determinado por los puntos B y C,
creando el triangulo equilatero ABC, imagen 18.

\ | f/fn

ul VAR
I"\ "\ /II ‘I‘m \\
I\I "wl f/f "‘I \\
‘,.//QB g ‘.‘ B

A A | \\

Imagen 16. Mediatriz del segmento Imagen 17. Doblez en el que se Imagen 18. Triagulo equilatero con
AP por medio del doblado de papel. construye el angulo de 30y la doblado de papel.
mediatriz del segmento AB.
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Construccion triangulo equilatero con GeoGebra

Dado el segmento AB, con la opcion poligono regular se da clic sobre el punto A 'y luego sobre el
punto B. Automaticamente aparece una ventana que solicita la cantidad de lados del poligono, en
este se ingresa el nimero 3 (imagen 19). Finalmente aparece el poligono regular de tres lados o

triangulo equilatero ABD (imagen 20).

Poligono regular

Veértices

Cancel
8 B
A A
|magen 19. Ventana emergente proporcionada por la Imagen 20. COﬂStI‘l_JCCién de un triéngulo equ“étero con
herramienta poligono. la herramienta poligono en GeoGebra.

Tabla 3. Cuadro comparativo de la tarea 2. Conceptos involucrados.

Regla y Doblado de GeoGebra
compas  papel

Conceptos involucrados Mediatriz X
Def. triangulo equilatero X X X
Equidistancia X X
Poligono regular X

5.3.Construya el centro de una circunferencia dada
Construccion centro de circunferencia con Regla y Compas

Se colocan tres puntos que pertenecen a la circunferencia dada, como se muestra en la imagen 21.
Se construyen las mediatrices de dos de los segmentos determinados por estos puntos (imagen 22).
Por ultimo, se nombra el punto de interseccion entre las dos mediatrices, llamado W. Este punto

es el centro de la circunferencia (imagen 23).
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Imagen 21. Construccion de la Imagen 22. Construccion de la Imagen 23. Centro de circunferencia
mediatriz de una cuerda. mediatriz de una segunda cuerda. con regla y compas.

Construccion de centro de circunferencia con Doblado de papel

Se realiza el doblez de forma que la circunferencia se superponga a ella misma (imagen 24). Luego
se desdobla y se realiza otro doblez de tal forma que la circunferencia se superponga a ella misma
(imagen 25). Finalmente, el punto de interseccion de los dos dobleces, nombrado C, es el centro

de la circunferencia (imagen 26).

B
| 1
[Imagen 24. Doblez en el que la Imagen 25. Doblez 2 en el que la Imagen 26. Se determina el centro de la
circunferencia S€ superpone a ella cicunferencia se superpone a ella misma  circunferencia por medio del doblado
misma. por un lado distinto al primero. del papel.

Construccion de centro de circunferencia con GeoGebra

Con el comando del programa llamado medio o centro se da clic sobre la circunferencia y

automaticamente se visualiza el centro de esta (imagen 27).
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Imagen 27. Centro de circunferencia por medio de la herramienta medio o centro con GeoGebra.

Tabla 4. Cuadro comparativo de la tarea 3. Conceptos involucrados.

Reglay Doblado de GeoGebra
compas papel
Conceptos involucrados Mediatriz X
Circunferencia X
Cuerdas X
Simetria X

5.4.Construir un angulo congruente al dado de tal forma que compartan un lado
Construccion de angulo congruente con Regla y Compés

Dado el angulo CAB, se traza una circunferencia con centro en B y radio BA, de tal forma que se
nombra D al punto de interseccion entre la circunferencia B y el rayo BC. Después se traza la
circunferencia con centro en D y radio DA (imagen 28). El punto de interseccion entre la
circunferencia con centro By la circunferencia con centro D se nombra E. Por ltimo, se determina

el rayo BE. La medida del &ngulo DBE es igual a la medida del angulo ABC (imagen 29).
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Imagen 28. Construccion de puntos equidistantes a través Imagen 29. Construccion del angulo congruente por
del compas. medio de regla y compas.

Construccion de angulo congruente con Doblado de papel

Se inicia realizando el doblez que pasa por los puntos Ay C (imagen 30). Después, con el papel
sin desdoblar, realizamos el doblez que pasa por los puntos A y B (imagen 31). Para finalizar,
desdoblamos el papel y observamos el doblez obtenido, el cual contiene al punto A; por lo tanto,
la medida del angulo formado por el rayo AC y el ultimo doblez creado es la misma medida del

angulo inicial, como se muestra en la imagen 32.

_
Imagen 30. Doblez determinado por  |magen 31. Doblez determinado por : .
un lado del angulo. el otro lado del &ngulo. Imagen 32. Obtencion del &ngulo

congruente a través del doblado del
papel.

Construccion de angulo congruente con GeoGebra

Usando la opcién angulo, se seleccionan los tres puntos que determinan el angulo, en orden
especifico, A, B y C; al usar esta opcion se obtiene la medida del angulo (imagen 33). Luego,
usando la herramienta angulo dada su amplitud, se construye un angulo con la amplitud «a.
Seleccionando los puntos C y A se obtiene el punto C’ (imagen 34). Por ultimo, se construye el

rayo AC', imagen 35.
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Imagen 33. Medida del angulo dado ~ !Magen 34. Construccion del punto  Imagen 35. Construccion del rayo
por medio de la herramienta angulo,  due determina el angulo congruente  que determina el angulo congruente
a través de la herramienta angulo con GeoGebra.
dada su amplitud.

Tabla 5. Cuadro comparativo de la tarea 4. Conceptos involucrados.

Reglay Doblado GeoGebra
compés de papel
Conceptos involucrados Congruencia de tridngulos X
Equidistancia X
Simetria axial X
Medida de angulos X

5.5.Dados tres puntos no colineales, construir un paralelogramo de tal modo que los tres

puntos sean veértices de este.
Construccion paralelogramo con Regla y Compés

Dados tres puntos A, B y C no colineales, se trazan las rectas AB y BC. Luego se traza una
circunferencia con centro en C y radio AB (imagen 36). Consecutivamente se traza una
circunferencia con centro en B y radio AC (imagen 37). Posteriormente se marca el punto de
interseccion entre ambas circunferencias, siendo este D. Finalmente se trazan los segmentos CD y

BD, construyendo el paralelogramo ABDC, imagen 38.
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Imagen 36. Construccion de puntos
equidistantes.

Imagen 38. Construccion del
paralelogramo con regla y compas.
equidistantes a B.

Imagen 37. Construccion de puntos

Construccion paralelogramo con Doblado de papel

.
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Imagen 39. Mediatriz del segmento Imagen 40. Se determina el punto de
por medio de la superposicion de la interseccion de las diagonales y las
recta. diagonales del paralelogramo.

Imagen 41. Paralelogramo
determinado por la simetria dada por
una de sus diagonales.

Dados tres puntos A, B 'y C no colineales, se realizan los dobleces de tal manera que pase por los

puntos AC, CB y AB. Después se hace coincidir al punto A con el punto B, creando la mediatriz
del segmento AB (imagen 39). Al punto de interseccion entre la mediatriz y el segmento AB se le
nombra R. Ahora se realiza el doblez determinado por los puntos R y C (imagen 40).
Posteriormente se dobla el papel de tal manera que la recta CR se superponga con ella misma y
pase por el punto R. De esta manera, con el doblez realizado, se copia el punto C, creando el punto

C’. Luego se realiza el doblez determinado por los puntos B, C' y A, C’ creando asi el
paralelogramo AC’BC (imagen 41).
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Construccion paralelogramo con GeoGebra

Dados tres puntos A, B y C no colineales, con la opcion segmento se trazan los segmentos AB y
BC (imagen 42). Luego, con la herramienta paralela se selecciona el segmento AB y luego el
punto C, creando la recta m que es paralela al segmento AB. EI mismo procedimiento se realiza
con el segmento AC y el punto B, obteniendo la recta n paralela al segmento AC (imagen 43). La
interseccion de ambas rectas se nombre R. Finalmente, el cuadrilatero BACR es paralelogramo

(imagen 44).

Imagen 43. Construccion de las rectas
paralelas a ambos segmentos.

Imagen 44. Construccion del
paralelogramo con GeoGebra.

Imagen 42. Construccion de los
segmentos determinados por los
puntos no colieales.

Tabla 6. Cuadro comparativo de la tarea 5. Conceptos involucrados.

Reglay Doblado de GeoGebra
compés papel
Conceptos Paralelismo, lados del X
involucrados paralelogramo
Congruencia de lados X
opuestos
Diagonales que se bisecan X

5.6.Construir el punto medio de un segmento
Construccion punto medio con Regla 'y Compas

Dado el segmento AB, se trazan las circunferencias con centros en Ay By radios AB (imagen
45). Los puntos P y Q son las intersecciones de ambas circunferencias y se construye la recta PQ
(imagen 46). Finalmente, el punto M es la interseccion de la recta PQ y el segmento AB, siendo

este el punto medio del segmento AB (imagen 47).
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Imagen 45. Construccion de puntos
equidistantes con el compas.

Imagen 46. Mediatriz del segmento Imagen 47. Punto medio del
determinada por los puntos segmento por medio de regla y
equidistantes. compas.

Construccion punto medio con Doblado de papel

Dado el segmento AB se realiza un doblez de tal modo que Ay B se superpongan, este doblez es
la mediatriz del segmento (imagen 48). El punto de interseccion entre la mediatriz y el segmento

es C, siendo este el punto medio del segmento AB (imagen 49).

| 48. Mediatri i | ici .
magen 48. Mediatriz %?F;@é?:fa por fa superposicion Imagen 49. Punto medio del segmento con doblado de

papel.

Construccion punto medio con GeoGebra

Dado el segmento AB, con la opcién medio o centro, se hace clic sobre el segmento y aparece el

punto C. Este es punto medio del segmento AB (imagen 50).
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C
B
Imagen 50. Punto medio del segmento por medio de la herramienta medio o centro.

Tabla 7. Cuadro comparativo de la tarea 6. Conceptos involucrados.

Reglay Dobladode  GeoGebra
compas papel

Conceptos involucrados Circunferencia X
Equidistancia X
Mediatriz X
Simetria axial X

5.7.Dado un segmento y un punto no colineal construir un segmento congruente al dado

cuyo extremo sea el punto dado

Construccion segmento congruente con Regla y Compas

Hu!H!’HH/HH’HHMH !
| ”H””W Sy
i,
| it it H;\HWH;HWHH

HHHHI

LU 3

il /L Lot I i x
iy HHHH!IHHfHH;HHH!H;HH(HH ] ! i1 I

/&mu/r

lit]

B A\
B

Imagen 51. Construccion de puntos equidistantes con Imagen 52. Construccion de segmentos congruentes por
regla y compas tomando como referencia un punto no medio de regla y compaés.
colineal.

Dado el segmento AB y el punto C no colineal, se toma la distancia entre A y B con el compas.
Luego se traza la circunferencia con centro en C y radio AB (imagen 51). Posteriormente se toma
cualquier punto de la circunferencia llamandolo D y se traza él segmento CD. Este segmento es

congruente al segmento AB (imagen 52).
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Construccion segmento congruente con Doblado de papel

Dado el segmento AB y el punto C no colineal, se realiza un doblez haciendo coincidir al punto A
con el punto C (imagen 53). Posteriormente, con el doblez realizado se copia el punto B, creando
asi a B' (imagen 54). Finalmente se realiza el doblez que contiene a C y B', el segmento CB' es

congruente al segmento AB (imagen 55).

A ° °
o Imagen 54. Copia de un punto a Imagen 55. Construccion del
Imagen 53. Superposicion de dos traves de un doblez. segmento conguente por medio del
puntos. doblado de papel.

Construccion segmento congruente con GeoGebra

Dado el segmento AB y el punto C no colineal, se usa la herramienta segmento de longitud dada
haciendo clic en el punto C. Aparece una ventana emergente, en la cual se coloca AB (esta se toma
como la longitud del segmento AB, imagen 56). Finalmente aparece el segmento CD el cual es

congruente al segmento dado (imagen 57).

c D
- Segmento de longitud dada 0
‘\‘7 Longitud
" A
OK ncel \‘B
Imagen 56. Ventana emergente proporcionada por la Imagen 57. Surge el segmento congruente al dado

herramienta segmento de longitud dada.

Tabla 8. Cuadro comparativo de la tarea 7. Conceptos involucrados.
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Reglay Dobladode  GeoGebra
compas papel

Conceptos involucrados Radio de circunferencia X
Simetria axial X

Radios de circunferencia X
5.8.Dado el segmento AB encuentre un punto M en el segmento tal que 3AM=AB

Construccion triseccion del segmento con Regla y Compas

Dado el segmento AB, se traza el rayo AC de tal manera que C no sea colineal con Ay B. Luego
se realiza una circunferencia con centro en C y radio AC, el punto de interseccion entre la
circunferencia con centro en C y el rayo AC se nombra P. Posteriormente se dibuja la
circunferencia con centro en P y radio AC, el punto de interseccion entre la circunferencia con
centro P y el rayo AC se nombra Q (imagen 58). Después se traza la recta QB y las paralelas a esta

por los puntos Cy P.

Para trazar dichas paralelas se debe trazar la circunferencia con centro en Q y radio AC, el punto
de interseccién entre la circunferencia con centro en Q y la recta QB se nombra R. Se traza la
circunferencia con centro en C y radio PR, el punto de interseccion entre la circunferencia
anteriormente realizada y la circunferencia con centro en P se nombra K y se traza la recta PK
(imagen 59). Del mismo modo se traza la circunferencia con centro en A y radio PR; el punto de
interseccion entre la circunferencia anteriormente realizada y la circunferencia con centro en C y
radio AC se nombra Z. Se traza la recta CZ, la cual es paralela a la recta QB por C. El punto de
interseccion entre la recta CZ y el segmento AB se nombra M. Finalmente 3AM = AB (imagen

60).
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Imagen 58. Construccion de puntos
equidistantes colineales.

Imagen 59. Construccion de rectas
paralelas. Imagen 60. Construccion del punto
que determina la triseccion del
segmento.

Construccion triseccion del segmento con Doblado de papel

Dado el segmento AB, se realiza un doblez de manera que el segmento se superponga a si mismo
en el punto A y de la misma forma otro doblez por el punto B (imagen 61). Luego se realizan dos
dobleces de tal forma que las tres partes sean iguales, similar a un folleto que se divide en tres
partes (imagen 62). Para finalizar, se desdobla y se marcan las intersecciones entre los dobleces y

el segmento AB (imagen 63).

- A

Imagen 61. Dobleces Imagen 62. Se determinan dos Imagen 63. Al desdoblar se
perpendiculares al segmento por sus dobleces congruentes, se simula la determina la triseccion del segmento.
extremos. parte superior de la hoja.

Construccion triseccion del segmento con GeoGebra

Dado el segmento AF, se hace uso de la opcidén segmento dada su amplitud haciendo clic en el

punto Ay se coloca la expresién AB/3 en la ventana emergente. Asi se crea el segmento AC, cuya
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longitud es la tercera parte del segmento AB (imagen 64). Después se determina la circunferencia
con centro en A 'y radio AC, ya que el punto C no pertenece al segmento dado (imagen 65). Se
marca el punto de interseccion entre el segmento AB y la circunferencia con centro en Ay se llama

M. AM mide la tercera parte de lo que mide AB (imagen 66).

B

. F
A v

C

Imagen 64. Segundo segmento
determinado por la herramienta

segmento dada su amplitud, cuya Imagen 65. Circunferencia cuyo

. i Imagen 66. Se especifica que el punto de
medida es la tercera parte del radio es la tercera parte del magen ot p e q : pui I
segmento dado segmento y su centro es uno de los interseccion entre la circunferencia y e
' extremos del mismo. segmento es el que determina la tercera

parte del segmento.

Tabla 9. Comparacion entre regla y compds, doblado de papel y GeoGebra para triseccion segmento.

Reglay Dobladode  GeoGebra
compas papel

Conceptos involucrados Segmento X
Rectas paralelas X
Proyeccion paralela X X X
Semejanza de tridngulos X
Circunferencia X X
Rectas secantes X
Segmento dada su amplitud X
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6. Anadlisis

En este capitulo se presentan las estrategias de solucion de las tareas por parte de los estudiantes.
El capitulo presenta cada tarea implementada, en el mismo orden que se presento en el anterior
capitulo, y para cada una se menciona la forma en que cada grupo dio respuesta a esta con ayuda
de cada tecnologia involucrada. El protocolo presentado para cada grupo atiende a la siguiente
estructura: se describe primero el proceso llevado a cabo por el grupo de estudiantes, luego se
explica la pertinencia o no del proceso realizado desde un punto de vista matematico, donde se
reconocen también los objetos geométricos involucrados, y finalmente se hace mencion a la forma
en que la tecnologia involucrada se utiliz6. Esto Gltimo permitira reconocer en estos artefactos
formas de uso distintas a los usuales, ademas de recurrentes, que permitan reconocer instrumentos

en ellos.

6.1.Construir un angulo de 30° dado uno de sus lados
Regla'y Compas - Grupo A

Se construye un segmento AB y se marca su punto medio, el cual se nombra M, con ayuda de la
regla. Se construye la semicircunferencia con centro en My radio AM con el compas. Con la regla
se traza un radio de la circunferencia, sea este el segmento MC, de tal forma que sea perpendicular
al segmento AB (imagen 67). Luego se traza el segmento AC y se realiza una construccion auxiliar
trazando el rayo AD, donde el punto D es cualquiera. En este rayo se marca un punto E y se
construye una circunferencia con centro en Ay radio AE. Con el compas se copia la distancia entre
Ay E y se replica dos veces mas en el rayo, obteniendo asi los puntos F y G (imagen 68). Con
ayuda de la regla se construye el segmento GC y dos rectas paralelas, m y n, al segmento GC por

los puntos E y F (imagen 69). Finalmente, se marcan los puntos de interseccion de m y n con el
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segmento AC y se nombran P y Q respectivamente, se trazan los rayos MP y MQ y se asegura que

los &ngulos AMQ, QMP y PMC miden 30, como se muestra en la imagen 70.

14
Imagen 68. Contruccion Imagen 69. Rectas s
Imagen 67. Construccién de un auxiliar de un rayo. paralelas construidas con  Imagen 70. Triseccion del
segmento en el interior del &ngulo la regla. segmento construido en
recto. el interior del angulo.

Esta manera de abordar el problema no es correcta, puesto que trisecar el segmento no implica
trisecar el angulo. Se reconoce también que muchos de los objetos geométricos construidos no
tienen una finalidad y que otros se construyen sin rigurosidad (perpendiculares y paralelas). En
esta construccion se usa el compas para copiar medidas y la regla para construir segmentos
perpendiculares y rectas paralelas. No se realizan construcciones auxiliares que garanticen estas
propiedades, apenas se acude a la percepcion visual. Con base en ello no se reconoce ninguna
deficiencia mencionada por los autores, sin embargo, el no construir rectas paralelas o

perpendiculares con rigurosidad tiende a que la construccidn no sea verdadera.
Regla'y Compas - Grupo B

Inicialmente, con la regla se traza la recta AB. Con ayuda del compas se traza la circunferencia
con centro en Ay radio AB, de la misma manera se traza la circunferencia con centro en B y radio
AB. Posteriormente se marca el punto de interseccion entre la circunferencia con centroen By la
recta AB distinto de A, sea este C (imagen 71). Con el compas se construye la circunferencia de
centro C y radio AB; una de las intersecciones entre esta circunferencia y la de centro B es P

(imagen 72). Finalmente se traza el rayo AP y se concluye que la medida del &ngulo BAP es 30.
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Imagen 71. Construccion de puntos equidistantes Imagen 72. Construccion de un lado de un triangulo
colineales. equilatero inscrito en una circunferencia.

En esta propuesta se reconoce la construccion de un tridngulo equilatero inscrito en la
circunferencia de centro B y radio AB, particularmente el segmento AP es uno de sus lados. Dado
que los angulos del tridngulo equilatero miden 60 y la recta AB coincide con la bisectriz de uno
de sus angulos, se obtiene el angulo de 30. En papel que desempefian la regla 'y el compas es apenas
el de construir objetos geométricos, aunque en el compas se reconoce la posibilidad de construir
de manera implicita puntos que equidisten de otros. En este sentido se ven reflejados aspectos
positivos de la tecnologia regla y compas nombradas por autores como Pefiuela (2015) y Ayala
(2008), quienes mencionan que se favorece tanto el andlisis e interpretacion de diferentes
representaciones como el desarrollo de capacidades practicas y cognitivas, esto se ve reflejado en
la construccion anteriormente realizada ya que pone en juego propiedades de figuras geométricas

como el angulo de 60 de un tridngulo equilatero, el cual esta inscrito en una circunferencia.
Doblado de papel - Grupo A

Se toma una de las esquinas de la hoja de papel, la cual determina un angulo de 90 y se nombra el
angulo ABC (imagen 73). Se superponen los bordes de la hoja que contienen a los rayos BAy BC
y el doblez determinado por esta accién se nombra m (imagen 74). Se superpone ahora la recta m

y el rayo BC y el doblez resultante se nombra p (imagen 75). Luego se superpone el rayo BA con
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el doblez p, lo que determina un tercer doblez, al que se llama r. Se coloca un punto D sobre el

doblez r y se obtiene que el &ngulo DBA mide 30.

Imagen 73, El angulo de 90, el cual
hace parte de las propiedades
fisicas de la hoja se biseca

Imagen 74. El &ngulo de 45 se
biseca por medio de la
superposicion de los lados.

Imagen 75. Doblez en el que se superpone
un lado de la hoja al doblez construido
anteriormente.

superponiendo los lados del
angulo.

La construccion realizada no responde a lo solicitado, aun cuando los tres &ngulos juntos den 90,
ninguno de estos mide 30. Pese a ello, bajo esta propuesta se reconoce la bisectriz como
protagonista, usada varias veces con el fin de dividir angulos ya construidos, aunque ninguno de
estos permite llegar realmente a lo requerido. El papel, como medio empleado, favorece la
construccidn de este objeto geométrico con facilidad, gracias a la simetria axial que tiene presencia
cuando se hacen coincidir dobleces o bordes de la hoja. En este tipo de solucidn no se reconocen
bondades ni debilidades mencionadas por los autores, sin embargo, se puede evidenciar que el
estudiante intenta realizar una construccion de tres angulos congruentes, pero al no saber como,
intenta evocar construcciones similares y deja de lado la ventaja de la manipulacién, la
visualizacion y la validez que este proporciona en cuanto a la comprobacion de congruencia de

objetos geométricos.
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Doblado de papel - Grupo B

Se realiza un doblez que divide la hoja a la mitad por la parte mas larga, creando asi el rectangulo

ABCD (imagen 76). Luego se realizan los dobleces AC y BD. El angulo ACD mide 30, imagen

77.

__________ ) ;

Imagen 76. Doblez en el que se superponen los lados mas

cortos de la hoja.

A B

Imagen 77. Se determinan las diagonales del rectangulo
formado por el doblez anterior.

La idea principal para encontrar la solucion de esta tarea estaba basada en obtener angulos de 30

cuyos lados estuvieran contenidos en las diagonales y los lados de un rectangulo, este rectangulo

logra heredar las propiedades de perpendicularidad y paralelismo dadas por el medio. Sin embargo,

la idea de esta construccion resulta ser un caso particular de uno muy general, por ello se tendria

que tener en cuenta las medidas de los lados del rectangulo para que uno de los angulos internos

sea trisecado por la diagonal del mismo. Por esta razon la construccién no resulta ser Gtil para dar

solucion a la tarea. En este caso el doblado de papel se usa para construir figuras geometricas que

tengan propiedades similares a él, puesto que el rectangulo se construye de tal manera que este

hereda las propiedades de paralelismo y perpendicularidad que tiene la hoja. En este sentido no se

reconocen bondades ni debilidades mencionadas por los autores, sin embargo, los estudiantes usan

propiedades de las figuras geométricas que se cumplen teniendo en cuenta un caso especifico,
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como se muestra en este caso. Por lo tanto, se puede inferir que una debilidad del medio es que no

permite verificar medidas.
GeoGebra - Grupo Ay B

Inicialmente, con la herramienta semirrecta se construye el rayo AB haciendo clic sobre la pantalla
dos veces en lugares diferentes (imagen 78). Con el comando angulo dada su amplitud seleccionan
los puntos B y A, se proporciona el niumero 30 y se selecciona la opcion sentido antihorario.
Posteriormente en pantalla aparece el punto C. Con semirrecta se construye el rayo AC,

obteniendo el angulo CAB cuya medida es 30 (imagen 79).

Ge
* = . o[ 4o Ay
5 .A -~ ,,:./ 2 '\:/" @ -\\ 2 F\f Rl - !

Imagen 78. Construccion del rayo AB, por medio de la  Imagen 79. Construccion de | angulo de 30 con ayuda de
herramienta rayo. la herramienta angulo dada su amplitud.

Esta manera de abordar el problema no deja reconocer algin objeto geométrico involucrado, dado
que la herramienta usada construye el angulo de forma inmediata y no propone a los estudiantes
hacer uso de propiedades adicionales que permitan obtener el objeto solicitado. La propuesta de
solucion movilizada por este medio hubiese podido ser diferente si dicho comando no existiera en
el programa y con ello el uso de objetos y propiedades geométricas diversas. Una de las
deficiencias vinculadas a esta construccion es aquella en la que la argumentacién y los conceptos

quedan limitados a la visualizacion (Gomez & Carulla, 1998; Mariotti, 2006).
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6.2.Construir un triangulo equilatero dado uno de sus lados
Reglay Compas - Grupo Ay B

Con ayuda de la recta se traza el segmento AB. Con el compas se construye la circunferencia con
centro en B y radio AB vy la circunferencia con centro en A 'y radio AB (imagen 80). Luego se
marca uno de los puntos de interseccion de las circunferencias, sea este C. Finalmente se usa la

regla para construir los segmentos AC y BC (imagen 81).

B

Imagen 81. Construccion de segmentos determinados por

Imagen 80. Construccion de puntos equidistantes a traves los puntos equidistantes.
del compas.

Bajo esta perspectiva de solucién se observa el uso de la definicion de triangulo equilatero, donde
se acude a la congruencia de lados la cual se logra gracias a la equidistancia que provee el compas
al construir los arcos y por ello la interseccion de ambos arcos garantizan puntos que equidistan
de los puntos A 'y By por ello se puede obtener el triangulo. Por ello el compas tiene el rol de
construir puntos que equidistan simultdneamente de A y de B; de esta manera se ven evidenciadas
dos bondades descritas por Chassapis (1998), una en la que se alude a la definicion de
circunferencia como todos los puntos que equidistan de un centro, debido a la estructura fisica del
compas y la inferencia de caracteristicas o propiedades desde la definicion que son necesarias para

los objetos matematicos que se desean construir.

72



Doblado de papel - Grupo Ay B

Dado el segmento AB en la hoja de papel, se superponen los puntos A y B permitiendo obtener el
doblez m (imagen 82). La hoja se dobla ahora alrededor del punto A, ubicando al punto B sobre el
doblez m, este nuevo doblez es p, luego se marca (con ayuda del lapiz) el segmento determinado
por el doblez p (imagen 83). Esta misma operacion se realiza intercambiando los puntos A y B,
determinando asi el doblez q y se marca el segmento determinado por el doblez g (imagen 84). La
interseccion de los segmentos marcados con el 1apiz determina el punto C. Finalmente se establece

que el triangulo ABC es equilatero.

’ ‘ C
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Imagen 82. Mediatriz del segmento Imagen 83. Doblez determinado por Imagen 84. Segundo doblez
dado a traves de la superposicion. la superposicion del puntoBenla  determinado por la superposicion del
mediatriz del segmento. punto A en la mediatriz del segmento.

Al momento de hacer coincidir Ay B se obtiene la mediatriz m del segmento dado. Posteriormente,
al realizar el segundo doblez se garantiza que el punto B pertenezca a la mediatriz, lo que lleva a
asegurar la congruencia de dos lados del triangulo a construir; de la misma manera se construye el
otro lado del triangulo, lo que lleva a contar con tres segmentos congruentes. En este caso la forma
de usar el papel recrea en parte la de un compas, particularmente para copiar medidas, conservando
a los puntos A y B como centros de rotacion que permiten determinar al punto C. Este tipo de
solucion permite observar que los estudiantes perciban de manera intuitiva propiedades

geométricas (Gonzales y Larios, 2001, citado por Sarasua, 2013), puesto que usan la congruencia
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de los lados del triangulo como una igualdad de medidas. A su vez favorece actitudes como la

observacién y paciencia de los estudiantes (Avilés, 2016).
GeoGebra - Grupo Ay B

En la pantalla se construye el segmento AB con la herramienta segmento, haciendo clic sobre la
pantalla para crear el punto Ay luego el punto B. Con el segmento construido, se usa el comando
circunferencia centro punto y se hace clic sobre Ay después sobre B; de la misma manera se hace
clic sobre B y luego sobre A, esto permite determinar dos circunferencias (imagen 85). Gracias al
comando interseccion, se seleccionan ambas circunferencias y aparece el punto C (imagen 86).
Nuevamente con segmento se hace clic sobre los puntos B y C y luego sobre Ay C (imagen 87).

Finalmente se obtiene el triangulo ABC.
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Imagen 85. Puntos equidistantes a Imagen 86. Punto C determinado por Imagen 87. Triangulo equilatero
traves de la herramienta la herramienta interseccion. formado a traves de la herramienta
circunferencia segmento.

Esta estrategia de solucién funciona puesto que se acude a la congruencia de lados de este tipo de
triangulo, la cual se alcanza gracias al uso de las circunferencias congruentes. Bajo esta propuesta
de construccion se observa que los estudiantes no se percatan de la existencia de dos soluciones
posibles. Por otro lado, esta construccion pudo haberse llevado a cabo por medio de la herramienta
poligono, la cual se hubiera realizado de manera inmediata; por esa razén se observa que los
estudiantes no conocen todos los comandos del programa o prefieren quedarse con el algoritmo

aprendido acerca de la construccion de un triangulo con regla 'y compas replicandola en GeoGebra.
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En este caso la argumentacion parece estar mas dada a los objetos geométricos que a las
herramientas del programa, lo que juega un papel de bondad con respecto a la inferencia de

propiedades desde la definicion del objeto.

6.3.Construya el centro de una circunferencia dada
Reglay Compas - Grupo A

Dada la circunferencia, con ayuda de la regla se trazan cuatro rectas tangentes a la circunferencia
(m, n, 0y p) por diferentes puntos, de tal forma que el resultado asemeje a un cuadrado, sea este
ABCD (imagen 88). Luego se trazan las diagonales de este (imagen 89). El punto de interseccion
de estos segmentos se nombra E, siendo ademas el centro de la circunferencia, como se muestra

en la imagen 90.

Imagen 88. Construccion de rectas o
tangentes a la circunferencia con Imagen 89. Construccion de las Imagen 90. Punto E determinado por

regla. diagonlaes del cuadrado. la interseccion de las diagonales del
cuadrado.

La idea para dar solucion a este ejercicio estaba basada en la construccion de un cuadrado
circunscrito a una circunferencia por medio de rectas tangentes y de la interseccién de sus
diagonales. Sin embargo, este tipo de construccion no es correcta en tanto que no se construyen
con precision las rectas tangentes, dejando una alta posibilidad a que el cuadrilatero no sea
cuadrado, a razon de que las rectas no son perpendiculares entre si, por ello es poco probable que
la interseccion de las diagonales del cuadrilatero sea realmente el centro de la circunferencia.

Respecto al rol del medio empleado, la regla especificamente, este solo se emplea para construir
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rectas, mientras que el compas no se involucra en absoluto. Por este motivo se ve reflejado la
deficiencia nombrada por Sarasua (2013) y Rosales y Guzman (2016), la cual especifica la falta
de motricidad fina la cual puede llevar a la inexactitud en la construccién de figuras geométricas.
Una de las deficiencias que no es mencionada por los autores consiste en la falta de conocimiento
de construccion de rectas paralelas y perpendiculares que llevan al estudiante a construir figuras

geomeétricas sin rigurosidad y por tanto a errores en la construccion.
Regla'y Compas - Grupo B

Dada la circunferencia, se traza con el compas una circunferencia con centro en A y un radio
cualquiera, siendo A un punto que pertenece a la circunferencia dada, se marca uno de los puntos
de interseccion entre las circunferencias, siendo este B. Nuevamente, con ayuda del compas, se
realiza una circunferencia con centro en B y radio AB, se marcan los puntos de interseccion, P y
Q, de las circunferencias con centros en A y en B; también se marca el punto de interseccion,
siendo este C, entre la circunferencia con centro en B y la circunferencia dada (imagen 91). Del
mismo modo se traza la circunferencia con centro en C y radio AB, se marca el punto de
interseccion entre la circunferencia con centro en C y la circunferencia dada, siendo este D (imagen
92); se marcan los puntos de interseccién entre las circunferencias con centros en C y B y son
nombrados R y S. Con ayuda de la regla se trazan las rectas PQ y RS, el punto de interseccién de
ambas rectas es nombrado G el cual es el centro de la circunferencia, como se muestra en la imagen

93.
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Imagen 91. Construccion de Imagen 92. Circunferencia la cual Imagen 93. El punto G es el centro
circunferencias las cuales determina otra cuerda distinta de la de la circunferencia.
determinan una cuerda de la circunferencia dada.

circunferencia dada.
Bajo esta perspectiva de solucion se observa que los estudiantes construyen dos cuerdas de la
circunferencia y luego sus respectivas mediatrices, lo cual es alcanzado con ayuda de las
circunferencias. Al trazar estas rectas se determinan dos diametros de la circunferencia, los cuales
al intersecarse determinan el centro de la circunferencia. En este sentido, esta propuesta involucra
objetos geométricos como mediatriz, cuerda, diametro y propiedades asociadas a estos. El rol que
juega el compas en esta construccion es el de encontrar puntos que equidistantes, en este caso R,
S, Py Q, para lograr construir las mediatrices que se usan para hallar el centro de la circunferencia.
La solucion de esta tarea refleja beneficios nombrados por autores como Chassapis (1998) y
Pefiuela (2015) los cuales aluden a la asimilacion de diferentes conceptos de la geometria y la

definicion de circunferencia como todos los puntos que equidistan de uno.
Doblado de papel - Grupo A

Dada la circunferencia m, se dobla el papel de tal manera que el circulo se divida en dos partes
iguales (imagen 94). Esto se realiza nuevamente, determinando asi un doblez diferente al primero
(imagen 95). Se marca con un lapiz la interseccion de ambos dobleces como C, este es el centro

de la circunferencia (imagen 96).
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Imagen 94. Doblez en el que la Imagen 95. Doblez 2 en el que la Imagen 96. Se determina el centro de

circunferencia se superpone a ella cicunferencia se superpone a ella la mrcgn{)elrednmc? :JOI’ de'o del
misma. misma por un lado distinto al oblado del papel.
primero.

Esta propuesta de construccion involucra el didmetro como objeto geométrico, asi como algunas
propiedades de este. Adicionalmente, la forma en que se involucra el papel y se realizan los
dobleces, deja ver un nexo entre esta cuerda y el eje de simetria de una circunferencia. Al construir
dos diametros distintos de la misma circunferencia, se garantiza que la interseccion de estos
corresponda al centro de la circunferencia. En esta construccion el rol del papel posibilita que el
didmetro se muestre como un eje de simetria de la circunferencia, consiguiendo encontrar el centro
de la circunferencia. Este tipo de construccion es exclusiva de este medio, puesto que permite
superponer objetos geométricos creando ejes de simetria. Por otra parte, se ve reflejado bondades
del medio como que este permite el desarrollo de la psicomotricidad fina, la observacién y la

percepcion espacial lo cual es mencionado por autores como Avilés (2016) Blanco y Otero (2005).

Doblado de papel - Grupo B

Dada la circunferencia, se inicia doblando el papel de tal modo que los lados horizontales de la
hoja se doblen hacia el interior de la misma, con el fin de que los dobleces realizados sean tangentes
a la circunferencia (imagen 97), estos dobleces son nombrados m y n. De igual manera doblan los
otros dos lados de la hoja, obteniendo asi las rectas p y g. De esta manera se obtiene asi el cuadrado
ABCD, en el cual estd inscrita la circunferencia (imagen 98). Despues de inscribir dicha

circunferencia en el cuadrado se realizan los dobleces que contienen las diagonales del cuadrado.
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El punto de interseccion de estos Gltimos dobleces se nombra M y corresponde al centro de la

circunferencia (imagen 99).

Imagen 99. Dobleces determinados por

Imagen 98. Dobleces verticales las diagonales del cuadrilatero formado.
tangentes a la circunferencia.

Imagen 97. Dobleces horizontales
tangentes a la circunferencia.

Apoyados en la forma rectangular de una hoja de papel, los estudiantes realizan dobleces los cuales
logran heredar las propiedades de perpendicularidad y paralelismo; como consecuencia a ello la
figura construida con dichos dobleces es un paralelogramo, cuyos lados opuestos son paralelos.
Ahora bien, los dobleces realizados anteriormente también se construyen de manera que sean
tangentes a la circunferencia, por ello el paralelogramo corresponde a un cuadrado, el cual esta
circunscrito a la circunferencia dada y por tanto al hallar la interseccién de sus diagonales se
determina el centro de la circunferencia. Esta manera de afrontar la tarea deja ver que los
estudiantes construyen el cuadrado apoyados en las propiedades de paralelismo y
perpendicularidad de la hoja haciendo coincidir al menos uno de sus lados sobre el mismo para
que el doblez logre heredar la perpendicularidad; este paso de la construccién no hubiera sido
posible si al estudiante se le hubiera presentado el problema en una hoja cuya forma fuera irregular.
Por otro lado, fue necesario acudir a representaciones visuales para construir las rectas tangentes
a la circunferencia, lo que conlleva a que el estudiante deba tener una motricidad fina. De lo
contrario, las rectas tangentes no lo serian y por tanto el punto hallado después de toda la

construccion no seria el centro de la circunferencia. Por ello se ve reflejada la bondad mencionada
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por Blanco y Otero (2005) que hace alusion al desarrollo de la psicomotricidad fina, al igual que
la mencionada por Avilés (2016) en la que promueve el desarrollo de la visualizacion paciencia y

cuidado.
GeoGebra - Grupo A

Dada la circunferencia, en esta se construyen los puntos B, C y D. Posteriormente, con la
herramienta mediatriz se seleccionan los puntos C y D y aparece en la pantalla la recta m, mediatriz
de estos dos (imagen 100). Con la herramienta interseccion se seleccionan la recta m y la
circunferencia, lo que lleva a determinar los puntos E y F. Luego, con la herramienta medio o
centro se hace clic sobre el punto E y el punto F y aparece el punto G, punto medio de estos dos,

que a su vez es centro de la circunferencia (imagen 101).

Imagen 100. Mediatriz de una de las cuerdas de la
circunferencia dada por la herramienta mediatriz. Imagen 101. Punto medio de uno de los diametros de la
circunferencia gracias a la herramienta medio o centro.

Esta construccion funciona puesto que, al construir la mediatriz de cualquier cuerda de la
circunferencia, determinar el diametro contenido en esta recta (el cual es obtenido por los dos
puntos de interseccion entre la mediatriz y la circunferencia) y hallar su punto medio se determina
el centro de la circunferencia. Puesto que se conoce por definicion que en el didametro esta
contenido el centro de la circunferencia y que su punto medio corresponde al centro de la misma.
Por ello, determinar el punto medio de este segmento lleva a obtener el punto buscado. En este

tipo de construccién se observa que los estudiantes no conocen todas las herramientas que
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proporciona el programa, dado que con la herramienta medio o centro se hubiera podido solucionar
el problema. Sin embargo, la estrategia empleada pone en juego objetos geomeétricos como cuerda,
mediatriz, didmetro y punto medio, brindando asi mayor riqueza en los conocimientos movilizados
bajo esta propuesta. Este enfoque guarda mucha semejanza con el que se podria emplear al abordar
el problema con regla y compas, por lo que en este caso el medio involucrado corporeiza en gran

medida el ambientado por regla y compas.
GeoGebra - Grupo B

Dada la circunferencia en pantalla, se usa la herramienta punto para construir dos puntos,
nombrados C y D, que pertenezca a la circunferencia inicial. Después con la herramienta
circunferencia centro punto se hace clic sobre el punto C y luego sobre el punto D, obteniendo asi
la circunferencia con centro en C y radio CD; con la misma herramienta se construye la
circunferencia con centro en D y radio CD. Con ayuda de la herramienta interseccion se selecciona
la circunferencia inicial y la circunferencia con centro en D obteniendo de esta manera el punto de
interseccion, el cual se nombra E. nuevamente con la herramienta circunferencia centro punto se
selecciona el punto E y luego el punto D, construyendo asi la circunferencia con centro en E y
radio ED (imagen 102). Seleccionando la herramienta recta y los puntos de interseccion entre las
circunferencias con centros en D y E, sean estos P y Q, se construye la recta PQ; de la misma
manera seleccionando los puntos de interseccidn entre las circunferencias con centros en D y C,
siendo estos R y S, se construye la recta RS. Gracias a la herramienta interseccion se seleccionan
las rectas RS y PQ y automaticamente se construye el punto G el cual es el centro de la

circunferencia B (imagen 103).
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Imagen 102. Dos cuerdas de la circunferencia Imagen 103. La interseccion de las mediatrices de las
construidas a traves de circunferencias congruentes. cuerdas permiten obtener el centro de la circunferencia a
traves de las herramientas mediatriz e interseccion.

Esta forma de abordar el problema deja ver una réplica de la solucién realizada con regla'y compas,
por lo que su analisis es el mismo. Sin embargo, utilizar este medio garantiza la precision del
resultado, asunto que con regla y compas podria no alcanzarse con seguridad. En este caso no se
puede inferir el rol que juega GeoGebra es representar de manera dindmica los objetos que se

pueden construir con regla'y compas.

6.4.Construir un angulo congruente al dado de tal forma que compartan un lado
Regla'y Compas - Grupo A

Se construyen los rayos AB y AC, con ello el angulo CAB. Con la regla se traza una recta n,
paralela a uno de los rayos, esta recta interseca el otro rayo en el punto P (imagen 104). Se dibujan
los puntos R y S de tal modo que pertenezcan uno al rayo AB y el otro a la recta n (imagen 105).

El &ngulo RPS es congruente al angulo CAB.
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Imagen 105. Se deerminan angulos congruentes con
Imagen 104. Construccion de una recta paralela a otra regla y compas.
por medio de la regla.

Esta propuesta de construccion se sustenta en angulos correspondientes y una propiedad que estos
satisfacen cuando estan comprendidos entre paralelas. Pese a ello, la propuesta presentada no se
ajusta a lo solicitado por la tarea, ya que los angulos debian compartir un lado. Por otro lado, la
recta paralela es construida solamente con la regla, por lo que no goza de precisién en su
construccién. De esta manera se observa que se delega a la regla la construccion de rectas con
propiedades especificas, como la equidistancia, que por si sola no puede cumplir, por ello se
evidencia en primera instancia que la falta de motricidad fina lleva a la inexactitud de la
construccién de la recta paralela; esta deficiencia es nombrada por Sarasua (2013), Rosales y
Guzman (2016). Por otra parte, se observa una deficiencia la cual es la construccion de objetos
geométricos sin rigurosidad, dado que esto lleva al estudiante a considerar propiedades y

caracteristicas de los objetos que no son verdaderas.
Regla'y Compas - Grupo B

Con ayuda de la regla se construyen los rayos AC y AB. Con el compas se traza una circunferencia
con centro en Ay radio AP, el punto P pertenece al rayo AB (imagen 106). Se marca el punto de
interseccion entre la circunferencia y el rayo AC, este se nombra R. Con el compas se construye
la circunferencia con centro en R y radio RP (imagen 107) y la interseccion entre esta y la primera
circunferencia distinta a P se nombra Q. Utilizando la regla se traza el rayo AQ, de esta manera el

angulo QAC es congruente al angulo CAB (imagen 108).
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Imagen 107. Construccion de puntos Imagen 108. Construccion del rayo
Imagen 106. Construccion de los équi distantes. faltante para la construccion de

primeros puntos equidistantes. angulos congruentes.

Al realizar la primera circunferencia se determinan dos radios de la misma, en este caso los
segmentos AP y AR, los cuales son congruentes. Luego al construir la segunda circunferencia se
determinan puntos equidistantes y por ello dos radios de la circunferencia, en este caso los
segmentos RP y RQ, los cuales en efecto son congruentes. Finalmente, al construir el segmento
AQ se determina un radio de la primera circunferencia obteniendo asi tres segmentos congruentes
y por tanto dos triangulos, APR y ARQ, cuyos lados correspondientes son congruentes. En
consecuencia, estos triangulos son congruentes y por ello se puede concluir que sus angulos
internos también lo son. El rol del compés en esta construccion es aquel de construir puntos
equidistantes y segmentos congruentes, por tanto, se manifiesta la definicién de circunferencia
como todos los puntos que equidistan de un centro (Chassapis, 1998) y el desarrollo de capacidades

cognitivas y practicas (Ayala 2008).
Doblado de papel - Grupo Ay B

Dado el angulo ABC en el papel se realiza doblez determinado por los puntos B y C (imagen 109).
Simultaneamente, sin desdoblar el papel, se realiza el doblez determinado por los puntos B y A
(imagen 110). Finalmente, al desdoblar se observa un tercer doblez resultante, este se nombra BD

(imagen 111).
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Imagen 111. Obtencion del angulo
congruente a través del doblado del

papel.

Imagen 110. Doblez determinado por

Imagen 109. Doblez determinado por el otro lado del angulo.

un lado del angulo.
Al realizar el primer doblez determinado por el rayo BC se observa que este funciona como eje de
simetria para determinar el otro angulo congruente. Al mantener el primer doblez y realizar el
doblez que se determina por los puntos B y A, se logra copiar el rayo BA. Al desdoblar
completamente el papel se observan los angulos ABC y DBC y se deducen como congruentes,
debido a que estos coinciden al doblar sobre el eje de simetria. En esta oportunidad el papel es
empleado para calcar objetos geométricos gracias a la traslucidez del mismo, crear ejes de simetria
y comprobar propiedades de congruencia a través de la superposicion de los objetos geométricos.
Se ven reflejadas bondades del papel como percibir propiedades geométricas de forma intuitiva al
calcar el rayo del angulo creando uno congruente (Gonzales y Larios, 2001, citado por Sarasua,
2013), ademas de favorecer procesos de visualizacion, validacion y el desarrollo de la

psicomotricidad fina (Blanco y Otero,2005; Carvalho y Santa, 2015)
GeoGebra - Grupo A

Dado el angulo ABC con la herramienta angulo se seleccionan los puntos C, B 'y A en ese orden,
de esta manera el programa proporciona la medida del angulo, imagen 112. Con el comando
angulo dada su amplitud se hace clic sobre los puntos C y B, en ese orden. Posteriormente, en la

ventana emergente se digita el nimero que aparece en la pantalla correspondiente al angulo ABC
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y se selecciona la opcion sentido anti horario, de esta manera en pantalla aparece el punto C’
(imagen 113). Con semirrecta se construye el rayo BC’, obteniendo el angulo CBC’ congruente al

angulo ABC (imagen 114).

. , Imagen 113. Construccion del punto
Imagen 112. Medida del &ngulo dado g . . P Imagen 114. Comprobacon de la
; - , que determina el angulo congruente congruencia de los angulos
por medio de la herramienta angulo. a través de la herramienta anaulo 9 9
g congruentes con GeoGebra.

dada su amplitud.
Esta propuesta de construccion muestra que dos angulos son congruentes por la igualdad de sus
medidas. Sin embargo, por la forma en que se construye el segundo angulo, la construccion no
funciona bajo arrastre, dado que al mover el punto C la medida del angulo ABC cambiara, pero la
medida del angulo CBC’ quedara estatica. Por ello el rol de la geometria dinamica se rige por la
facilidad de construir objetos, en este caso angulos a parir de su medida, sin involucrar objetos
geomeétricos adicionales. Por otra parte, un aspecto relevante en esta construccion es la falta de
dinamismo para comprobar que se cumple la congruencia de los angulos siempre y no solo en una

situacion especifica.
GeoGebra - Grupo B

Dado el angulo ABC en pantalla, se utiliza la herramienta, angulo para medir el angulo, para ello
se seleccionan los puntos A, B y C (imagen 115). Luego con la herramienta angulo dada su
amplitud se seleccionan los puntos A y B, simultaneamente aparece una ventana en la que se

ingresa el nombre del &ngulo dado, en este a y se selecciona el sentido horario para que el punto
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que se construya sea diferente al punto C. De esta forma se construye el punto A’ y con ello el

angulo A’BA, cuya medida es igual a la del angulo BAC (imagen 116).

Imagen 115. Medida del &ngulo dado a través de la
herramienta angulo.

Imagen 116. Construccion del &ngulo congruente por
medio de la herramienta angulo dada su ampltud.

Esta construccion funciona dado que al usar la herramienta angulo dada su amplitud y seleccionar
el angulo completo se selecciona el angulo en general, lo que conlleva a que bajo el arrastre el
angulo sea siempre congruente. En esta oportunidad GeoGebra aporta precision en la construccion
y facilidad de construir objetos geométricos, en este caso un angulo a partir de su medida. También
proporciona la comprobacion de la construccion por medio del arrastre, lo que conlleva a la
generalizacion a partir de un caso especifico. En este caso, la argumentacién y los conceptos
quedan limitados a la visualizacion, deficiencia nombrada por Gomez y Carulla (1998) y Mariotti
(2006).

6.5.Dados tres puntos no colineales, construir un paralelogramo de tal modo que los tres

puntos sean vértices de este.
Reglay Compas - Grupo Ay B

Inicialmente, con la regla se trazan los segmentos AB y AC, con el compas se copia la distancia
entre los puntos Ay B y se construye la circunferencia con centro en C y radio AB. De manera

similar, se construye la circunferencia de centro B y radio AC (imagen 117). Se marca el punto de
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interseccion de las circunferencias con centros en C y B que esté en el interior del angulo ABC,

sea este D. Finalmente, con la regla se trazan los segmentos BD y DC (imagen 118).

S Imagen 118. Construccion de los lados del

Imagen 117. Construccion de puntos equidistantes por paralelogramo con la regla.

medio del compas.
Esta construccion involucra una propiedad de los paralelogramos, aquella que menciona la
congruencia de sus lados opuestos. Al construir las circunferencias y encontrar el punto de
interseccion entre ellas se determinan segmentos opuestos congruentes y por tanto un
paralelogramo. Esta forma de afrontar la tarea deja ver en el compas un uso ligado a la
conservacion de distancias, aspecto relevante de acuerdo a lo que geométricamente sustenta este
tipo de solucidn. De esta manera se ve manifestado lo expuesto por Pefiuela (2015) quien menciona
que se permite el analisis e interpretacion de diferentes representaciones y Chassapis (1998) al

mencionar la inferencia de caracteristicas que son necesarias del objeto geométrico.
Doblado de papel - Grupo Ay B

Se marcan los tres puntos no colineales en la hoja, siendo estos A, By C. Se dobla el papel de tal
manera que el doblez resultante contenga a los puntos A y B, luego se realiza un doblez que
contenga a los puntos B y C (imagen 119). Se realizan varios dobleces paralelos al doblez BC, los
cuales intersecan al doblez AB, tratando que uno de estos dobleces contenga al punto A (imagen
120). De la misma manera se realiza un doblez que contenga a los puntos A y B y posteriormente

varios dobleces paralelos a este, tratando que uno de estos dobleces contenga al punto C. Cuando
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los dos dobleces buscados se obtienen se marca el punto D como su punto de interseccion (imagen

121).

Imagen 119. Dobleces determinados ~ Imagen 120. Dobleces Imagen 121. Dobleces
por los puntos no colineales. aparentemente paralelos al doblez aparentemente paralelos al doblez
BC AB

Esta manera de abordar el problema nos deja ver que el paralelogramo se involucra como un
cuadrilatero que tiene dos pares de lados paralelos. Al intentar construir los lados paralelos a los
dos que se tienen desde el principio (dobleces AB y BC), se construyen dobleces de manera no
rigurosa que cumplan esta propiedad, por lo que no se puede garantizar que estos sean realmente
paralelos. El rol que juega el papel en esta construccion es el de permitir construir dobleces que
tengan la misma inclinacién para determinar con ello rectas paralelas. Una deficiencia de este
medio es la falta de motricidad fina del estudiante puesto que esta puede llevar a la inexactitud de
la construccion de la figura geométrica, ademas la bondad que menciona que los estudiantes
perciben propiedades geométricas de forma intuitiva (Gonzales y Larios, 2001, citado por Sarasua,
2013) puede también ser una deficiencia en este caso, debido a que los estudiantes dejan de lado
las propiedades de los objetos geométricos lo cual le aportaria mas significado a la construccién

de dicha solucién.

GeoGebra - Grupo Ay B

En la pantalla se tienen los puntos A, B y C no colineales. Con la herramienta segmento se hace

clic sobre el punto A y B luego sobre B y C, de esta manera se construyen los segmentos AB y
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BC. Utilizando la herramienta paralela se hace clic sobre el segmento BC y luego sobre el punto
A, construyendo la recta m; de la misma manera se hace clic sobre el segmento AB y se hace clic
sobre el punto C, construyendo la recta n (imagen 122). Posteriormente, con interseccién se hace

clic sobre las rectas m y n y se construye el punto D (imagen 123).

Imagen 122. Construccion de rectas paralelas a los Imagen 123. Cuadrilatero ABCD a traves de las
segmentos por medio de la herramienta paralela. herramientas interseccion y segmento.

La anterior estrategia de solucion funciona, en cuanto se acude a la propiedad del paralelogramo
que sefiala que sus lados opuestos son paralelos. Esta se materializa al utilizar la herramienta
paralela. En este caso las herramientas de GeoGebra utilizadas aportan en dos aspectos
principalmente, a saber, aportan agilidad en el proceso de construccion y al mismo tiempo
precision en el resultado obtenido. Sin embargo, este enfoque de trabajo no deja ver si el estudiante
tiene claridad sobre la forma en que se construye una recta paralela a otra dada, pues la inmediatez
del comando involucrado delega todo el trabajo al recurso involucrado y por tanto la que la
argumentacién y los conceptos quedan limitados a la visualizacion (Goémez & Carulla, 1998;
Mariotti, 2006). Esto lleva a pensar en lo que hubiera sucedido si dicha herramienta no existiera
en el menu del programa, pues en este caso se hubiera necesitado acudir a propiedades del
paralelogramo que permitieran su construccion (v.g. lados o angulos opuestos congruentes,

angulos adyacentes suplementarios).

90



6.6.Construir el punto medio de un segmento
Reglay Compas - Grupo Ay B

Con ayuda de la regla se traza el segmento AB. Con el compas se traza la circunferencia con centro
en Ay radio AB, de la misma manera se construye la circunferencia con centro en B y radio AB.
Se marcan los puntos de interseccion de ambas circunferencias construidas, sean estos C y D
(imagen 124). Con la regla se traza la recta CD y el punto de interseccion entre la recta y el

segmento dado se nombra M, el cual es punto medio del segmento (imagen 125).

Imagen 124. Construccién de puntos equidistantes con el Imagen 125. Punto medio del segmento por medio de
compas. regla y compas.

Esta construccion funciona dado que se construye la mediatriz del segmento, lo que se logra con
ayuda de las circunferencias auxiliares y sus puntos de interseccion, los cuales equidistan de los
extremos del segmento AB. Como se sabe que la mediatriz es una recta perpendicular al segmento
por su punto medio, se puede asegurar que la interseccion del segmento y de la mediatriz es el
punto deseado. En esta oportunidad la regla es utilizada apenas para trazar rectas, mientras que el
compas se involucra como recurso para determinar puntos que equidisten de los extremos del
segmento, por esta razon, se ve relejada la definicién de circunferencia como todos los puntos que
equidistan de un centro, bondad mencionada por Chassapis (1998), ademas en esta construccion
se permite la asimilacion de diferentes conceptos de la geometria (Pefiuela, 2015), como lo es la

mediatriz.
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Doblado de papel - Grupo A

Se traza el segmento AB y se dobla el papel creando una recta que contenga al punto A sea paralela
al lado de la hoja, siendo nombrada m. De la misma manera se realiza el doblez de tal manera que
la recta creada contenga al punto B y sea paralela a la recta m, sea esta n (imagen 126). Con ambos
dobleces realizados se hace coincidir el punto Ay el punto B y se realiza el doblez p. Finalmente

se marca el punto de interseccion entre la recta p y el segmento AB, el cual se nombra M, véase

imagen 127.
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Imagen 126. Dobleces paralelos a los lados de la hoja Imagen 127. Mediatriz del segmento dada a partir de la
por los extremos del segmento. superposicion de los puntos A y B.

En la propuesta presentada las rectas m y n no tienen gran importancia en el proceso de solucion,
sumado esto a la gran posibilidad de error en el paralelismo con el cual una se construye a partir
de laotray la perpendicularidad que se dice que estas tienen con el segmento dado. Posteriormente,
al hacer coincidir los puntos A y B se construye la mediatriz del segmento AB, donde una de las
propiedades de este objeto permite declarar que su interseccion con el segmento corresponde al
punto medio del segmento. El rol que juega el papel en la solucién de este ejercicio es el de doblar
para superponer objetos geométricos, de poder construir rectas paralelas o perpendiculares debido
a la superposicion de los lados de la hoja. Debido a este medio se crea la posibilidad de establecer
un eje de simetria, en este caso el eje de simetria se convierte en la mediatriz del segmento, también

se identifica el desarrollo de la psicomotricidad fina, la percepcion espacial, la observacion vy el

92



desarrollo de procesos de validacion (Carvalho y Santa, 2015; Blanco y Otero, 2005; Avileés,

2016).
Doblado de papel — Grupo B

Se realiza con ayuda de una regla el segmento AB y se realiza el doblez determinado por los puntos
Ay B, creando asi la recta AB (imagen 128). Se hacen coincidir los puntos A y B superponiéndolos
y se marca el doblez. Luego con un lapiz se marca el punto de interseccion entre los dos dobleces

realizados, siendo este M (imagen 129).

s
=3 -
s

s
s
z

Imagen 128. Doblez determinado por los puntos Ay B. Imagen 129. Punto medio construido por medio de la
superposicion de los extremos del segmento.

En la propuesta de construccion se acude a la superposicion de los puntos, para lo cual se apoyan
en la recta que los contiene para que estos sean mas evidentes, luego se construye la mediatriz del
segmento superponiendo los puntos extremos del segmento. El punto de interseccion entre el
doblez correspondiente a la mediatriz y el doblez correspondiente al segmento es el punto medio
del mismo. El rol del papel para esta construccion es el de poder superponer objetos geométricos
y de esta manera ejes de simetria, lo cual es exclusivo de este medio. Ademas, por medio de esta
solucion el estudiante logra desarrollar la visualizacion y la validacion de la construccion,
beneficio nombrado por Carvalho y Santa (2015). Por otra parte, la imprecisiéon o la falta de

motricidad fina podria hacer que la construccion no sea precisa, lo que juega como una deficiencia.
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GeoGebra - Grupo Ay B

En pantalla se construye el segmento AB con la herramienta segmento, haciendo clic sobre la
pantalla para crear el punto A y luego el punto B. Ya teniendo el segmento construido, con el
comando medio o centro se hace clic sobre Ay despues sobre B. De esta manera aparece el punto

C que es punto medio del segmento (imagen 130).

Imagen 130. Punto medio por medio de la herramienta medio o centro.

Bajo esta propuesta de solucion no se reconoce algun objeto geométrico involucrado. Dado que
existe una herramienta que de manera inmediata construye el punto deseado, no se requiere por
parte de los estudiantes movilizar algin conocimiento. Esta situacion podria ser distinta si dicha
herramienta no existiera, o si la tarea solicitara explicitamente en su enunciado no acudir a esta
herramienta. La forma de abordar esta tarea no permite decir si los estudiantes tienen conciencia
de la forma en que este punto se obtiene, o si apenas reconocen la herramienta como una caja
negra, lo cual hace que la argumentacion esta ligada a la visualizacion de dicha construccién, lo

que se considera una deficiencia de la tecnologia (Gomez & Carulla, 1998; Mariotti, 2006).

%94



6.7.Dado un segmento y un punto no colineal construir un segmento congruente al dado

cuyo extremo sea el punto dado
Reglay Compaés - Grupo Ay B

Se dibujan los puntos A, B y C no colineales. Con la regla se traza el segmento AB, con el compas
se toma la distancia entre los puntos Ay By se traza la circunferencia con centro en C y radio AB
(imagen 131). Posteriormente se toma cualquier punto de la circunferencia llamandolo D y se traza
el segmento determinado por los puntos C y D. El segmento CD es congruente al segmento AB

(imagen 132).
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Imagen 131. Construccion de puntos equidistantes con Imagen 132. Construccion de segmentos congruentes por
regla y compéas tomando como referencia un punto no medio de regla y compaés.

colineal.
Esta construcciéon funciona dado que se involucra la circunferencia como lugar geométrico de
puntos que equidistan de uno fijo. Igualmente, esta propuesta se apoya en la propiedad de
congruencia de los radios de la circunferencia. Por tanto, ambos segmentos lo son. El rol del
compas para esta solucion es apenas el de copiar medidas, mientras que el rol de la regla es el de
permitir construir segmentos de recta. En este sentido se ven ligadas dos bondades mencionadas
por Chassapis (1998), la primera que hace alusion a la definicion de circunferencia como todos los
puntos que equidistan de un centro y la segunda indica la inferencia de propiedades o

caracteristicas desde la definicion que son necesarias para los objetos, en este caso los segmentos
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cuyos extremos son el centro de la circunferencia y un punto que pertenecen a la circunferencia

son congruentes.
Doblado de papel - Grupo A

Se inicia trazando con lapiz el segmento AB y el punto C, no colineal con los puntos Ay B. Luego
se realiza el doblez que pasa por los puntos Ay B (imagen 133). Sin desdoblar la hoja, se superpone
el punto A con el punto C y se calca el punto B, luego se marca el punto D (imagen 134). Al
desdoblar la hoja se muestra el segmento congruente determinado por los puntos C y D, imagen

135.

Imagen 135. Segmentos congruentes

Imagen 134. Superposicion de dos a traves del doblado de papel.

Imagen 133. Doblez determinado por puntos.
los puntos del segmento.

Este tipo de solucion evoca la congruencia de segmentos a partir de la igualdad de sus medidas, lo
cual se logra al superponerlos. En este sentido, se puede ver que el uso dado al papel corresponde
al de copiar segmentos a partir de la superposicion, convirtiendo al segmento AB en una unidad
de medida que sirve para replicar el segmento original en otro lugar de la hoja. De esta manera
también se observan bondades como la visualizacién, la validez y la psicomotricidad fina

mencionadas por autores como Carvalho y Santa (2015) y Blanco y Otero (2005).
Doblado de papel - Grupo B

Se marcan en la hoja los puntos A, B y C no colineales. Se realiza el doblez determinado por los

puntos A y B; de la misma manera se determina el doblez por los puntos Ay C (imagen 136). Se

96



realiza un doblez del papel de tal manera que este sea paralelo al doblez AB y contenga al punto
C, este se nombra m (imagen 137). Asi mismo, se determina el doblez paralelo al doblez AC que
pasa por el punto B, siendo este n. Posteriormente se marca la interseccion de los dobleces my n,
siendo este D. Finalmente se marca el segmento CD, el cual es congruente con el segmento AB

(imagen 138).
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Imagen 136. Dobleces determinados Imagen 137. Doblez aparentemente Imagen 138. Doblez aparentemente
por los tres puntos no colineales. paralelo al doblez AB. paralelo al doblez AC.

La solucion de este problema acude a la propiedad del paralelogramo que sefiala la congruencia
de sus lados opuestos. De ahi el interés de construir rectas paralelas a los dos dobleces
representados en el papel que permitieran obtener este cuadrilatero. Sin embargo, la construccién
de las rectas paralelas no se hace con rigurosidad, esto conlleva a un posible error de precision y
por lo tanto un error en la construccion del segmento congruente. Se observa que el rol del papel
es el de construir rectas que aparentemente tengan la misma inclinacién, en consecuencia,
paralelas. Sin embargo, la falta de motricidad fina y de algoritmos que permiten la construccion
de rectas paralelas o perpendiculares de forma adecuada, hacen que la construccion no sea
verdadera y por tanto los estudiantes acuden a la visualizacion; lo cual puede jugar como una

deficiencia dado que los estudiantes se fian de propiedades que no son verdaderas.
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GeoGebra - Grupo Ay B

Con la herramienta segmento se construye el segmento AB, haciendo clic en dos lugares distintos
de la pantalla para construir los extremos del segmento. Utilizando el comando punto se hace clic
en otro lugar de la pantalla, lo que lleva a construir el punto C. Luego, con la opcion circunferencia
(centro, radio), se hace clic en el punto C y en la ventana emergente se ingresa el nombre del
segmento AB, lo que permite en Gltimas construir una circunferencia de centro C y radio AB
(imagen 139). Posteriormente, con punto se coloca un punto D sobre la circunferencia y con la

herramienta segmento se hace clic sobre C y D, construyendo el segmento CD (imagen 140).

N

Imagen 139. Construccion de puntos equidistantes a Imagen 140. Construccion del segmento congruente por
traves de la herramienta circunferencia centro, radio. medio de GeoGebra.

Esta construccion involucra a la circunferencia como lugar geométrico de puntos que equidistan
de uno fijo y la propiedad de congruencia de los radios de esta. En esta oportunidad las
herramientas empleadas agilizan la construccion del segmento congruente con alta precision,
ademas el método empleado permite modificar el segmento construido originalmente a través del
arrastre y con ello ver que la circunferencia se modifica instantineamente, lo que aportaria
evidencia empirica sobre la validez de la construccion realizada. Este enfoque es idéntico al que
se podria involucrar si se trabajara con regla y compas, lo que deja ver que los estudiantes no

reconocen otras herramientas mas rapidas en el programa que proporcionarian el mismo resultado.
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6.8. Dado el segmento AB encuentre un punto M en el segmento tal que 3SAM=AB

Regla'y Compas - Grupo A
Inicialmente se traza el segmento AB con la regla. Luego se traza un rayo AC, tal que C no

pertenece a la recta AB; con ayuda del compas se traza una circunferencia con centro en C y radio
AC y se marca el punto P, el cual es el otro punto de interseccion entre la circunferencia con centro
en C y el rayo AC; de la misma manera se traza la circunferencia con centro en P y radio AC,
siendo Q el otro punto de interseccidn entre la circunferencia y el rayo AC (imagen 141). Se traza
con ayuda de la regla el segmento QB y posteriormente los segmentos paralelos a este por los
puntos P y C, siendo estos r y s respectivamente (imagen 142). Debe notarse que los segmentos
paralelos se construyeron apoyados en la condicion visual mas no de manera precisa. Se marcan

los puntos M y N los cuales son la interseccion de los segmentos paralelos ry s con el segmento

Ay

AB respectivamente. Finalmente, se concluye que AB=3AM.
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Imagen 142. Construccion de rectas aparentemente
paralelas por medio de la regla.

Imagen 141. Construccion de puntos equidistantes
colineales.
La anterior forma de solucién permite ver que al momento de construir con el compas tres

segmentos congruentes y luego realizar las rectas paralelas se determinan tres triangulos
semejantes, en particular el triangulo AQB es semejante al triangulo ACM. Dado que la distancia

entre los puntos Ay Q es tres veces la que hay entre Ay C, entonces la distancia entre Ay B es
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tres veces la distancia que hay entre los puntos A y M. Sin embargo, dichos tridngulos podrian no
ser semejantes puesto que la manera de construir las rectas paralelas no fue la adecuada. En esta
oportunidad la regla, ademas de permitir el trazo de lineas rectas, apoya la construccion de rectas
paralelas a partir de una dada, aunque esta construccion se apoya en la percepcion visual. El
compas en esta oportunidad favorece la construccion de segmentos congruentes colineales. De esta
manera se ven desarrolladas diferentes bondades descritas por Chassapis (1998) y Pefiuela (2015),
puesto que se usa la definicion de circunferencia como todos los puntos que equidistan de un centro
y a su vez este tipo de construccién favorece la asimilacion de diferentes conceptos geométricos

ayudando al andlisis e interpretacion de diferentes representaciones geométricas.
Regla'y Compas - Grupo B

Se traza el segmento AB con ayuda de la regla, se toma el compas y con él un valor
aproximadamente de un tercio del segmento y este se va ajustando hasta que, al hacer dos cortes
en el segmento, las distancias entre los puntos sea la misma (imagen 143). Luego se marcan los
puntos M y P, los cuales dividen al segmento en 3 partes iguales, como se puede observar en la

imagen 144.

Imagen 143. Construccion de arcos de circunferencia Imagen 144. Triseccion del segmento por medio de la
aparentemente equidistantes. exploracion y la equidistancia.

Esta forma de solucion no es apropiada para abordar el problema puesto que estd basada en una

estrategia de ensayo y error, por ello es probable que tenga lugar algin margen de error. Sin
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embargo, en tanto este error no se dé, la estrategia de solucién planteada lleva a la obtencion de
los dos puntos buscados. EI compas es utilizado para la construccion segmentos congruentes
evocando con ello el concepto de circunferencia como todos los puntos que equidistan de un centro
(Chassapis, 1998); sin embargo, este tipo de construccion manifiesta una deficiencia, puesto que
la falta de motricidad fina puede llevar a la inexactitud en la construccion del punto buscado

(Sarasua, 2013; Rosales y Guzman, 2016).
Doblado de papel - Grupo A

Se traza el segmento AB, luego se doblan los bordes de la hoja de tal manera que cada doblez
resultante contenga a uno de los extremos del segmento, tal como se muestra en la imagen 145.
Posteriormente se realizan dos dobleces sobre el papel de tal manera que uno se superponga con
el doblez que contiene al punto A y el otro se superponga al doblez que contiene al punto B, tal
como se muestra en la imagen 146. Finalmente se desdobla y se marcan los puntos de interseccion
entre los ultimos dos dobleces construidos y el segmento AB, los cuales se nombran My C (imagen

147).
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Imagen 146, parte superior de la

Imagen 145. Dobleces verticales hoja. Imagen 147. Construccion de puntos

paralelos a los lados de la hoja. equidistantes a traves del doblado de
papel.

El segmento AB no satisface paralelismo con ninguno de los lados de la hoja, sin embargo, al

realizar los dobleces que contienen al punto A y al punto B, estos son paralelos entre si, en tanto
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son perpendiculares al borde inferior de la hoja. Cuando se construyen los dos primeros dobleces
se busca delimitar el espacio de la hoja, haciendo exclusivo el espacio del segmento a trisecar.
Luego se busca realizar dos dobleces paralelos entre si y al mismo tiempo paralelos los dobleces
principales lo que lleva a que se determinen cuatro dobleces paralelos. En el borde inferior de la
hoja los cuatro dobleces determinan tres segmentos congruentes entre si, asunto que lleva a
justificar desde la proyeccion paralela que los tres segmentos determinados también deben ser

congruentes entre Si.

En esta oportunidad el papel se usa de dos maneras distintas. La primera deja ver un uso de las
propiedades fisicas del papel, a través de la cual se construyen los primeros dos dobleces que
resultan ser paralelos, de este modo los estudiantes acuden a propiedades geométricas de manera
intuitiva, bondad mencionada por Gonzales y Larios (2001, citado por Sarasua, 2013). La segunda
forma se ve a través de la manipulacién que permite construir los siguientes dos dobleces.
Finalmente, vale la pena mencionar que el proceso presentado demanda una motricidad o
manipulacion del papel muy precisa, lo cual propicia en el estudiante un desarrollo de la

psicomotricidad fina (Blanco y Otero, 2005)
Doblado de papel — Grupo B

Se toma un lado vertical de la hoja y se dobla hacia el interior de tal manera que los lados
horizontales se sobrepongan a si mismos (imagen 148). Luego con el otro lado vertical de la hoja
se lleva hacia el doblez realizado anteriormente (como si fuese un folleto), como se muestra en la

imagen 149. Finalmente se verifica si los tres segmentos son iguales (imagen 150).
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en la que se experimenta que los tres
Imagen 149. Doblez en el que se segmentos sean congruentes.
superpone el lado de la hoja al

doblez anterior.

Imagen 148. Doblez paralelo al lado
de la hoja.

La manera en la que se da solucién a este problema es correcta, sin embargo, no se toma un
segmento cualquiera, dado que el segmento tomado es el largo de la hoja, y sus extremos
pertenecen a dos rectas perpendiculares al mismo. Por ello se construyen dos dobleces
perpendiculares al segmento dado y paralelos a los lados verticales de la hoja, formando tres
paralelogramos congruentes debido a la superposicion de los lados horizontales a si mismos. Dado
que el papel y la forma de la hoja permiten la comprobacién de igualdad de medidas entre las areas
y la herencia de propiedades como la perpendicularidad y el paralelismo, se puede comprobar que
los segmentos construidos a través de las perpendiculares son congruentes y por tanto la triseccion
del lado horizontal de la hoja. En este sentido se promueve el desarrollo de la percepcién espacial
del estudiante y la verificacion de propiedades de congruencia, aspectos resaltados por autores
como Blanco y Otero (2005) y Carvalho y Santa (2015). Finalmente, esta construccion no hubiera

sido posible si la forma del papel hubiera sido diferente a un paralelogramo.
GeoGebra - Grupo A

Se inicia construyendo el segmento AB con el comando segmento, haciendo clic sobre la pantalla
dos veces en diferentes partes para construir dicho segmento. Luego gracias al comando punto se

construye un punto C haciendo clic en cualquier lugar de la pantalla. Utilizando segmento y
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utilizando los puntos A y C se crea el segmento AC. Posteriormente con la herramienta
circunferencia centro punto se hace clic primero sobre Ay luego sobre el segmento AC, creando
la circunferencia con centro en Ay radio AD, con ayuda del comando interseccion se corrobora
que el punto D sea el Unico punto de interseccion entre la circunferencia con centro en Ay el
segmento AC. Haciendo uso de circunferencia centro punto se realiza la construccién de otras dos
circunferencias para obtener tres segmentos congruentes AD, DE y EF (imagen 151). Con la
herramienta segmento se construye el segmento FB y con paralela se construyen las rectas
paralelas al segmento FB por los puntos D y E, siendo estas m y n respectivamente. Finalmente,
usando la herramienta interseccién se determinan los puntos de interseccién entre las rectasmy n

con el segmento AB, obteniendo los puntos G y H (imagen 152).

Imagen 151. Construccion de puntos equidistantes Imagen 152. Construccion de rectas paralelas por medio
colineales gracias a la herramienta circunferencia de la herramienta paralela.
centro, punto.

La anterior estrategia de solucién involucra la definicion de semejanza de triangulos, pues al
construir tres segmentos congruentes y al trazar las paralelas al segmento BF por los extremos de
los segmentos congruentes (D y E) se determinan dos triangulos semejantes, EGA y DHA, al
triangulo ABF. Se concluye que las recta m y n trisecan al segmento AB. Esta manera de resolver
la tarea deja ver que los estudiantes acuden a operaciones ligadas a otros artefactos, dejando de

lado opciones que la geometria dinamica les puede ofrecer o que tal vez no conocen todas las
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herramientas que este ambiente brinda. En este sentido, se evidencia que usan el programa de la

misma forma que usarian la regla y el compaés.
GeoGebra - Grupo B

Con la herramienta segmento se construye el segmento AB, haciendo clic sobre la pantalla en
diferentes lugares para construir los extremos del segmento. Gracias al comando segmento de
longitud dada se construye el segmento AC, ingresando la expresién AB/3 en la casilla de entrada
que da el programa en la pantalla (imagen 153). Posteriormente con limitar/liberar punto se
selecciona el segmento AB y el punto C, obteniendo a C en al segmento AB, como se observa en

la imagen 154.

Imagen 153. Segundo segmento determinado por la Imagen 154. Extremo del segmento contenido en el
herramienta segmento dada su amplitud, cuya medidaes  segmento dado gracias a la herramienta limitar/liberar.
la tercera parte del segmento dado.

Este tipo de solucidn es correcta puesto que al construir el segmento con la herramienta segmento
de longitud dada se crea un segmento con una longitud fija. Sin embargo, la expresion ingresada
permite conservar la relacion “medir la tercera parte” a través del arrastre. Ademas, con la
herramienta limitar/liberar punto se hace que el punto C pertenezca al segmento. El artefacto
involucrado permite construir el punto deseado de manera precisa, conservando la propiedad
deseada, sin embargo, la argumentacién y los conceptos quedan limitados a la visualizacion
(Gomez & Carulla, 1998; Mariotti, 2006). Por otra parte, la funcién de arrastre permite corroborar

el cumplimiento de esta propiedad al manipular los extremos del segmento.
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7. Discusion

En el anterior capitulo presentamos de manera descriptiva el proceso de solucién llevado a cabo
por los estudiantes al afrontar cada tarea. En esa descripcion se mencionaban aspectos como los
objetos geométricos involucrados y el papel que se daba a la tecnologia que involucraron para dar
respuesta a la tarea. En este capitulo, con el fin de reconocer las bondades y limitantes de cada
tecnologia involucrada, comparamos las producciones de los estudiantes con cada tecnologia
atendiendo a los objetos geométricos movilizados y el rol dado al recurso mismo. Pretendemos
que las producciones de los estudiantes, de acuerdo con el recurso involucrado, se agrupen y

permitan asi reconocer las bondades y limitaciones buscadas.

Presentamos en este capitulo un analisis en el que se presentara para cada una de las tareas
implementadas la comparacién entre los conceptos trabajados y el uso de cada tecnologia. Lo cual
incluird: el nombre general del concepto trabajado en la tarea, el enunciado general de la tarea, un
cuadro en el cual se enmarcan las definiciones y propiedades usadas por los estudiantes a la hora
de resolver el problema y el uso de la tecnologia y finalmente un parrafo en el que se realiza una

comparacion mas descriptiva.

7.1. Construir un angulo de 30° dado uno de sus lados

Tabla 10. Comparacion entre conceptos y el uso de cada tecnologia en la solucion de la tarea 1.

Objetos geométricos Rol del recurso

Regla y compés Tridngulo equilatero inscrito en una Obtener de puntos que equidistan de otros
circunferencia, medida de los angulos  con la ayuda de circunferencias.
del tridngulo equilatero y definicion

de bisectriz.
Triseccion de segmentos. Copiar medidas.
Doblado de papel Definicion de bisectriz Superponer rectas.
Angulos  determinados por las Comprobacion de congruencia entre
diagonales del rectangulo. angulos por medio de la superposicion.
GeoGebra No se reconoce. Crear angulos de una medida fija.
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Resolver esta tarea con ayuda de GeoGebra es algo casi inmediato, puesto que solo se necesita del
comando angulo dada su amplitud para construir el angulo, por ello no se reconoce en la estrategia
involucrada objeto geométrico alguno. A pesar de que esta herramienta aporta la precision en la
medida del a&ngulo construido, se puede evidenciar que sus aportes en la movilizacion de objetos
geométricos no tienen comparacion con el logrado con ayuda de la regla y el compas, pues este
recurso no tecnoldgico pone en juego asuntos como la definicion de triangulo equilatero, la
propiedad de la medida de sus angulos y la construccion auxiliar de la bisectriz de uno de estos
angulos. Por lo anterior esta tecnologia promueve el tratamiento de un objeto geométrico desde un
punto de vista alterno, en el que se involucran propiedades no accesibles a simple vista y se cuenta

con un grado de confianza sobre el resultado obtenido, en este caso el angulo cuya medida es 30.

La otra construccion realizada con este recurso exhibe aproximaciones no rigurosas y la presencia
de objetos geométricos cuya finalidad no es clara, ejemplo de ello es la construccion de un arco y
la construccion de rectas paralelas solamente usando la regla. De la misma manera se intenta
establecer propiedades no verdaderas para dar solucion a la tarea, considere por ejemplo la
intencion de trisecar el angulo de 90 a partir de la triseccion de un segmento opuesto a dicho

angulo.

Por otra parte, con el doblado de papel los estudiantes se valen de algunos dobleces para trisecar
el angulo de 90, especificamente acuden a dobleces que representan la bisectriz de un angulo. Sin
embargo, esta aproximacidn no es correcta. De la misma manera, se intenta construir un angulo de
30 usando las diagonales de un rectangulo y los angulos determinados por estas, aunque esto no

arrojard el resultado deseado en todo momento.

7.2. Construir un triangulo equilatero dado uno de sus lados

Tabla 11. Comparacion entre conceptos y el uso de cada tecnologia en la solucion de la tarea triangulo equilatero.
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Objetos geométricos Rol del recurso

Regla y compas Lados congruentes, equidistancia, Construir puntos que equidistan de unos
circunferencias. dados.

Doblado de papel ~ Segmentos congruentes, simetriaaxial EIl papel se usa como un compas con el
y mediatriz. animo de copiar distancias y encontrar ejes
de simetria a través de dobleces.

GeoGebra Definicion de triangulo equilatero, Construir puntos que equidistan de unos
congruencia de  segmentos y dados.
circunferencia.

Al resolver esta tarea con GeoGebra se utiliza la herramienta circunferencia (centro, punto) y con
ella la definicion de triangulo equilatero, la cual menciona la congruencia de sus lados. Por ello la
construccidn que se realiza con esta tecnologia permite garantizar que los puntos que se obtienen
de las intersecciones de dos circunferencias (cuyos radios son segmentos congruentes) equidistan
entre si y por tanto los segmentos determinados por estos puntos son congruentes. No obstante, los
estudiantes pudieron usar herramientas mas inmediatas como el comando poligono regular, sin
embargo, prefirieron hacer uso de la herramienta circunferencia, lo cual los llevaria a asegurar muy
facilmente los tres lados del tridngulo congruentes. Cabe mencionar que la construccién realizada
con este medio es idéntica a la que se realiza con regla y compas, en consecuencia, moviliza los

mismos aspectos.

Por otra parte, cuando la tarea se resuelve con ayuda del doblado de papel, los estudiantes
involucran dos procedimientos de distinta naturaleza. En primer lugar, para construir la mediatriz
de uno de los lados del triangulo se hace uso, gracias a las propiedades fisicas del medio, de la
simetria axial, lo que permite obtener el eje de simetria al superponer uno de los extremos del
segmento con el otro. La recta determinada por esta operacion muestra el lugar geométrico al cual
pertenece el tercer vértice del triangulo. En un segundo momento, con el &nimo de encontrar el
lugar exacto de la mediatriz en el cual estd el tercer vértice, los estudiantes improvisan una

estrategia que se apoya en la manipulacion del papel. Esta consiste en realizar un doblez a través
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del cual se hace rotar el lado inicial del tridngulo alrededor de uno de sus extremos de tal manera
que el otro extremo quede sobre la mediatriz. Esta accion deja ver que se busca recrear un compas
en el medio que se esta utilizando. La validez de esta construccion se da gracias a la conservacion
de las distancias por la mediatriz y por la rotacion del segmento que corresponderia a uno de los

radios de la circunferencia.

Las soluciones dadas con las tres tecnologias tienen como aspecto comun el uso de la definicién
de triangulo equilatero. Sin embargo, lo que se realiza con doblado de papel deja ver el uso de

otros objetos geométricos, lo que lleva a que esta propuesta sea mas rica en cuanto a los conceptos

involucrados en comparacion a las otras.

7.3.Construya el centro de una circunferencia dada

Tabla 12. Comparacion entre conceptos y el uso de cada tecnologia en la solucion de la tarea centro de circunferencia.

Objetos geométricos

Rol del recurso

Regla 'y compés

Doblado de papel

GeoGebra

Circunferencia  inscrita en un
cuadrado, rectas tangentes, diagonales
de cuadrado.

Definicion de cuerda de
circunferencia, mediatriz, diametro de
circunferencia y propiedades
asociadas a estos.

Definicién didmetro de circunferencia
y propiedades asociadas a estos
objetos.

Paralelismo y  perpendicularidad,
definicibn de rectas tangentes,
circunferencia inscrita en un cuadrado
y propiedades de sus diagonales.

Definicién de cuerda,
didmetro y punto medio.

mediatriz,

Definicion de cuerda de
circunferencia, mediatriz, diametro de
circunferencia y propiedades
asociadas.

Construir  rectas tangentes a una
circunferencia por medio de la regla. El
compas no se usa en esta construccion.

Construir  puntos equidistantes  para
determinar el centro de la circunferencia el
cual es la interseccién de dos mediatrices de
cuerdas de esta.

Superponer objetos geométricos de manera
que el diametro de la circunferencia sea
visto como eje de simetria.

Superponer rectas para heredar propiedades
de paralelismo y perpendicularidad de los
bordes de la hoja de papel.

Construir objetos geométricos de forma
inmediata.

Construir objetos geométricos de forma
inmediata.

Al solucionar esta tarea con GeoGebra se obtiene como beneficio la agilidad y precision al usar

herramientas como mediatriz, punto e interseccion puesto que estas no tienen margen de error. Sin
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embargo, se desprecian herramientas inmediatas que tiene el programa para la solucién de esta.
Las dos construcciones realizadas con GeoGebra permiten observar que en ambas se hace uso de
definiciones como cuerda, mediatriz y diametro, dado que son similares las construcciones. Por
esa razon, en ambas se construyen cuerdas de la circunferencia y las mediatrices de estas
(construidas una con el comando y otra por medio del algoritmo de regla y compas) obteniendo
asi uno o dos diametros de la circunferencia dependiendo el caso. No obstante, en ellas difiere la
obtencion del centro de la circunferencia, ya que en una de las construcciones realizadas se usa la
definicion de didmetro, la cual hace alusion a que su punto medio es el centro de la circunferencia
y en la otra una propiedad del diametro que sefiala que la interseccion de dos didmetros de la

circunferencia es el centro de esta.

La construccion con regla 'y compas funciona dado que se puede demostrar que la interseccion de
las mediatrices de dos cuerdas de la circunferencia es el centro de ella. Sin embargo, la otra
solucion propuesta con ayuda de la regla y el compas no es correcta dado que la idea principal era
circunscribir un cuadrado en la circunferencia dada y al hallar la interseccion de las diagonales del
cuadrado, se encontraria el centro de la circunferencia. Pero al tener que construir las rectas que
contienen los lados del cuadrado circunscrito, el procedimiento empleado no es riguroso y por lo
tanto estas podrian ser o0 no tangentes a la circunferencia, del mismo modo podrian ser o0 no ser
perpendiculares y por tanto no es posible justificar que la construccidn sea verdadera. Esta forma
de construccién también se lleva a cabo con doblado de papel, en la cual es posible demostrar que
las rectas que contienen los lados del cuadrado son perpendiculares, pero similarmente a la
construccidn con regla y compas, no se puede asegurar que dichas rectas sean realmente tangentes
a la circunferencia. Por tanto, esta construccion recurre a propiedades graficas y a la motricidad

fina del estudiante.
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Por otro lado, la otra solucién propuesta con doblado de papel requiere de motricidad fina, de la
definicion de diametro de circunferencia y de la propiedad de que la interseccion de dos diametros
de la circunferencia es el centro de la circunferencia. La manera de construir los didmetros es
diferente en esta oportunidad. Los didmetros se construyen haciendo coincidir la circunferencia

con ella misma, doblandola por la mitad.

7.4.Construir un angulo congruente al dado de tal forma que compartan un lado

Tabla 13. Comparacion entre conceptos y el uso de cada tecnologia en la solucién de la tarea &ngulo congruente.

Objetos geométricos Rol del recurso

Regla y compés Definicibn de éangulos alternos Construir rectas paralelas solamente usando
internos, propiedades de é&ngulos laregla
opuestos por el vertice.

Definicion de equidistancia, Copiar medidas por medio del compés y
congruencia de radios de construir segmentos de recta por medio de la
circunferencia 'y congruencia de regla.

triangulos.
Doblado de papel Definicién de angulos congruentes. Construir objetos geométricos a partir de la
superposicion de rectas. Simetria axial.
GeoGebra Definicion de angulos congruentes. Construir angulos congruentes por medio de

la herramienta angulo dada su amplitud.

Resolver esta tarea con GeoGebra se hace sencillo, puesto que se necesita de una sola herramienta,
angulo dada su amplitud, para lograr construir un angulo congruente a otro, bajo la definicion de
angulos congruentes. Sin embargo, esta herramienta se puede utilizar de dos maneras, dado que es
posible ingresar un valor dado o la variable que corresponde a la medida del angulo dado. De esta
manera al ingresar un valor y comprobar con la herramienta arrastre, moviendo uno de los rayos
del angulo dado, el angulo construido no es congruente al otro; mientras que al ingresar la variable
con la que esta definido el &ngulo y comprobar el angulo construido es congruente al otro. Por este
motivo se infiere que no basta con conocer las herramientas que ofrece el programa, sino que

también se debe conocer el uso de cada una de ellas.
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Al proponer esta tarea con otra tecnologia como regla y compas se manifiesta la construccion de
unarecta paralela a uno de los lados del &ngulo, mientras que el otro lado queda como recta secante,
esto con el fin de determinar dos angulos alternos internos y opuestos, los cuales son congruentes
al angulo dado. Aunque se cumple la congruencia de los angulos, no se da una de las caracteristicas
que se dan en la tarea, puesto que, no comparten un lado. Esto nos lleva a concluir que la
construccién no es la apropiada para darle solucién a la tarea. Por otra parte, se realizé otra
construccién en la cual se usa la definicion de equidistancia, y la de radios congruentes, en la cual
el compas tiene la mayor participacion, dado que, es usado para copiar distancias. Esta
construccién evoca un algoritmo ya definido para copiar la medida de los angulos y por tanto es

funcional.

La forma en la que se resuelve esta tarea con doblado de papel pone en evidencia la definicion de
angulo congruente, dado que se realiza el primer doblez, el cual funciona como un eje de simetria
para determinar el lado del otro angulo, construyéndolo asi de la misma medida y por tanto
congruente al dado. Por este motivo se puede inferir que las construcciones con las tres tecnologias
son similares en cuanto a las definiciones usadas pero diferentes en la manera de construir cada

una, es decir que cada una de ellas favorece algo que la otra no.

7.5.Dados tres puntos no colineales, construir un paralelogramo de tal modo que los tres

puntos sean vértices de este.

Tabla 14. Comparacion entre conceptos y el uso de cada tecnologia en la solucion de la tarea paralelogramo.

Objetos geométricos Rol del recurso

Regla'y compés Los lados opuestos del paralelogramo  Uso del compaés ligado a la conservacion de
son congruentes. distancias.

Doblado de papel Los lados opuestos del paralelogramo  Construir rectas con la misma inclinacién,
son paralelos para obtener rectas paralelas.

GeoGebra Los lados opuestos del paralelogramo  Construir rectas paralelas por medio de la
son paralelos herramienta paralelas.
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Resolver esta tarea en GeoGebra se convierte en un proceso muy sencillo, debido a que se usa la
herramienta recta paralela en dos ocasiones, lo que aporta agilidad y precision. Si bien es cierto
que se puede evidenciar que en esta construccion se promueve el uso de la definicion de
paralelogramo y por ello el uso de la herramienta paralela, al proponer esta misma tarea con las
otras tecnologias, las limitaciones de no contar con esta herramienta inmediata llevan a los
estudiantes a movilizar otro tipo de cosas. Por ejemplo, al utilizar doblado de papel los estudiantes,
para construir las rectas paralelas, buscaron realizar dobleces que tuvieran la misma inclinacion,
lo que los llevaria a obtener el paralelismo entre estos dobleces si entendemos esta relacion desde
un punto de vista de la geometria analitica. Sin embargo, el proceso de construccién de estos
dobleces no evoco una construccion que permitiera garantizar que los dobleces eran realmente
paralelos. Los estudiantes acudieron a la percepcion visual y la manipulacién del papel para tratar

de obtener lo deseado.

Por otro lado, cuando se propone esta tarea para resolver con regla y compas, nos damos cuenta
de que lo ocurrido en las dos tareas anteriores, que era evocar la propiedad del paralelismo del
paralelogramo, queda de lado porque ahora los estudiantes acuden a otra propiedad que es la
congruencia de los lados opuestos. Aun cuando ellos hubieran podido utilizar procedimientos con
regla y compas para la construccion de rectas paralelas, consideraron mas facil construir un
paralelogramo a partir de la congruencia de los lados opuestos y en este caso el compas se convierte
en una herramienta apropiada puesto que favorece esto de manera sencilla y rapida. Por ello, en

esta tarea la regla y el compas favorecen algo que no favorecen las otras dos.

7.6.Construir el punto medio de un segmento

Tabla 15. Comparacion entre conceptos y el uso de cada tecnologia en la solucion de la tarea punto medio.

Objetos geométricos Rol del recurso
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Regla y compas Definicion de mediatriz. Construir puntos que equidistan de los
extremos del segmento. Trazar segmentos
de recta por medio de la regla.

Doblado de papel Definicidn de rectas perpendicularesy  Construir objetos geométricos a partir de la
mediatriz. superposicién de puntos.

Definicién de punto medio. Construir objetos geométricos a través de la
superposicién de puntos.

GeoGebra No se reconoce Construir el punto medio del segmento
usando la herramienta punto medio

Al solucionar esta tarea con GeoGebra no se reconoce una definicion o concepto arraigado a la
construccion, puesto que gracias a la herramienta punto medio, al hacer clic sobre el segmento,
aparece dicho punto. En consecuencia, esta tecnologia no proporciona al estudiante una
oportunidad de exhibir conocimientos que le permitan construir este punto. Por otra parte, al
proponer esta tarea con otra tecnologia se reconoce la definicion de mediatriz y punto medio, esta
es la situacion de regla'y compas y doblado de papel. La diferencia al resolver esta tarea entre estas
dos tecnologias es la manera en la que se construye la mediatriz, puesto que por medio del compas
se realizan dos circunferencias cuyos centros son extremos del segmento y su radio es el segmento
que estos determinan. De esta manera, las intersecciones de ambas circunferencias determinan una
recta que contiene todos los puntos que equidistan de los puntos extremos del segmento, siendo el

punto medio uno de ellos y obteniéndolo como la interseccion de la mediatriz con el segmento.

Por otra parte, con doblado de papel se reconoce en las dos construcciones realizadas la
importancia de delimitar el espacio para lograr construir el punto medio del segmento. En la
primera construccion se hace uso del doblado para construir rectas perpendiculares que pasen por
los extremos del segmento, lo cual es una propiedad heredada por el papel; en esta se determina la
mediatriz como la recta perpendicular al segmento que pasa por el punto medio construyéndolo
por medio de la superposicién de los puntos extremos del segmento y doblando la hoja

completamente; por lo tanto, se reconoce que no es necesario construir la mediatriz para obtener
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el punto medio, puesto que en este caso primero se construye el punto medio y luego la mediatriz.
En la segunda construccion se delimita el espacio determinando el doblez que contiene el segmento
y se hacen coincidir los puntos extremos del segmento, similar a lo construido en la primera
construccién. Sin embargo, en esta no se determina la mediatriz y se usa solamente la definicion

de punto medio.

En consecuencia, se puede observar que las tres construcciones son distintas entre si, por tanto,
favorecen procesos distintos de construccion y busqueda de propiedades o caracteristicas propias
del punto medio.

7.7. Dado un segmento y un punto no colineal construir un segmento congruente al dado

cuyo extremo sea el punto dado.

Tabla 16. Comparacion entre conceptos y el uso de cada tecnologia en la solucion de la tarea segmento congruente.

Objetos geométricos Rol del recurso
Regla 'y compés Radios de una circunferencia y Copiar medidas con el compés y construir
congruencia entre ellos. segmentos de recta por medio de la regla.

Doblado de papel Dos segmentos son congruentes si y  Copiar medidas a partir de la superposicion
solo si tienen la misma medida. de puntos.

Los lados opuestos del paralelogramo  Construir rectas con la misma inclinacion.
son congruentes.

GeoGebra Todos los radios de una circunferencia  Construir el segmento congruente con el
son congruentes. comando circunferencia (centro, radio) o la
herramienta compas.

Para la solucion de esta tarea en GeoGebra se acude a la definicion de radio de circunferencia,
particularmente la congruencia entre ellos. La forma en que se usa el comando circunferencia
guarda mucha similitud a la que se emplearia al utilizar regla’y compas. Parece que los estudiantes
buscan la posibilidad de recrear lo que harian con reglay compas utilizando esta tecnologia digital,
debido a que el compas facilita la construccion de circunferencias y con ello la obtencion de puntos
que equidistan de uno fijo. Aun cuando existen comandos en GeoGebra que hubieran simplificado

esta tarea (segmento de longitud dada), lo que llevaria a pensar en un primer momento que no se
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utilizan las herramientas que el software provee para obtener resultados inmediatos, se puede ver
que la forma de proceder con esta tecnologia evoca propiedades como la congruencia de los radios

de la circunferencia lo que consideramos como un aspecto positivo.

Por otra parte, la forma como se resuelve el problema con el apoyo de doblado de papel pone en
evidencia relaciones geométricas como la equidistancia y objetos geométricos como el
paralelogramo. La equidistancia podria estar relacionada con la circunferencia puesto que al
superponer el punto extremo del segmento con el no colineal se intenta construir un radio de la
misma, sin embargo, se observa que al doblar el papel mediante la superposicién solo construyen
un punto que cumple la equidistancia y por ello es diferente el uso de las definiciones, aunque una
se relacione con la otra. En el caso del paralelogramo, se usa la propiedad de los lados opuestos
congruentes, propiedad que no estuvo presente en ninguna de las otras dos tecnologias aun cuando

esta podria construirse.

7.8.Dado el segmento AB encuentre un punto M en el segmento tal que 3AM=AB

Tabla 17. Comparacion entre conceptos y el uso de cada tecnologia en la solucion de la tarea triseccion del segmento.

Objetos geométricos Rol del recurso

Regla 'y compés Definicion de segmentos congruentes  Construir segmentos congruentes colineales
y semejanza de triangulos. por medio del compés.
Definicion de segmentos congruentes  Construir segmentos congruentes evocando
y circunferencia. la definicidn de circunferencia.

Doblado de papel Definicion de rectas paralelas. Construir rectas paralelas por medio de las

propiedades fisicas del papel, y dobleces
congruentes por medio de la manipulacién

del papel.
GeoGebra Semejanza de tridngulos, definicion Construir rectas paralelas por medio de la
de rectas paralelas herramienta  paralelas y  segmentos

congruentes por medio de la herramienta
circunferencia (centro, punto)

Triseccién de un segmento. Construir el segmento con la herramienta
segmento de longitud dada
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Al resolver esta tarea con GeoGebra se encontraron dos construcciones. La primera se resuelve de
manera sencilla por medio de la herramienta segmento de longitud dada donde se construye un
segmento el cual mide un tercio del segmento dado. Luego, para que la construccion cumpla todas
las especificaciones de la tarea, con la herramienta limitar/liberar punto se selecciona el segmento
dado y el extremo del segmento construido para que este pertenezca al segmento dado. Si bien es
cierto que se puede evidenciar que en esta construccion se promueve el uso de la definicion de
triseccion de segmento y por ello el uso de la herramienta anteriormente mencionada, también se
podria considerar otra construccién alterna haciendo uso de otras herramientas que promueve el
programa. La segunda construccion involucra herramientas como circunferencia (centro, punto),
paralela e interseccion, haciendo una construccion auxiliar en la que se realizan tres
circunferencias congruentes sobre un rayo y su punto extremo se une por medio de un segmento
con el extremo del segmento dado, construyendo asi un tridngulo. Finalmente, por medio de este
segmento se construyen, usando la herramienta de rectas paralelas, dos triangulos semejantes a la
inicial y por tanto la triseccion del segmento inicial. En este sentido se evidencia que esta
construccién es idéntica a la realizada con regla y compas, sin embargo, con este artefacto, los
estudiantes no lograron construir las rectas paralelas de manera rigurosa y acudieron a la

percepcion grafica. Por tanto, no se puede sustentar la veracidad de dicha construccion.

Una segunda construccién hace uso Unicamente del compas, alli se evidencia una estrategia de
ensayo Yy error, la cual es poco usual para dar solucion a tareas de este tipo. En esta solucion, se
tiene como finalidad construir tres segmentos congruentes dentro del segmento dado, por tanto, se
acude a la definicion de circunferencia y a la propiedad del compés de crear puntos equidistantes

para solventar la triseccion del segmento.
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Ahora bien, cuando se propone esta tarea con doblado de papel, se evidencia la definicidn de rectas
paralelas junto con la construccion de lo que podria denominarse es un folleto. En la otra
construccién se construyen rectas paralelas a los lados del papel que pasan por los extremos del
segmento, estas son construidas gracias a la forma rectangular de la hoja y con ayuda de los lados
de esta, por consiguiente, se superponen segmentos hasta que estos sean congruentes. De esta
manera se puede inferir que las construcciones con los tres artefactos son diferentes, en cuanto los

estudiantes no buscan replicar un algoritmo con otro artefacto.
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8. Conclusiones

Con base en los resultados y analisis realizado, respondiendo a la pregunta que motivd este estudio,

podemos mencionar las siguientes conclusiones:

Las bondades de regla y compas manifestadas por diferentes autores se evidenciaron en el analisis
de las tareas propuestas en este estudio (ver capitulo de analisis). En el andlisis de las tareas se
reconocieron diferentes bondades de esta tecnologia, la mayoria de estas agrupadas en la
fomentacion de la definicién de circunferencia debido a la estructura fisica del compas, la cual es
mencionada por Chassapis (1998). Ademas de ello, también se reconoce que los estudiantes a
través de esta tecnologia logran hacer uso de los conocimientos adquiridos previamente y a su vez
inferir caracteristicas propias de los objetos geométricos posibilitando la asimilacién de diferentes
conceptos favoreciendo la interpretacion y el andlisis de diferentes representaciones (Chassapis,
1998; Ayala, 2008; Pefiuela, 2015). Por otra parte, las deficiencias de este recurso expuestas por
autores como Sarasua (2013), Rosales y Guzman (2016) también fueron evidenciadas al construir
diferentes objetos geométricos en los que al usar el compas este se movia o su medida no era

exacta.

Ademas de todas estas bondades y deficiencias encontradas en la literatura y en el estudio, se
reconocio como deficiencia la falta de conocimiento de relaciones y procedimientos para la
construccién de algunos objetos geométricos como lo son las rectas paralelas y perpendiculares,
la cual se evidencio al momento de resolver la tarea triseccion del segmento y realizar una
construccién auxiliar la cual esta dada por rectas paralelas o al construir el centro de una
circunferencia cuya idea estaba basada en construir un cuadrado. Por ello se infiere que los
estudiantes no conocen o recuerdan los procedimientos de construccién y por ello recurren a la

percepcidn visual y tienden a construir rectas con inclinaciones similares (en el caso de las rectas
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paralelas) o rectas cuyo angulo determinado sea aparentemente de 90 (rectas perpendiculares),

llevando consigo a una argumentacion empirica.

En cuanto a las bondades de doblado de papel, se observo en el analisis de tareas bondades desde
la perspectiva de diferentes autores, tales como el desarrollo de procesos como la observacion,
validacion, la intuicion de diferentes propiedades, la percepcién espacial, la psicomotricidad fina
y los procesos de argumentacion (Carvalho y Santa, 2015; Blanco y Otero, 2005; Avilés, 2016;
Gonzales y Larios, 2001). Similarmente, se reconoce que la forma rectangular del papel puede
llegar a ser una ventaja, dado que el estudiante percibe la forma en que los dobleces pueden llegar
a heredar caracteristicas como el paralelismo y la perpendicularidad. Sin embargo, al tomar un
segmento que no sea paralelo a alguno de los lados de la hoja, la dificultad de realizar dobleces
paralelos a este segmento aumenta y por lo tanto los estudiantes recurren a la percepcién visual sin
tener en cuenta si el doblez realizado cumple 0 no con las caracteristicas atribuidas. Ademas de
esta bondad también se reconoce que los estudiantes juegan con propiedades del papel como su
translucidez para superponer, copiar y crear ejes de simetria con el fin de demostrar propiedades

como la congruencia de segmentos, angulos y areas.

Por otra parte, aunque en la literatura consultada no se encontraron autores que mencionaran
dificultades adicionales a la motricidad fina; por medio de la implementacion de las tareas se pudo
deducir que en muchos casos los estudiantes acuden a la visualizacion usandola como
demostracién, aun cuando lo construido no sea con rigurosidad, por ello esta bondad mencionada
por Carvalho y Santa (2015) también juega como una dificultad de la tecnologia. Otras deficiencias
que se perciben de esta tecnologia es la forma estatica de las situaciones y la falta de poder

comprobar medidas, puesto que los estudiantes pueden considerar valida una construccién por
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medio de la visualizacién, pero esta no ser cierta como por ejemplo lo sucedido con la tarea del

angulo de 30.

Adicionalmente, en la solucion de las tareas propuestas se evidencia el cambio de este artefacto a
una herramienta puesto que uno de los lados del papel se usa similarmente a un compas para lograr
construir puntos equidistantes, ejemplo de ello es la solucion de la tarea de triangulo equilatero

con doblado de papel.

En el caso de GeoGebra, la mayoria de las bondades atribuidas por los autores a esta tecnologia
estan ligadas a la herramienta arrastre, con la cual es posible generalizar propiedades, comprobar
la veracidad de una construccion, entre otras. En el desarrollo de este trabajo esta herramienta no
fue foco de interés, puesto que las tareas propuestas estaban ligadas a la construccion de objetos
geométricos mas no a la comprobacion de propiedades o generalizacion de estos. Por otra parte,
las soluciones tuvieron dos enfoques particulares: uno en el que bastaba conocer el comando y
usarlo; de esta manera, su solucion se daba de forma inmediata y no era necesario hacer uso de
definiciones ni propiedades atribuidas al objeto, ejemplo de ello el punto medio de un segmento y
angulo con una medida determinada, deficiencia mencionada por Mariotti (2006) y Gomez y
Carulla, (1998) y como complemento otro enfoque en el que los estudiantes buscaban replicar
procedimientos particulares de regla y compas, donde se hacia uso de herramientas como recta,
segmento y circunferencia (centro, punto) y se observaba que se acudia a las definiciones,

propiedades y caracteristicas del objeto geométrico.

Finalmente, se resalta en las construcciones realizadas con tecnologias no digitales (reglay compas
y doblado de papel) una mayor movilizacion de propiedades, caracteristicas y estrategias de
solucion en comparacion a las que se movilizaron con tecnologias digitales (GeoGebra). Por otra

parte, se evidencio que los estudiantes que conocen métodos de construccion con regla y compas
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pretenden replicarlos en GeoGebra usando comandos similares a esta tecnologia, lo cual aporta
mas protagonismo a las estrategias de solucion de las tecnologias no digitales. Ademas de ello, en
las sesiones con los estudiantes se logra observar que las construcciones con GeoGebra parecen
no interesarles demasiado dado que estas se pueden solucionar de manera inmediata; mientras que
con las tecnologias como regla y compéas y sobre todo doblado de papel intentan diferentes
métodos de construccién y a su vez pretenden comprobar la validez de este, lo cual motiva al

estudiante a seguir proponiendo estrategias de solucion.

Este trabajo nos lleva a pensar que, si se quiere obtener mayor riqueza en la apropiacion de un
objeto geométrico y conexidn de este con otros mas, se requieren tareas cuidadosamente disefiadas
que involucren distintas tecnologias, donde el proceso de solucion por parte de cada una sea
distinto. Como se vio en este estudio, esta consideracion llevo a la aparicion de distintas estrategias

de solucion y con ello de diversos nexos entre varios objetos geométricos.
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