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e Contenido

El cuerpo de este documento consta de seis capitulos. En el primer capitulo,
describimos el problema que abordamos en este estudio, los antecedentes
investigativos, la justificacion, y los objetivos que nos hemos propuesto. Asi,
mostramos las razones personales y profesionales que motivaron este estudio,
reconocemos la existencia de otros trabajos sobre la misma temaética
(consistente en describir el proceso evolutivo de los conceptos la funcién
logaritmo y exponencial, aunque con objetivos diferentes a los nuestros) y
explicamos las razones que nos llevaron considerar importante la realizacion
de este estudio.

En el segundo capitulo, presentamos los referentes tedricos que conducen la
realizacion de nuestro estudio. El capitulo consta de cinco apartados. En el
primero se define el concepto de herramienta didactica en el campo de
investigacion Formacion del Profesor de Matematicas. Seguidamente, en el
apartado dos, se hace una descripcién de doce de las herramientas didacticas
de mayor uso entre la comunidad de profesores de matematicas, destacando
las caracteristicas que describen a cada una de ellas. En el apartado tres, se
muestra la postura que asumimos sobre el concepto CDC del profesor de
matematicas, después de haber revisado los planteamientos de varios autores.
En el apartado cuatro, mostramos como la historia evolutiva de los conceptos
matematicos se puede constituir en un mediador que facilita la comprension y
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ensefianza de los mismos. En el Gltimo apartado se muestra la importancia de
incluir el componente historico como parte de los curriculos tendientes a la
formacion de futuros profesores de matematicas.

El tercer capitulo corresponde al disefio metodoldgico que hemos utilizado
para el desarrollo de nuestro trabajo de grado, el cual es de tipo documental-
cualitativo. Nuestra metodologia no se inscribe dentro de un tipo particular de
disefio metodoldgico, sino que goza de algunas caracteristicas de los disefios
metodoldgicos documental y cualitativo, de donde proviene el nombre que le
hemos atribuido. Es documental, en cuanto a que nuestras fuentes de
informacion y nuestros datos, corresponden a los diferentes documentos
histéricos sobre los conceptos de lo exponencial y lo logaritmico; y es
cualitativo en cuanto a que nuestros datos no son cuantificables, sino que
nuestras decisiones estan mediadas por la subjetividad, que estd ligada a
nuestra parte humana, a nuestros gustos y creencias.

En el capitulo cuatro se muestran los resultados y discusiones finales. Este
capitulo consta de tres apartados. El primer apartado consta de la
construccion de nuestra version de la interpretacion de la historia de los
conceptos de lo exponencial y lo logaritmico; alli decidimos conservar la
estructura manejada en el documento original de Cajori (1913), con algunas
ampliaciones con base en otros documentos. En el apartado dos se hace un
reconocimiento de seis ideas transcendentales que guiaron el desarrollo
evolutivo de los conceptos de lo exponencial y logaritmico y que hemos
denominado como hitos historicos. Estas ideas que a nuestro juicio fueron
transcendentales, son reconocidas de la misma forma por la mayoria de los
historiadores en sus respectivos documentos. En el apartado tres mostramos la
relacion entre los asuntos del CDC definidos por Pinto (2010) y la historia de
evolucion de los conceptos de exponencial y logaritmico. Pinto (2010) define
el CDC en tres componentes, los cuales a su vez los divide en tres categorias,
cada una de los cuales consta de diferentes asuntos.

En el capitulo cinco se muestran el disefio de las tres tareas (planteadas como
ejemplos de estrategias instruccionales para el profesor de matematicas), que
corresponden a las herramientas didacticas. La primera tarea pretende
promover la relacion entre las sucesiones aritmética y geométrica desde la
representacion tabular. En la segunda tarea se plantea la relacion geométrica
del area bajo la curva de la hipérbola equilatera y el logaritmo natural de un
namero en un intervalo dado. En la tercera tarea se expone la notacion como
parte de la actividad matematica, en nuestro caso las notaciones de los
conceptos logaritmico y exponencial. Finalmente se proponen las actividades
correspondientes a cada tarea y se hace una reflexion acerca de la fuente de
inspiracion de las tareas y cuales fueron los posibles aportes para el CDC del
profesor de matematicas.

En el capitulo sexto se dan las conclusiones finales con respecto a los
objetivos trazados inicialmente, qué se logrd hacer, qué aspectos quedaron
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pendientes por respuestas, y las nuevas preguntas que surgieron.

Metodologia

Nuestra metodologia consta de cuatro etapas. La primera consiste en la
organizacion y clasificacion documental por tematicas. Aunque inicialmente
los documentos se clasificaron en cuatro grupos diferentes, se vera que
durante el desarrollo de nuestro trabajo, solo se hizo énfasis en el grupo de
documentos historicos; los demas grupos documentales no fueron utilizados,
debido a que la informacion brindada por el grupo seleccionado fue lo
suficientemente amplia para permitirnos llevar a cabo el disefio final de cada
una de las herramientas didacticas. Por lo general, estos documentos constan
de algunos fragmentos originales, acompafiados de la interpretacion que de
ellos hacen los autores. La segunda etapa muestra la postura que asumimos
con respecto al CDC, ya que existen diferentes interpretaciones del mismo,
que dependen principalmente de los autores.

La tercera etapa corresponde a la descripcion de las caracteristicas de cada
una de las herramientas didacticas que son de uso comun en la formacién de
futuros profesores de matematicas. Para la eleccion de la herramienta
didactica tuvimos en cuenta que esta permitiera establecer una conexién entre
la historia de los conceptos de exponencial y logaritmo, los hitos historicos y
el CDC del profesor de matematicas. La cuarta etapa consiste en el disefio
final de las herramientas didacticas que surge como producto de las tres
etapas anteriores. De acuerdo con las decisiones tomadas, realizamos el
disefio de tres tareas, que corresponden a tres hitos historicos. La eleccion de
estos tres hitos historicos en preferencia de los tres restantes, se debio a las
siguientes razones: su mayor grado de afinidad con el CDC, a una cuestion de
gusto de los investigadores, y a la imposibilidad de abordar cada uno de los
hitos histéricos dentro del tiempo sefialado para la culminacién de este
estudio.

Conclusiones

1. Como producto de nuestro reconocimiento hecho al desarrollo histérico de los
conceptos de lo logaritmico y exponencial, podemos decir que la apropiacién de
dicho conocimiento aporta al CDC del profesor de matematicas en sus tres
componentes.

2. A raiz del proceso de apropiacion de la historia del concepto exponencial,
encontramos que su desarrollo no es independiente, sino que emerge ligado al
desarrollo de otros conceptos al interior de las matematicas, y fundamentalmente
esta ligado al desarrollo del concepto logaritmico, de manera que el uno no se
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puede comprender sin el otro.

3. Una de nuestras hipotesis de trabajo plantea que el uso de la herramienta
didactica Tareas, a través de la secuencia didactica, podria contribuir al CDC del
profesor de matemaéticas. Esta hipotesis la corroboramos mediante el disefio de
las secuencias de las Tres Tareas, las cuales tienen la intencion de aportar al
conocimiento matematico del profesor de matemaéticas al permitirle acceder a
otras maneras de representar los conceptos logaritmo y exponencial.

4. La vision que obtuvimos sobre los conceptos exponencial y logaritmico esta
ligada a las caracteristicas y documentos usados en esta historia, dado que la
mayor parte de los textos consultados hacen un uso o interpretacion de la historia,
de ahi que reconozcamos la posibilidad de otras visiones, otros usos e
interpretaciones de la historia de estos conceptos.

5. Las Tareas como herramienta didactica tienen la ventaja de permitirnos ilustrar
y potenciar hechos y principios matematicos especificos dentro de la historia de
los conceptos logaritmo y exponencial.

6. Dado que historicamente surgié primero el concepto de logaritmo y luego el de
exponencial, se da la posibilidad de hacer una propuesta curricular en la que se
haga la inversion en los contenidos ya que actualmente se presenta en el curriculo
primero la funcion exponencial y luego la logaritmica.

7. Dentro del reconocimiento historico realizado sobre los conceptos logaritmico
y exponencial, identificamos aspectos que hacen que se reconozca la actividad
matematica como actividad social.

8. El reconocimiento de la inventiva y recursividad humana para dar solucién a
problemas matematicos de gran complejidad le permite al profesor de
matematicas reconocer las matematicas como producto humano.

9. Un aporte al conocimiento del profesor de matematicas es el reconocimiento
del potencial de motivacion que pueden tener las paradojas en la evolucion de los
conceptos logaritmico y exponencial como promotoras del desarrollo
matematico.

10. Con la elaboracién de la Tarea sobre las notaciones de los conceptos
logaritmo y exponencial se reconoce que la notacion es parte fundamental de la
actividad matematica, como mediadora de la misma. Se evidencia que un cierto
tipo de notacion, predispone, favorece, limita, condiciona la forma de pensar y
determina la actividad matematica misma.

11. Durante la construccién de las Tareas que buscaban aportar al CDC del
profesor de matematicas, notamos que estas terminaron favoreciendo el
conocimiento matematico antes que el conocimiento didactico.

12. Los documentos y textos a los que tuvimos acceso no son de féacil
comprension debido a que estan en otro idioma y el s6lo hecho de traducirlos ya




se constituyen en una version aproximada a la original; lo cual hace que la
informacidn contenida en estos documentos y textos no estén al alcance de la
mayoria de los profesores de matematicas.

13. En relacién con nuestro proceso de profesionalizacion y el desarrollo de
competencias investigativas, la realizacién de este trabajo nos aporté en los
siguientes aspectos: primero, el fortalecimiento de habilidades relacionadas con
la escritura y comunicacion de textos académicos; segundo, el uso agil y eficiente
de diferentes fuentes y herramientas tecnoldgicas especializadas en el acopio,
analisis y procesamiento de informacion documental, y tercero, la puesta en
marcha de un procedimiento metodologico de investigacion que permita la
validacion coherente de las hipotesis.

14. Finalmente ponemos en consideracion del lector algunos aspectos que
surgieron a lo largo del desarrollo del trabajo y que quedan abiertos a futuras
investigaciones. Entre los principales aspectos podemos mencionar: el disefio de
Tareas para los Hitos Histdricos de: La Generalizacion, Las Discusiones e
Intentos Fallidos, Los Factores Sociales. Otros aspectos a desarrollar que surgen
de la historia de estos conceptos son: las paradojas, las diversas representaciones
del ndmero e, la relacion del logaritmo con los numeros complejos y su
representacion gréafica.

Oscar David Galeano Romero, Hermes Vianney Huérfano

Elaborado por:
P Correa, Israel Bocanegra Parra.

Revisado por: Edgar Alberto Guacaneme Suérez
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INTRODUCCION

Actualmente se reconoce la importancia del concepto matematico funcidon exponencial,
dentro de la comunidad matematica. Dicha importancia radica principalmente en que esta
funcion permite modelar diferentes situaciones y fendbmenos en varias disciplinas, como en
la Fisica, la Biologia, la Quimica, la Economia, entre otras. Pese a su importancia, desde
nuestro sentir como profesores de matematicas, encontramos que la ensefianza de este
concepto, no goza del tiempo suficiente dentro del curriculo de matematicas; y que
también, es poco lo que de ella se conoce, en cuanto a su génesis. En un sentido similar
Bartlett (2004) lo ha expresado a través de su frase célebre: “La mayor debilidad de los
seres humanos es su incapacidad para comprender la funcion exponencial”. Por las razones
anteriores, hemos querido desarrollar un estudio en torno al concepto matematico funcion
exponencial, con la idea de brindar un medio que facilite la comprension y reconocimiento
de aquellos aspectos contenidos en la historia que consideramos deben ser del dominio y
conocimiento de los profesores de matematicas. También pretendemos con esto, que los
aspectos sobre el conocimiento del proceso histérico de la funcion exponencial, no sean
del dominio de unos pocos, sino que, mediante el disefio de herramientas didacticas, estén
al alcance de los profesores de matematicas, y esto redunde en el fortalecimiento de su
Conocimiento Didactico del Contenido (CDC).

Igualmente reconocemos en la historia un escenario rico en ejemplos desde los cuales es
factible dotar de significado los diferentes conceptos matematicos que se quiere ensefiar.
De la misma forma, el conocimiento de cada uno de los procesos de razonamiento llevados
a cabo por el hombre, en su inventiva por dar solucién a problemas reales de su entorno,
pueden ser aprovechados para dotar de significado cada concepto, en este sentido la historia
se puede utilizar, como lo afirma Jones (1969, citado en National Council of Teachers of
Mathematics, 1971, p.1): “como una herramienta para que los estudiantes comprendan los
porqué detras de las afirmaciones en matematicas, para que vean y aprecien el sentido de
hacer y construir las matematicas”. De esta manera, la historia contribuye a recobrar la
imagen diluida por el tiempo de los conceptos, recordando con esto, que la actividad
matematica no se da solo en un aula de clase, sino que son parte del entorno social en el que
se desenvuelven las personas.

Nuestro objeto inicial era el estudio de la funcion exponencial, pero como producto de las
dos primeras fases de analisis documental, advertimos que, histéricamente, el nacimiento y
evolucidn del concepto funcidn exponencial, se encuentra intimamente ligado al proceso de
evolucion y desarrollo de la funcion logaritmo. Por esta razon, pretender desconocer este
hecho hubiese implicado abandonar nuestra idea inicial en el estudio; por lo tanto,
decidimos continuar con el estudio tanto de la funcién logaritmica como de la funcién
exponencial. Pese a esto, también reconocimos que el concepto de funcion es relativamente
moderno, por lo cual, nuestra revisién documental se remonta al estudio del desarrollo
historico de los conceptos de lo exponencial y logaritmico; estos son los dos conceptos que,
una vez desarrollados, vinieron a constituir las dos funciones anteriores. De igual forma,
encontramos que el concepto de lo logaritmico precede al de lo exponencial, es decir, que
la funcion exponencial emerge de la funcién logaritmica, lo que es contrario, a lo que
comunmente se ensefia desde el aula y a las secuencias seguidas por la mayoria de textos.



De esta forma, nuestro trabajo de grado se inscribe dentro del campo de investigacion
Formacion del Profesor de Matematicas, con el objetivo de llevar a cabo el disefio de unas
herramientas didacticas, que posibiliten la apropiacion de algunos elementos historicos, por
parte del profesor de matemaéticas, en relacion con los conceptos de lo exponencial y
logaritmico, que potencie su CDC.

El cuerpo de este documento consta de seis capitulos. En el primer capitulo, describimos el
problema que abordamos en este estudio, los antecedentes investigativos, la justificacion, y
los objetivos que nos hemos propuesto. Asi, mostramos las razones personales vy
profesionales que motivaron este estudio, reconocemos la existencia de otros trabajos sobre
la misma tematica (consistente en describir el proceso evolutivo de los conceptos la funcion
logaritmo y exponencial, aunque con objetivos diferentes a los nuestros) y explicamos las
razones que nos llevaron a considerar importante la realizacion de este estudio.

En el segundo capitulo, presentamos los referentes tedricos que conducen la realizacién de
nuestro estudio. El capitulo consta de cinco apartados. En el primero se define el concepto
de herramienta didactica en el campo de investigacion Formacion del Profesor de
Matematicas. Seguidamente, en el apartado dos, hicimos una descripcion de doce de las
herramientas didacticas de mayor uso entre la comunidad de profesores de matematicas,
destacando las caracteristicas que describen a cada una de ellas. En el apartado tres, se
describe nuestra postura sobre el concepto CDC del profesor de matematicas, después de
haber revisado los planteamientos de varios autores. En el apartado cuatro, mostramos
coémo la historia evolutiva de los conceptos matematicos se puede constituir en un mediador
que facilite la comprension y ensefianza de los mismos. En el Ultimo apartado se muestra la
importancia de incluir el componente histérico como parte de los curriculos tendientes a la
formacion de futuros profesores de matematicas.

El tercer capitulo corresponde al disefio metodoldgico que hemos utilizado para el
desarrollo de nuestro trabajo de grado, el cual es de tipo documental-cualitativo. Nuestra
metodologia no se inscribe dentro de un tipo particular de disefio metodoldgico, sino que
goza de algunas caracteristicas de los disefios metodolégicos documental y cualitativo, de
donde proviene el nombre que le hemos atribuido. Es documental, en cuanto a que nuestras
fuentes de informacion y nuestros datos, corresponden a los diferentes documentos
historicos sobre los conceptos de lo exponencial y lo logaritmico; y es cualitativo en cuanto
a que nuestros datos no son cuantificables, sino que nuestras decisiones estan mediadas por
la subjetividad, que esté ligada a nuestra parte humana, a nuestros gustos y creencias.

Nuestra metodologia consta de cuatro etapas. La primera consiste en la organizacion y
clasificacion documental por tematicas. Aunque inicialmente los documentos se
clasificaron en cuatro grupos diferentes, se vera que durante el desarrollo de nuestro
trabajo, solo se hizo énfasis en el grupo de documentos historicos; los demas grupos
documentales no fueron utilizados, debido a que la informacién brindada por el grupo
seleccionado fue lo suficientemente amplia para permitirnos llevar a cabo el disefio final de
cada una de las herramientas didacticas. Por lo general, estos documentos constan de
algunos fragmentos originales, acompafiados de la interpretacion que de ellos hacen los
autores. En nuestro caso consideramos conveniente tomar como referencia un documento
base: History of The Exponential and Logarithmic Concepts, Cajori (1913) de tal forma,
que los demas documentos contribuyeron a la ampliacion de algunos aspectos que
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consideramos relevantes para el desarrollo de nuestro trabajo de grado. De esta forma,
consideramos que la informacién brindada por los siete articulos de Cajori (1913) abarcaba
muchos aspectos; si a esto le sumamos las ampliaciones de algunas ideas en base a los
demas documentos, es entendible nuestra imposibilidad de poder abordar todos los aspectos
y asuntos tratados a lo largo de los siete articulos.

La segunda etapa muestra la postura que asumimos con respecto al CDC, ya que existen
diferentes interpretaciones del mismo, que dependen principalmente de los autores. Asi,
nuestro interés es dejar clara nuestra posicion respecto a este concepto y cémo fue
entendido y se debe entender a lo largo del trabajo. También, dejamos en claro que dentro
de los objetivos trazados para nuestro estudio, no esta el de teorizar sobre dicho concepto,
por lo cual para nosotros no fue de relevancia detenernos en discusiones sobre similitudes y
diferencias a la luz de los diferentes autores.

La tercera etapa corresponde a la descripcion de las caracteristica de cada una de las
herramientas didacticas que son de uso comin en la formacion de futuros profesores de
matematicas. Para la eleccion de la herramienta didactica tuvimos en cuenta que esta
permitiera establecer una conexion entre la historia de los conceptos de exponencial y
logaritmo, los hitos historicos y el CDC del profesor de matemaéticas. De acuerdo con lo
anterior, encontramos que varias de estas herramientas didacticas, reportadas por Tirosh &
Wood (2008) son usadas como una forma de reflexionar sobre la practica una vez esta ha
tenido lugar, y como es de entender, estas no respondian a nuestras necesidades, pues las
fases de aplicacion y verificacion, no hacen parte de los objetivos que nos hemos trazado
para este estudio. Por lo tanto, una vez llevado a cabo el reconocimiento de las
caracteristicas de las herramientas didacticas, optamos por la herramienta “tareas”, por ser
esta la que mejor se ajustd a nuestras necesidades y por su nivel de adaptabilidad a
diferentes situaciones y contextos. Se encontrara que el disefio de dos de las tareas
involucran el uso de applets, construidos con el apoyo del Programa Geogebra, esto con el
objetivo de facilitar la visualizacion y reconocimiento de aquellos asuntos historicos que
pretendemos promover con cada uno de ellos. En cuanto a las demas herramientas
didacticas, encontramos que se enmarcan dentro de lineamientos mucho mas fijos y
especificos; asi, nuestro objetivo de disefio no radicaba en destacar algun tipo especial de
herramienta didactica, sino que pretendimos favorecer las ventajas para lograr aportar al
CDC del profesor de matematicas.

La cuarta etapa consiste en el disefio final de las herramientas didacticas que surge como
producto de las tres etapas anteriores. De acuerdo con las decisiones tomadas, realizamos el
disefio de tres tareas, que corresponden a tres hitos histéricos. La eleccidn de estos tres
hitos historicos en preferencia de los tres restantes, se debi6 a las siguientes razones: su
mayor grado de afinidad con el CDC, a una cuestion de gusto de los investigadores, y a la
imposibilidad de abordar cada uno de los hitos histéricos dentro del tiempo sefialado para la
culminacion de este estudio. De esta forma esperamos que los asuntos que quedaron por
abordarse, se constituyan en objeto de futuras investigaciones, ya sea de parte nuestra, o de
parte de otros investigadores.

En el capitulo cuatro se muestran los resultados y discusiones finales. Este capitulo consta
de tres apartados. En el primer apartado explicamos el proceso de construccion de nuestra
version de la interpretacion de la historia de los conceptos de lo exponencial y lo
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logaritmico, que corresponde al anexo 4 de este trabajo. En el apartado dos se hace un
reconocimiento de seis ideas transcendentales que guiaron el desarrollo evolutivo de los
conceptos de lo exponencial y logaritmico y que hemos denominado como hitos historicos.
Estas ideas que a nuestro juicio fueron transcendentales, son reconocidas de la misma
forma por la mayoria de los historiadores en sus respectivos documentos. También, somos
conscientes de que a luz de otros lectores e investigadores, pudiesen haber surgido otras
ideas transcendentales y por consiguiente haber reconocido otros hitos histéricos;
reconocemos asi, que nuestro analisis estd mediado por nuestra subjetividad, nuestros
gustos, afinidad, forma de sentir e interpretar la historia.

En el apartado tres mostramos la relacion entre los asuntos del CDC definidos por Pinto
(2010) y la historia de evolucion de los conceptos exponencial y logaritmico. Pinto (2010)
define el CDC en tres componentes, los cuales a su vez los divide en tres categorias, cada
una de los cuales consta de diferentes asuntos. En este apartado fue necesario el desarrollo
de una matriz, que facilitara un reconocimiento global de la estructura del CDC definida
por Pinto (2010). Encontramos que ciertos aspectos de la historia podian ser relacionados
en diferentes componentes, categorias o asuntos del CDC, por lo tanto, este proceso
obedecio a decisiones personales de mutuo acuerdo entre los autores del presente estudio;
luego, es natural y entendible que otros investigadores tengan una percepcion diferente,
cudnto mas, cuando la linea de separacion entre algunos de estos asuntos, no es lo
suficientemente transparente.

En el capitulo cinco se muestran el disefio de las tres tareas (como ejemplos de estrategias
instruccionales para el profesor de matematicas), que corresponden a las herramientas
didacticas. La primera tarea pretende promover la relacion entre las sucesiones aritmética y
geométrica desde la representacion tabular. Esta tarea consta de cinco partes: la primera,
consiste en verificar que la relacion se conserva indistintamente de la razén o base y la
deduccion de las propiedades de las potencias y los logaritmos; la segunda, intenta
encontrar la relacion con las propiedades de los radicales y los exponentes fraccionarios; la
tercera, hace referencia a las convenciones epistemoldgicas que determinaron la notacién
de los exponentes negativos y fraccionarios; la cuarta, hace referencia a la eleccion de una
base adecuada para que la relacion entre las sucesiones pueda ser usada en los calculos
practicos. La quinta, muestra la aritmética general de co-variacion entre estas dos
sucesiones, y pretende mostrar la importancia de la comprensién de dicha co-variacion en
los problemas sociales actuales.

En la segunda tarea se plantea la relacion geométrica del &rea bajo la curva de la hipérbola
equilatera y el logaritmo natural de un nimero en un intervalo dado. La tarea se divide en
tres partes principales: en una primera parte se propone la aproximacion por poligonos
rectangulares, luego en una segunda parte se desarrolla la aproximacion por trapecios, y en
la Gltima parte se plantean algunas propiedades fundamentales de los logaritmos. Todo esto
se propone con la ayuda de siete applets en el software de geometria dinamica Geogebra,
con el fin de que el profesor de matematicas, a través de estos métodos de aproximacion
geométrica y su relacion con las propiedades, presente otro enfoque y gane mayor
profundidad conceptual al presentar los conceptos logaritmo y exponencial en relacion con
el Calculo.



En la tercera tarea se expone la notacion como parte de la actividad matematica, en nuestro
caso las notaciones de los conceptos logaritmico y exponencial. Inicialmente se presentan
los dos tipos de notaciones recogidas a través de la revision historica-documental, de la cual
encontramos dos tipos, las que fueron recogidas por Marco Aurel en 1552 y las presentadas
en el documento de Cajori (1913); con este tipo de notaciones se hace una clasificacion
para desarrollar la tarea, organizandolas en cuatro grupos asi: primero, notaciones para
exponentes positivos; segundo, notaciones para exponentes enteros negativos; tercero,
notaciones para exponentes fraccionarios y radicales; y cuarto, notaciones para logaritmos.
Finalmente se proponen las actividades de la tarea y se hace una reflexion acerca de la
fuente de inspiracion de la tarea y cudles fueron los posibles aportes para el CDC del
profesor de matemaéticas.

En el capitulo sexto se dan las conclusiones finales con respecto a los objetivos trazados
inicialmente, qué se logrd hacer, qué aspectos quedaron pendientes por solucionar, y las
nuevas preguntas que surgieron.



1. GENERALIDADES DEL PROYECTO

En este capitulo inicial damos a conocer cuales fueron nuestras motivaciones personales y
profesionales que nos condujeron a afrontar este estudio con respecto a los conceptos de lo
exponencial y logaritmico. De igual forma reconocer la historia del desarrollo de los
conceptos matematicos como un posible medio a través del cual favorecer el
fortalecimiento del CDC del profesor de matematicas.

Este capitulo consta de cuatro apartados. En el primero de ellos se define el problema que
nos ocupa en este estudio, el cual fue identificado con apoyo de una encuesta aplicada a los
profesores de matematicas del nivel universitario y escolar (ver Anexo 1). En el segundo
apartado, mostramos como el estudio de los conceptos de exponencial y logaritmo ha
ocupado a otros investigadores, quienes igualmente reconocen la importancia de estos
conceptos matematicos. En el apartado tres, damos la justificacion de por qué es necesario
abordar este estudio y su importancia como aporte al campo de investigacion de la
Formacion del Profesor de matematicas. En el cuarto apartado damos a conocer los
objetivos que nos hemos propuesto alcanzar durante el desarrollo del estudio.

1.1. DEFINICION DEL PROBLEMA

Para la definicion de nuestro problema tuvimos en cuenta tres aspectos principales. El
primero de ellos es reconocer el papel que tiene la funcion logaritmica y exponencial en la
modelacién de diferentes fendmenos en varias disciplinas; el segundo aspecto es el
desconocimiento por parte del profesor de matematicas de elementos histéricos de la
funcién logaritmica y exponencial; y el tercero, la importancia del componente historico
como aporte al CDC del profesor de matematicas.

En cuanto al primer aspecto, las funciones logaritmica y exponencial son dos conceptos
matematicos que modelan muchas situaciones y problemas cotidianos, debido a su forma
especial de covariacion. Dentro de los problemas cotidianos que son modelados por estas
dos funciones estan: crecimiento demogréafico, el consumo de energia, el consumo de los
recursos naturales, el crecimiento de una poblacion de bacterias, la descomposicion de
nucleos radiactivos, el interés compuesto de un capital, entre otros. De lo anterior, podemos
reconocer la transversalidad de estos dos conceptos en diferentes disciplinas como: la
Economia, la Fisica, la Biologia, la Musica, las Artes, entre otras.

Pese a la importancia social de la funcion logaritmo y exponencial, es comun encontrar que
no se les ha dado la suficiente relevancia dentro del curriculo de matematicas, lo cual ha
generado dificultades en la comprension de estos conceptos por parte de los estudiantes. Lo
anterior, se puede deber a que se desconoce, por parte de los profesores de matematicas, o
no existen herramientas didacticas que permitan un acercamiento a estos conceptos desde
los elementos constitutivos que favorezca su ensefianza.

Esta importancia a la que nos referimos, tampoco es reconocida en algunos textos de
bachillerato, donde por lo general se limitan a plantear su definicidén basica, su formula
general y algunas aplicaciones en ciencias. Se dejan de lado aspectos importantes (como el
estudio detallado de los diferentes tipos de exponentes, la relacion entre sus variables, el



estudio de sus diferentes representaciones gréaficas, el tipo de variacion y covariacion) los
cuales conducen a la mejor comprension de los estudiantes de la funcion logaritmica y
exponencial, Toro & Mufioz (2009, citado en Guacaneme , 2010).

En relacion con el segundo aspecto, encontramos que existe un desconocimiento casi
generalizado de los elementos histéricos de la funcién logaritmica y exponencial por parte
de los profesores de matematicas. Asi, desde nuestra propia experiencia como profesores de
secundaria, tenemos que reconocer que antes del estudio no contdbamos con dicho
conocimiento. Ademas, mediante una encuesta aplicada a diferentes profesores de
matematicas en los niveles de primaria, bachillerato y universidad se encontr6 que los
profesores no poseen dicho conocimiento. Las instituciones a las que pertenecen los
profesores encuestados son: Institucion Roberto Velandia de Mosquera y Universidad
Pedagdgica Nacional (para més detalles ver anexo 1).

De esta manera, es necesario tener en cuenta el componente histérico como parte de la
formacion de profesores de matematicas. Este conocimiento historico ofrece una vision de
los problemas actuales, en relacion con los de otra época. Igualmente, la historia aporta
elementos relacionados con los procesos de construccion de los conceptos, que la gran
mayoria de profesores de matematicas como parte de su conocimiento profesional deberian
tener (Lupiafiez, 2009).

Actualmente dentro de la linea de investigacion “Conocimiento Profesional del Profesor”,
el componente historico se considera esencial, entre las razones sefialadas por varios
autores podemos mencionar: ofrece al profesor de matematicas “instrumentos” para el
ejercicio docente (Guacaneme, XlII CIAEM-IACME, 2011); permite el desarrollo de
actitudes y aptitudes para la docencia Arcavi & Isoda (2007, citado en Guacaneme , 2010);
reorienta la perspectiva de lo que se mira y se observa (Furinghetti, 2007) y como ultimo
aspecto, promueve entre los profesores la discusion acerca de asuntos didacticos Winicki
(2000, citado en Guacaneme, 2011). Lupiafiez (2009), sefiala que hace varias décadas, son
mas las voces que se han sumado a favor del valor que posee la historia en la ensefianza de
las matematicas; no obstante debido a una escasa formacion de los docentes, en relacion al
aprovechamiento de materiales historicos, no se ha logrado consolidar. Por otro lado
D’Amore (2007) sefiala que para usar la historia de la matematicas en el aula, se requiere
primero que el profesor conozca esa historia, de ahi que sea necesario implementar una
preparacion en historia para los futuros profesores desde las universidades.

La formacion del profesor de mateméticas es un asunto crucial que ante las demandas de
una realidad global y compleja, exige de los educandos no solamente un manejo de las
matematicas como cuerpo de conocimientos sino también una comprension mas profunda
del rol de las matematicas en la vida y en la sociedad en general. De acuerdo con Shulman
(1986b) el profesor de matematicas contemporaneo debe tener una formacién integral en
las dimensiones: pedagogica, didactica y disciplinar. Aunque de este Gltimo podemos decir
que no solamente es el conocimiento matematico en si, sino un conocimiento “ensefiable”
que llegue al estudiante, que lo motive, ademas que le permita construir e involucrarse en
este proceso de adentrarse en el conocimiento matematico.

Es importante considerar el estudio de la funcién exponencial como contribucion a la
formacion de los profesores, aspecto que se relaciona con la manera en que el profesor usa



ese conocimiento, en la medida en que tanto su practica en el aula (discurso matematico),
como los problemas y los recursos que el profesor utiliza, facilita que los estudiantes doten
de significado a las ideas matematicas (Vargas, 2011).

El dltimo aspecto, tiene que ver con el reconocimiento del componente historico como
aporte al CDC del profesor de matematicas desde diferentes autores. Entre estos autores se
destacan Katz & Fauvel, (1995) y Trompler, (2002), quienes consideran la historia como
una herramienta para favorecer la ensefianza de las matematicas; de la misma manera
autores como Guacaneme (2010), Godino (2009), Maza (1994), Lupiafiez (2009), Arcavi
(1991), citados en Guacaneme, (2011) se han pronunciado sobre el valor de la historia en la
ensefianza de las matematicas.

Otras investigaciones muestran las dificultades relacionadas con el aprendizaje de la
funcién exponencial en aspectos como las restricciones sobre los valores de su base, los
calculos tanto si el exponente es natural o fraccionario, o el significado de su crecimiento
(Vargas, 2011). Otro elemento a tener en cuenta es la inversion historica que sobre el
estudio de la funcion exponencial se ha hecho tomando primero el surgimiento de la
funcién exponencial y luego el de la funcion logaritmica, cuando histéricamente ocurrio al
contrario, y con esto se pierde el significado de su génesis histérica y comprension de
aspectos como la relacién entre la estructura aditiva de los exponentes y la multiplicativa de
la variable dependiente, como también las aplicaciones de la funcion en ambitos muy
diversos como las ciencias naturales y la economia (Vargas, 2011).

A partir del analisis anterior surge la pregunta generadora de nuestro trabajo de grado, a
saber. ¢Qué elementos de la historia de los conceptos logaritmico y exponencial permiten
potenciar el Conocimiento Didactico del Contenido del profesor de matematicas?

Una posible respuesta a esta pregunta es la hipotesis que presenta Salazar (2005) en
relacion a que existen elementos historicos que forman parte de la funcién exponencial que
pueden contribuir a orientar las ideas del profesor sobre el conocimiento de los contenidos,
su proceso de construccion y la ensefianza de los mismos, segln esto, podriamos llegar a
identificar estos elementos en problemas y situaciones que permitieron su emergencia y
desarrollo; también en los elementos matematicos que accedieron a la construccion del
concepto funcion.

Finalmente nuestro problema de investigacion se ubica en el campo de investigacion
Formacion del Profesor de matematicas, y corresponde con elementos del disefio de una
propuesta de innovacion, donde uno de los objetivos centrales es contribuir con el disefio de
una herramienta didactica que amplie el CDC del docente, incorporando elementos
historicos que forman parte de los conceptos funcion logaritmo y exponencial, potenciando
con esto el uso de recursos didacticos que ayuden a mejorar su practica docente.

1.2. ANTECEDENTES INVESTIGATIVOS

Para el desarrollo de nuestro estudio hemos considerado algunos trabajos de investigacion
que se relacionan con la funcidon exponencial y logaritmica; en estos se estudian las
dificultades de la funcion exponencial en los computos cuando los exponentes son numeros
naturales como cuando no lo son, Confrey & Smith (1995, citado en Vargas, 2011); las



dificultades en el aprendizaje de la funcion exponencial que se originan de las restricciones
sobre los valores de la base Davis (2010, citado en Vargas, 2011) y ; finalmente las
dificultades que se derivan del crecimiento de la funcién exponencial y la grafica de la
misma Lezama (1999, citado en Ferrari, 2001). Ademas encontramos trabajos que hacen un
analisis de la génesis y evolucion del concepto de funcién logaritmica y exponencial, como
los de: Davis (1969), Martinez (2000), Vargas (2011), también se encuentran propuestas de
situaciones y secuencias didacticas, como las de Martinez (2006, citado en Vargas, 2011);
Lezama (1999, citado en Ferrari, 2001).

En relacion con la formacion profesional del profesor de matematicas en su componente
histérico encontramos trabajos como el de D"Amore (2007, citado en Guacaneme, 2010)
donde se plantea la necesidad de manejar un sentido de la evoluciéon del pensamiento
matematico, ademas del saber matematico mismo. También, alli se establece que el
profesor debe estar revisando de manera constante el sentido y el significado de la
matematica que él ensefia. Como el papel del profesor no es solamente ensefiar contenidos
matematicos sino hacer que sus alumnos aprendan a construir y usar competencias
matematicas, entonces debe hacer una trasposicion desde el conocimiento que se encuentra
en textos, libros, etc., hasta llevarlo al aula, y saberlo comunicar a sus estudiantes
(D’Amore, 2007).

Otros autores como Maza (1994) estan de acuerdo en que el conocimiento de la historia de
las matemaéticas forma parte de la historia del conocimiento cientifico en general y como tal
también de la historia de la cultura humana. Segun esto, el grado en que las matematicas
estén ‘inmersas’ dentro de esta historia depende de las creencias y conocimientos previos
que tenga el historiador de matematicas. A partir del momento en que se acepta que las
matematicas son producto de fuerzas sociales, politicas y culturales, hay que comenzar a
pensar en otra relacion distinta: la del matematico con las matematicas, con su historia y
simultaneamente, con los alumnos y el entorno escolar en forma de curriculo. En este
sentido segin Maza (1994)

.. el profesor puede ser considerado historiador o no, puede hacer de la historia un objeto de
estudio o puede tomar sus resultados para aplicarlos a la ensefianza sin mas. Esta distincion no
es de interés en nuestro analisis salvo por un motivo: conviene distinguir lo que es ensefiar
Historia de la Matematica [...] o ensefiar Matematicas historicamente (por ejemplo lo que
puede hacer un profesor en bachillerato). Si suponemos que hay transposicién didéctica entre el
saber matematico institucionalizado y el saber que el profesor ensefia en el aula, por esto mismo
el profesor desde el aula es el que selecciona y transforma aquello que quiere ensefiar. Segun
esto el profesor en la historia de las matematicas hace transposicién didactica, lo que le permite
seleccionar que recursos histéricos (biografias, anécdotas, planteamiento de problemas)
utilizaré con sus alumnos. (p. 18)

De acuerdo con estos antecedentes es importante a continuacion responder la pregunta:
¢Qué tipo de historia debe ser apropiada por el profesor de matematicas? En este sentido
investigadores como Guacaneme (2010) refieren que no hay consenso sobre la respuesta
que se pueda dar, aunque advierte ciertas tendencias entre las posibles respuestas, como lo
son: Una primera tendencia que cuestiona una aproximacién erudita a la historia,
proponiendo aproximaciones alternas desde el contenido. Una segunda, que se identifica
con el uso de fuentes originales que promuevan el conocimiento del profesor de
matematicas. Una tercera y cuarta tendencia que promueven el uso de aspectos



historiograficos o el estudio de los analisis histéricos. Mientras una Gltima postura resefia la
insuficiencia de materiales que puedan apoyar el conocimiento histérico relacionado con su
trabajo docente.

A la luz de esta misma investigacion en la busqueda y organizacion cronoldgica sobre tipos
de historia de las matematicas que deben ser apropiadas por el profesor de matematicas el
autor concluye enunciando la hipotesis:

En relacién con la primera y Gltima tendencias, si bien —de manera provisional e hipotética—
consideramos necesario el estudio de la HM como parte de la formacién del profesor de
matematicas, creemos que en la formaciéon de profesores de matematicas, éste debe
complementarse con (0 acompafarse de), por ejemplo: el estudio de experiencias del uso de
ésta a favor de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas (v.g., Helfgott, 1995; Kronfellner,
1996; Radford & Guérette, 2000); el estudio de préacticas investigativas que apoyadas en la HM
han indagado sobre las concepciones, errores o dificultades de los estudiantes en torno a
conceptos matematicos esenciales o, de manera mas general, han analizado comparativamente
la filogénesis y la ontogénesis de objetos matematicos (v.g., Bero, 1996; Sfard, 1995;
Sierpinska, 1987); el estudio de la evolucion histérica de un concepto y su evolucion educativa
en los curriculos escolares (v.g., Chevallard & Joshua, 1982; Gagatsis & Thomaidis, 1993); o,
el estudio de nociones metamatematicas (v.g., rigor, verdad, demostracién, lo obvio,
axiomatizacion, formalizacién, solucién de problemas) trabajadas con fundamentos historicos
(v.g., Barbin, 2000; Kleiner, 1991; Swetz, 2000). Guacaneme (2010, pp. 9-10).

De acuerdo con estas investigaciones es fundamental entonces tomar posicion sobre el tipo
de historia de las matematicas que requerimos y utilizamos para realizar esta investigacion,
y el aporte de las mismas al conocimiento profesional del profesor. Teniendo como
referencia las tipologias histdricas propuestas por Guacaneme (2010), abordaremos el
estudio de la evolucion de los conceptos logaritmo y exponencial, valiéndonos
principalmente del uso tanto de fuentes originales (como por ejemplo, el documento central
que utilizamos en nuestro trabajo, que propone una historia de tipo internalista de la
evolucion de los conceptos), aunque también utilizaremos analisis histéricos en el mismo
documento, y también en otros que referimos en la bibliografia, porque el autor o autores
reflexionan sobre esta misma historia; y finalmente usaremos fuentes historiograficas que
se refieren a aspectos de tipo social y cultural que se relacionan con los conceptos, y que se
desarrollan en forma de comentarios de otros autores sobre éstos textos, y sobre los
conceptos logaritmo y exponencial en general, realizados en articulos de libros, revistas,
memorias de congresos, Handbooks, y otros textos. Esto para situarnos en la perspectiva de
que es necesario que el profesor de matematicas se apropie de elementos histéricos que
apoyen su trabajo en el aula.

1.3. JUSTIFICACION

Desde nuestra experiencia personal hemos podido observar desde varios ambitos, que los
elementos historicos en la ensefianza de la funcién exponencial son muy poco utilizados.
En primer lugar, en bachillerato el uso de estos elementos es muy limitado o casi nulo. En
segundo lugar, como egresados de la Especializacion en Educacion Matematica (programa
de postgrado de la Universidad Pedagogica Nacional) experimentamos que en el Seminario
de Didactica del Calculo, tampoco observamos el uso de elementos histéricos dentro del
curso. Finalmente, en la encuesta realizada a los docentes en ejercicio de los niveles de
Educacién Basica y profesores recién egresados de la Licenciatura en Matematicas

10



pudimos evidenciar que los entrevistados no hacen uso de elementos histdricos sobre la
funcién exponencial dentro de sus practicas de aula (ver Anexo 1).

Desde esta perspectiva nos apoyamos en opiniones de algunos autores como Lupiéfiez
(2009), quien sefiala que en la ensefianza de los conceptos matematicos se deja de lado o
poco se enfatiza sobre el proceso y evolucion de los conceptos matematicos a través de la
historia, perdiéndose el profesor de paso de un gran potencial de motivacion y de recursos
pedagOgicos que permiten una mejor apropiacion de los conceptos matematicos por parte
de los estudiantes. En este sentido Grugnetti (2000) aboga por:

... la necesidad y pertinencia de una Historia de la Matematica que refiera el analisis historico y
epistemoldgico de los conceptos y que permita a los profesores comprender por qué un cierto
concepto es dificil para los estudiantes y puede ayudar en la aproximacion y desarrollo
didactico™. (p. 29)

A partir de las consideraciones anteriores, es clara la importancia de la historia en el
conocimiento profesional del profesor de matematicas, méas aun cuando este conocimiento
no es apropiado por los profesores de matematicas ni tampoco es utilizado para su difusion
en la comunidad de profesores formadores y en formacion. Otro aspecto importante es que
la historia humaniza las matematicas, es decir ayuda a superar la vision de las matemaéticas
y su practica como un conocimiento cerrado y acumulativo, que se encuentra solamente en
la mente del profesor y es validado por él mismo, Lupiafiez (2009).

En algunas instituciones a cargo de la formacion de profesores se observa la disposicion y
respaldo para incluir dentro de sus curriculos seminarios elementos historicos vy
epistemoldgicos para el estudio de los objetos matematicos, concretamente en los
seminarios de didacticas especificas. Ademas las condiciones institucionales son favorables
a la implementacion de herramientas de tipo histérico, pues se estan brindando los espacios
para el desarrollo e incorporacién de éstas dentro del curriculo.

De ahi, que sea necesaria la inclusién de la historia de las matematicas en la formacién de
los profesores, para que con esto acceda a nuevos recursos didacticos, como mediadores de
los procesos de ensefianza. Como lo afirma Sullivan & Watson, (2008) el docente debe
poner en juego en el aula nuevos recursos didacticos, creando un ambiente de aprendizaje
adecuado para la apropiacion de los contenidos, que no se remita exclusivamente a la
ensefianza de métodos, procesos y algoritmos matematicos, sino que relacione este
conocimiento con la realidad. En este aspecto autores como Ball (1991) y Shulman (1986b)
coinciden en que el conocimiento profesional del profesor se debe enfocar al logro de una
ensefianza eficaz de las matematicas, que se relaciona entre otros aspectos con: un profundo
conocimiento disciplinar, un conocimiento pedagdgico, y un conocimiento matematico para
ensefar (este tiene que ver con el uso adecuado del lenguaje por parte de los profesores:
que sea relevante para describir adecuadamente los contenidos, aclarando siempre metas y
propdsitos de la clase, para hacer de una pregunta una actividad que propicie aprendizaje,
también para apreciar las dificultades e intervenciones de los estudiantes).

Por otra parte como lo reporta la comunidad en investigacion sobre Educacion Matematica
en torno a los procesos de aprendizaje de los estudiantes y en relacion a los conceptos
logaritmo y funcion logaritmica, ha habido un incremento de los estudios sobre este tema
ya que son muy pocos los realizados a pesar de la importancia que tienen para la
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modelacion de una gran cantidad de fendmenos y del reporte de muchos profesores de
educacién superior que manifiestan la existencia, en sus grupos, de estudiantes que tiene
dificultades relacionadas con la notacion y el significado de la palabra logaritmo
(Toumasis, 1993).

Teniendo en cuenta los argumentos expuestos anteriormente por diferentes autores se puede
notar que existe la necesidad de desarrollar e implementar herramientas que permitan la
difusion de estos aspectos relacionados con el conocimiento histérico de los conceptos
logaritmico y exponencial, y su apropiacién por parte de los profesores de matematicas.

1.4. OBJETIVOS

Desde una perspectiva general con el estudio se intenta:

Disefiar unas herramientas didacticas utilizando elementos histéricos de los conceptos
logaritmico y exponencial que amplie el Conocimiento Didactico de Contenido del profesor
de matematicas.

Y especificamente se pretende:

e Realizar una revision, organizacion y clasificacion documental de textos histdricos
sobre los conceptos logaritmico y exponencial que aporte elementos para el disefio
de las herramientas didacticas.

e Caracterizar las herramientas didacticas utilizadas en la formacion del profesor de
las matematicas.

e Elaborar unas herramientas didacticas para que el profesor de matematicas se
apropie de elementos historicos de los conceptos logaritmico y exponencial, de
manera que fortalezca su Conocimiento Didactico del Contenido.

e Enriquecer nuestro conocimiento profesional y personal a través del desarrollo de
competencias investigativas.
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2. REFERENTES TEORICOS

En este capitulo damos a conocer los fundamentos conceptuales y tedricos que soportan
nuestro actuar a lo largo del estudio. De esta forma consideramos que son tres los aspectos
fundamentales en los que se basa nuestro referente tedrico. ElI primero de ellos es el
relacionado con las herramientas didacticas utilizadas en la formacion de profesores de
matematicas, de lo cual damos una definicion, para poner en claro qué se debe entender
como una herramienta didactica desde el campo de investigacion de Formacion del
Profesor de Matematicas. El segundo aspecto se refiere al campo de investigacion
Formacion del Profesor de Matematicas, donde pretendemos hacer una descripcion del
mismo con el objetivo de ubicar en él nuestro estudio. Una vez hecho este reconocimiento
pasamos a definir nuestra postura conceptual sobre el concepto de Conocimiento Didactico
del Contenido (CDC) del profesor de matematicas, pues alli es donde aporta nuestro
estudio. El tercer aspecto esta relacionado con el reconocimiento por parte de la comunidad
academica del componente histérico como un mediador y facilitador de los procesos de
ensefianza de los conceptos matematicos, en donde radica la importancia que sean tenidos
en cuenta a nivel curricular dentro del plan de formacién de los futuros profesores de
matematicas.

2.1. HERRAMIENTAS DIDACTICAS

2.1.1. ; Qué es una herramienta didactica?

En lo reportado por Tirosh & Wood (2008) es reconocido el papel que han jugado las
herramientas en el desarrollo de la humanidad. Una herramienta se concibe como un
mecanismo a través de cual se obtiene una ventaja en la realizacion de un trabajo dado, que
no es posible efectuar de forma natural, debido a las limitaciones fisicas de quienes lo
realizan.

De esta forma las herramientas han sido reconocidas como un paso importante para la
evolucion de la humanidad, el caso de la formacion del profesor de matematicas las
herramientas, igualmente facilitan el desarrollo de diversas competencias necesarias para la
ensefianza de las matematicas. Asi como en la vida cotidiana la eleccion de una herramienta
para un fin determinado es una decisién crucial; en el caso del profesor de matematicas la
forma particular de utilizar dicha herramienta es muy importante, aungque tampoco se
espera que la herramienta realice el trabajo por si misma, sino que los resultados dependen
del uso adecuado que se les dé a estas (Tirosh & Wood, 2008).

En la actualidad, la comunidad de profesores de matematicas reconoce la importancia del
uso de las herramientas didacticas como parte de su labor docente, donde es necesario que
el profesor de matematicas conozca cada una de sus ventajas, desventajas, asi como estar
actualizado sobre las investigaciones que se vienen dando y como estas pueden aportar al
mejoramiento de sus practicas docentes. (Tirosh & Wood, 2008).

2.1.2. Descripcion de las herramientas

A continuacion mostramos un panorama de las diferentes herramientas didacticas que son
utilizadas para la formacion de profesores, de acuerdo con lo reportado por Tirosh & Wood
(2008) en el volumen dos. En ese volumen se muestran las herramientas didacticas, doce en
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total, que estan siendo utilizadas en la investigacion para la formacion del profesor de
matematicas. La descripcidn de cada una de las herramientas corresponde a lo reportado en
el Handbook, por tal motivo, los autores que citamos a lo largo de la descripcion de cada
una de las herramientas son referencias textuales del Handbook. De igual forma, dejamos
en claro que dicha descripcion es una aproximacion textual de las ideas de los autores,
como producto de nuestra traduccién hecha al espariol.

2.1.2.1 Las narrativas

Para Chapman (2008, p.17) la narrativa “es un medio a través del cual los individuos
pueden llegar a conocerse a si mismos, construir sus vidas y dar sentido a sus
experiencias”. La autora afirma que las narrativas también pueden verse como “relatos
propios, historias escritas u orales, que permiten a los profesores presentar o sentir su
ensefianza o las experiencias de aprendizaje desde su punto de vista, entrelazar sus
pensamientos, sentimientos, actitudes y todo aquello que hace parte de sus experiencias”
(ibid).

Chapman (2008, p.16) deja en claro que son varias las definiciones que se le han dado a las
narrativas: Desde la perspectiva de la literatura, “la narrativa es una historia que contiene
una secuencia de eventos que son significativos para sus autores e investigadores, donde
existe una l6gica y estructura interna que permite que sea comprendida; tiene un comienzo,
trama, y un final”. Desde una perspectiva humanistica, la narrativa es “una forma de
experiencia especifica, un modo de pensar, una manera de sentir las acciones humanas o
una manera de conocimiento”, Denzin (1989, citado en Chapman, 2008, p.16). Para
Scholes (1981, citado en Chapman, 2008, p. 16) la narrativa, como una representacion
simbolica “consiste en una secuencia de eventos conectados por un asunto y relacionados
en el tiempo”. Para Bruner (1986, citado en Chapman, 2008, p.16) la narrativa “es una
explicacion de las intenciones humanas en el contexto de la accién”, mientras que para
Polkinghorne (1998, p.16), la narrativa “es un esquema cognitivo, por medio del cual los
seres humanos dan significado a sus experiencias de acciones temporales y personales, para
entender los eventos pasados de la vida que a su vez permite la planeacion de acciones
futuras”; también, se puede ver como “el esquema primario por medio del cual la existencia
humana es significativa, organiza los eventos y las acciones en un todo”(p.16).

2.1.2.2 Los casos

Para Herried (1997, citado en Markovits & Smith, 2008) la herramienta caso captura el
elemento central que hace de algiin acontecimiento un caso: “Los casos son historias con un
mensaje, no son simples narraciones de entretenimiento, son historias para educar” (p.92).
En el campo de la educacion del profesor un caso es definido como: “cualquier descripcion
de un episodio o incidente que puede ser conectado con el conocimiento base para que la
ensenanza pueda ser interpretada...” Carter (1999, citado en Markovits & Smith, 2008,
p.40). Mientras que para Merseth (2003, citado en Markovits & Smith, 2008, p.40), los
casos son “una parte de la realidad del salon de clases que necesita ser examinada,
explorada, y utilizada como una ventana de practica”.

De acuerdo con Markovits & Smith (2008) los casos brindan a los futuros profesores y a
los profesores en ejercicio la oportunidad de desarrollar conocimiento para llevar a cabo la
ensefianza; esta es una capacidad que consiste en saber cuando y como aplicar el
conocimiento, poder relacionarlo con una situacién particular, en el momento de la préctica
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y dentro del contexto en el que se encuentra. De esta forma, el profesor cuando hace uso de
las ideas que tiene sobre las matematicas, sobre su ensefianza y aprendizaje, puede elegir
maneras particulares de accién y actuacion, haciendo que estas acciones sean el resultado
de una reflexion previa (Shulman, 1996). Shulman (1992, p. 28, citado en Markovits &
Smith, (2008) define el caso en los siguientes términos: “es una estrategia para superar las
mas serias deficiencias en la educacion de los profesores de matematicas”.

2.1.2.3 Las grabaciones de videos

De acuerdo con Maher (2008) los videos brindan la oportunidad de observar los procesos
emergentes de aprendizaje de los estudiantes. De igual forma, los videos y grabaciones
permiten capturar en detalle los episodios de ensefianza dentro de las condiciones
particulares de un aula, la forma como se emerge el aprendizaje en los estudiantes, permite
la reflexion por parte del profesor sobre su propia practicas en cuanto a las metodologias de
ensefianza y aprendizaje, todo esto gracias a que las grabaciones de video logran capturar
los movimientos y detalles sutiles durante la evolucion del aprendizaje de los estudiantes.

De igual forma, Maher (2008) sugiere que las grabaciones de videos como herramienta
pedagogica mejora el aprendizaje del profesor de matematicas, mediante el estudio de su
propia préctica y la de otros profesores. Lo anterior, debido a que se puede suscitar en torno
a las grabaciones y videos conversaciones sobre el aprendizaje de los estudiantes y las
acciones del profesor Mediante el estudio de videos, se puede observar el aprendizaje del
estudiante en diferentes situaciones —individual, pequefios grupos y clases completas— y
ganar conocimiento detallado a través del ambiente en el cual ocurre la educacion. “Los
videos pueden revelar como la comprension de los estudiantes es construida por aprendices
individuales y colaborativamente, y demuestra cOmo ese conocimiento es compartido, y
como este transita dentro del salon de clases” (Maher, 2008,p.66).

2.1.2.4 Las lecciones de estudio

De acuerdo con Yoshida (2008) la Lesson Study es un proceso de aprendizaje profesional,
que utilizan constantemente los docentes japoneses para examinar sistematicamente sus
métodos de ensefianza, los contenidos, el curriculo, asi como el proceso de aprendizaje y
comprension de los estudiantes. Una de las caracteristicas claves de la Lesson Study es que
los profesores pueden estudiar colaborativamente el material instruccional y participar en el
disefio de cortas lecciones de investigacion para luego ser implementadas en los salones
con los estudiantes Yoshida (2008). Luego, estas lecciones de investigacion son observadas
y discutidas con profesores colegas y otros educadores para determinar los efectos de las
lecciones sobre el aprendizaje y comprension de los estudiantes.

Segun lo reporta Yoshida (2008), existen diferentes formas de Lesson Study y cada una de
estas tiene sus propias caracteristicas y propdsitos. Algunas caracteristicas comunes a todas
ellas son: buscar que todos los miembros involucrados posean metas comunes y que todos
se identifiquen con ellas, concretar un plan de accion hacia el logro de las metas, definir las
formas de trabajo que puede ser individual o en sub-grupos y finalmente se debe hacer un
trabajo de consolidacion y evaluacion de todo el proceso.

2.1.2.5 Las tareas y lecciones
El estudio sobre las tareas que se desarrollan en el aula y sobre el desarrollo mismo de las
clases de matematicas, pueden ser utilizadas para mejorar el aprendizaje de los futuros
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docentes. Los formadores de profesores de matematicas pueden utilizar la planificacion y
las instrucciones utilizadas en las clases de los profesores en ejercicio, para identificar
aspectos relevantes sobre el aprendizaje de los estudiantes. Segun Sullivan & Watson,
(2008) el término tareas se puede utilizar de dos maneras: una para referirse a las
preguntas, situaciones e instrucciones que los maestros utilizan para ensefiar a los
estudiantes, y la otra, para referirse especificamente a las tareas que los profesores incluyen
en las instrucciones matematicas.

En el desarrollo de las clases de matematicas se identifica que cada tarea tiene un propdsito
diferente, segin Sullivan & Watson, (2008), se identifican cuatro tipos de tareas: las que
fomentan la comprension conceptual, las que desarrollan la fluidez matematica, las que
crean oportunidades en una competencia estratégica y las que crean oportunidades en el
razonamiento adaptativo. En este sentido, las tareas en la formacion docente se puede
utilizar con varias intenciones, entre las se pueden nombrar, orientar acerca del alcance y
los propdsitos de las tareas en el aula, proporcionar oportunidades para aprender mas acerca
de las matemaéticas, tener una idea sobre la naturaleza de la actividad matematica, y
estimular e informar a los profesores respecto a la teorizacion del aprendizaje de los
estudiantes.

2.1.2.6 Los ejemplos

Los ejemplos como herramientas en la formacion del profesorado de matematicas ha sido
un asunto bastante complejo, ya que todo lo que se encuentra dentro de la actividad
educativa tiene la posibilidad de convertirse en un ejemplo del proceso de ensefianza-
aprendizaje. La misma actividad educativa puede convertirse en un ejemplo de las
actividades de instruccion, una paradoja se convierte en un ejemplo de paradojas, y un
conflicto cognitivo se convierte en un ejemplo de conflictos cognitivos; de hecho, dice
Zazkis (2008) cualquier cosa que se venga a la mente como un ejemplo de algo, puede ser
utilizada como una herramienta en la formacién del profesorado.

2.1.2.6.1 ; Qué es un ejemplo?

La palabra ejemplo en la ensefianza de las matematicas es utilizada en diferentes formas y
con diferentes significados. Segin Watson & Mason (2005, citado en Zazkis, 2008), la
palabra ejemplo se puede utilizar como una manera de simbolizar cualquier cosa desde la
cual un estudiante puede generalizar, incluyendo ilustraciones de conceptos y principios
matematicos. Con el disefio de ejemplos se pueden mostrar técnicas especificas, concretas y
presentar ejercicios como medios para la aplicacion de estas; también se pueden utilizar
para presentar situaciones contextuales especificas, transformandolas en casos de
motivacion hacia las matematicas, entre otras.

2.1.2.6.2 Los ejemplos como herramientas

Casi cualquier actividad matematica es o puede estar acompariada de ejemplos, ya que estos
se pueden convertir en herramientas para la introduccion de las ideas, técnicas de
modelacion, herramientas para verificar o refutar conjeturas, para la generacion de
investigacion y experimentacion, y para desafiar nuestras propias intuiciones o
perspectivas.
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Rowland (2008, citado en Zazkis, 2008), reconoce la importancia de los ejemplos y hace
referencia al papel de ellos en la ensefianza de las matematicas, asi como su significado
pedagdgico; él encontré que curiosamente el papel de los ejemplos en la ensefianza de las
matematicas y su importancia pedagogica, han estado ausentes en la literatura de la
formacion del profesorado. Rowland se centra en dos usos especificos: primero, reproducir
conceptos abstractos y representar los procedimientos generales, en este sentido los
ejemplos son vistos como herramientas para provocar o facilitar la abstraccion; segundo,
para ilustrar ejercicios orientados hacia la practica, esto Ultimo se conoce también como
“ejemplos trabajados”.

Los ejemplos en la investigacion en la educacion del profesor de matematicas pueden ser
interpretados de dos maneras: una estd centrada en la practica docente, examinando
ejemplos instruccionales usados por los profesores y guiandolos hacia lecciones mas
apropiadas desde el punto de vista matematico o pedagogico; la otra forma es centrarse en
los profesores como aprendices y examinar qué ejemplos instruccionales utilizados por los
educadores matematicos puede ser benéficos para su desarrollo profesional, Zazkis (2008).

Algunos investigadores como Zazkis (2008), se han centrado en los ejemplos que aumentan
la comprension matematica de los profesores y su sensibilidad pedagdgica; ella alude a los
ejemplos que tratan de persuadir a los maestros para reconsiderar los supuestos basicos
empleados en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, o para que lleguen a ser
explicitamente conscientes de estos supuestos. Un ejemplo de un supuesto es la convencion
utilizada para representar el mapa del mundo en un rectangulo, el cual ha sido cubierto por
una hoja blanca, luego se le pide al estudiante que ubique un pais importante, entonces
como él esta mentalizado con el mapa de siempre, si se le pide ubicar a Canadéa lo hara en
la parte superior izquierda, para este ejemplo, el mapa se encontraba al revés, de arriba
hacia abajo, a esto es lo que se le llama una convencién desde esta perspectiva.

2.1.2.7 Los manipulativos

De acuerdo con Nuhrenbdeger & Steinbring, (2008) se entiende como manipulativos a los
materiales fisicos que se utilizan cominmente en primaria como objetos manipulables, pero
también se reconocen a los graficos y diagramas visuales como manipulables, los cuales
son considerados como un medio para representar el conocimiento matematico. Sin
embargo, los manipulativos son méas que herramientas que funcionan de forma automatica
en la ensefianza - aprendizaje del conocimiento matematico abstracto, es necesario
comprender el cardcter simbdlico y estructural de manipulativos para desarrollar
conocimiento matematico.

El caracter epistemoldgico de los manipulativos tiene implicaciones para la formacion del
profesorado de matematicas. En primer lugar, los futuros profesores pueden ser vistos como
los alumnos que tienen que desarrollar una comprension cuidadosa y critica del caracter
epistemoldgico de manipulativos en el aprendizaje matematico. En segundo lugar, es
necesario que los futuros profesores se conviertan en expertos en la evaluacion de la
comprension y aprendizaje de los estudiantes, y sobre el conocimiento matematico
generado con la ayuda de manipulativos, no solo mecanicos, sino también como
dispositivos simbolicos.
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Se reconoce que manipulables y matematicas estan inicialmente separados y que estos
ultimos no son simplemente elementos de un extenso conjunto de herramientas, con los que
se puede construir directamente el conocimiento matematico con ayuda de un sistema de
preguntas sujetas a un conjunto de las reglas dadas.

Los objetos o materiales que provocan el desarrollo del pensamiento matematico, deben
hacerlo por sus propiedades internas especificas. A menudo se tiene la creencia y la
suposicion de que la utilizacion de manipulativos en la practica instruccional y en el uso de
materiales concretos fomenta la adquisicion del conocimiento y un entendimiento profundo
de la matemética de una manera facil y directa. Sin embargo el manipulable por si solo no
produce resultados, depende del uso correcto y apropiado que se les dé; asi mismo el valor
de los manipulativos depende de la relacion del objeto con las relaciones y estructuras
matematicas que representa. En este sentido los manipulativos se convierten en objetos de
aprendizaje para los futuros docentes, de los cuales los deben conocer el su objetivo
didactico y desarrollar habilidades de diagndstico con el fin de analizar adecuadamente los
procesos de aprendizaje de los alumnos al utilizar objetos manipulables.

2.1.2.8 Las maquinas como herramientas

Una definicién geométrica de una maquina, es dada por Bartolini & Maschietto (2008)
quienes afirman que una maquina es algo que hace que un punto siga una trayectoria o que
la transforme de acuerdo con una ley dada, un ejemplo de ello es el compas, que fuerza al
punto a seguir una trayectoria circular. En el desarrollo de la ensefianza aprendizaje de las
matematicas se reconocen diferentes tipos de maquinas entre los que se encuentran las
calculadoras, computadores, software dinamicos; estos se toman como instrumentos que
apoyan la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas; sin embargo no se limitan a esta
clase de instrumentos, sino también a los artefactos, que debido a su origen y su forma de
construccion desde una perspectiva historica cultural promueven el desarrollo matematico.

El uso eficaz de artefactos en el aula de matematicas es un verdadero desafio para los
maestros en cuanto a competencias profesionales y especificas se refiere, ya que estas no se
pueden ser fijadas para todos, se reconocer la complejidad del desarrollo estas
competencias y ser conscientes de la caracteristica multidimensional del conocimiento
matematico para su ensefianza.

Investigaciones llevadas a cabo por un equipo del Laboratorio de Maquinas Matematicas de
la Universidad de Mddena y Reggio Emilia, tiene en cuenta al menos tres componentes
analiticos que estan relacionados con los artefactos; un componente epistemoldgico,
relacionado con el significado matematico, un componente didactico, con especial atencion
en los procesos en el aula y por Gltimo un componente cognitivo, con especial atencion en
los procesos de aprendizaje.

2.1.2.9 Las teorias como herramientas

En las ultimas décadas en la comunidad de educadores matemaéticos se ha reflexionado
sobre la utilidad de las teorias como un medio para la educacién del profesor de
matematicas y para el desarrollo de la investigacion. De ahi que sea importante indagar Si
estas teorias se pueden utilizar para promover tanto en los actuales como en los futuros
profesores aspectos como: El conocimiento especifico de la materia, el conocimiento sobre
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el razonamiento matematico de los estudiantes y también el conocimiento sobre la
formulacién y secuenciacion de las tareas que se proponen.

Aunque diversas teorias han sido planteadas y utilizadas en la educacion matematica
consideramos que s6lo algunas son importantes en la medida en que contribuyen a los
aspectos planteados anteriormente. Por esto entre la diversidad de modelos tedricos
existentes, haremos referencia a los dos modelos propuestos por Tsamir (2008): EI modelo
de Fischbein y el de Stavy & Tirosh. Estos modelos cumplen los objetivos enunciados
anteriormente porque: Primero, van dirigidos a los futuros profesores de matematicas y a
los profesores de matematicas en general. Segundo, porque cumplen con un conjunto de
criterios de evaluacion que deben tener las teorias, que fueron planteados por Schoenfeld
(2002, citado en Tsamir , 2008) , entre los cuales estdn: ambas teorias proporcionan poder
descriptivo para capturar qué es lo que cuenta como un modelo teodrico valido; tienen
amplio poder explicativo para dar cuenta de como y por qué trabajar con algunos elementos
teoricos; tienen alcance para cubrir un amplio rango de fendmenos; tienen poder predictivo
para poder comprobar la exactitud de las reclamaciones que se tengan sobre ellas, es decir
se pueden comprobar empiricamente; poseen diversas fuentes de evidencia, o se pueden
triangular facilmente; ademas de que son rigurosas y especificas. Tercero, ambas teorias
proponen interesantes perspectivas de andlisis de las actuaciones matematicas de los
estudiantes: una primer perspectiva de contenido orientada frente a la influencia del
conocimiento previo de los estudiantes; luego plantea otra perspectiva de la orientacidn
sobre las tareas de los estudiantes, abordando la influencia que tienen ciertas tareas sobre
las tendencias de los estudiantes para responder de formas especificas ante las mismas.

El enfoque tedrico de Fischbein (1987; 1993, citado en Tsamir, 2008, p.214) plantea: “tres
componentes del conocimiento: el conocimiento formal, que esta basado en el pensamiento
proposicional, caracterizado por el rigor y la consistencia en la construccion deductiva,
estando libre de limites impuestos por  caracteristicas concretas o practicas. El
conocimiento algoritmico, es la habilidad para usar tedricamente procedimientos
justificados; y el conocimiento intuitivo, es una clase de cognicion persistente, que es
aceptada directa y confiadamente como obvia, impartiendo la sensacion de que no se
requiere ninguna justificacion para la misma”.

Segun plantea Tsamir (2008) aungue cada uno de estos componentes planteados son claves
en el desempefio matematico de los estudiantes, no menos importantes son las
interrelaciones que se establecen entre ellos. En este sentido explica que: “algunas veces los
conocimientos intuitivos que traen los estudiantes manipulan y obstaculizan la
interpretacion formal o el uso de procedimientos algoritmicos”, Fischbein (1987, citado en
Tsamir, 2008, p.214). De la misma manera él y sus colegas identifican e investigan un
conjunto de procedimientos algoritmicos usados por los estudiantes, los cuales denominan
modelos algoritmicos, que se refieren a los métodos de reduccion y prototipos de
procedimientos que los estudiantes usan en procesos de simplificacion algebraica o de
expresiones trigonomeétricas. Ademas: “pone especial atencion a las intuiciones primarias
de los aprendices, las cuales se desarrollan en los individuos de manera independiente a
cualquier instruccion sistematica, esto como consecuencia de su experiencia personal. El
explica que las intuiciones correctas no simplemente reemplazan a las primitivas, que son
incorrectas, porque las intuiciones primarias usualmente son extremadamente resistentes, y
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pueden muchas veces coexistir con las nuevas, que son las aceptadas cientificamente. Esto
es lo que muchas veces generan inconsistencias en las respuestas de los estudiantes. En
conclusion Fischbein establece que cada actividad de ensefianza siempre tiene que enfrentar
a las tendencias intuitivas y adicionalmente recomienda a los profesores que construyan
“mecanismos de alarma” los cuales podrian alertar a los estudiantes cada vez que lleguen a
constituirse en una trampa potencial en su razonamiento”, Fischbein (1987, citado en
Tsamir, 2008, p.38).

De otra parte la teoria de las reglas intuitivas de Stavy y Tirosh (2000) sostiene que los
estudiantes tienden a reaccionar de una forma similar y predecible a diversas tareas diarias
de tipo matematico o cientifico, que presentan algunas caracteristicas externas, aunque no
siempre estén relacionadas. Esta teoria propone tres reglas consideradas como intuitivas,
puesto que implican las principales caracteristicas del “conocimiento intuitivo” de
Fischbein (1987): la inmediatez, la auto-evidencia y la confianza. En este sentido: “estas
reglas intuitivas pueden servir como medio para explicar y predecir las respuestas de los
estudiantes a diferentes tareas; de manera que la familiaridad de los profesores con ésta
teoria puede mejorar la ensefianza de las matematicas y las ciencias”, Stavy y Tirosh (2000,
citado en Tsamir, 2008, p.215).

2.1.2.10 El enfoque de los puntos crecientes

Segun Clarke (2008), este planteamiento se basa en el pensamiento matematico que los
nifios pueden construir, y a su vez da cuenta de las practicas de ensefianza que han
contribuido a mejorar significativamente el aprendizaje de los estudiantes en distintos
contextos como: Australia, Nueva Zelanda y Estados Unidos. Se basa en el enfoque del
Proyecto de Instruccion Cognitiva Guiada llevada a cabo en EEUU, y reporta que el
conocimiento del pensamiento de los nifios es una poderosa herramienta que permite a los
profesores transformar este conocimiento y usarlo para cambiar la ensefianza. Estos
hallazgos, cuando los vemos en relacion con los resultados de otros estudios, permiten
concluir que un camino importante para mejorar la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas es ayudar a los profesores a comprender los procesos de pensamiento
matematico de sus estudiantes.

En el marco de este enfoque y proyecto de investigacion se utilizan los términos
numerosidad y matematicas en el mismo sentido, ademas existen en el mismo tres
componentes principales que forman parte del proyecto: un marco de referencia sobre
puntos crecientes que proporciona un medio de comprension del pensamiento matematico
de los nifios mas pequefios, una entrevista que se utiliza como una herramienta para evaluar
a individuos particulares y a grupos, y un programa de desarrollo profesional que se orienta
hacia un mayor desarrollo de los tipos de pensamiento.

La expresion “puntos crecientes” fue acufiada por Pengelly (1985, citado en Clarke, 2008),
y se define como niveles que miden el aprendizaje de las matematicas en los nifios, para lo
cual se utilizan descriptores en los proyectos de aprendizaje de las matematicas. Este
enfoque de los “puntos crecientes” se analizO a través de su uso en las operaciones de
adicion y sustraccion, dada la estrecha relacion entre ambas operaciones y aprovechando
gue muchos nifios pueden resolver problemas de sustraccion usando la suma. Algunos
ejemplos que se pueden mostrar son: contar todos los elementos (en dos colecciones de
objetos) para encontrar el total de objetos; contar uno por uno los objetos (hasta encontrar
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el total de las dos colecciones); contar los objetos hacia atras, contarlos hacia abajo, contar
desde arriba (dada una situacion de sustraccion, escoger apropiadamente algunas de estas
estrategias); dado un problema de adicion o sustraccion, permitir que los estudiantes
utilicen estrategias basicas para resolverlo, como: duplicar, la conmutatividad, sumar 10,
etc.; también dado un problema de adicion o sustraccion, usar estrategias como acercar al
doble, sumar 9, acercar a la decena proxima, y en general utilizar estrategias intuitivas o
familiares; finalmente la extension y aplicacion de la sustraccion y adicion utilizando
estrategias basicas, derivadas e intuitivas, esto se refiere a que dado un rango de tareas, que
los nifios puedan resolverlas mentalmente usando estrategias apropiadas y un entendimiento
claro de conceptos claves.

2.1.2.11 Aprendiendo a escuchar las matematicas de los nifios

Algunos investigadores como Empson & Jacobs (2008) se refieren a que en las aulas la
mayoria de profesores no son conscientes del grado de validez del pensamiento matematico
de los nifios y por lo tanto no consideran cOmo ensefiar de manera que reconozcan a este
como una forma valida de aprendizaje. Es importante entonces analizar lo que implica en
el aprendizaje de los maestros escuchar las matematicas de los nifios, y ademas incluir este
aspecto en los programas de formacion y en su desarrollo profesional. También se
proponen unos puntos de referencia para que los profesores formadores escuchen las
matematicas de sus estudiantes profesores, y para que las utilicen apoyandolos mientras
estan aprendiendo a escuchar estrecha y activamente las matematicas de los nifios.

Es fundamental entonces que los profesores den sentido a lo que escuchan de sus
estudiantes y utilicen lo que estan escuchando en la ensefianza. Sin embargo es necesario
precisar que cuando los profesores preguntan muchas veces lo hacen para averiguar si los
estudiantes saben lo que se ha explicado o si pueden realizar lo que se ha mostrado, pero es
muy pequefio el porcentaje de profesores que solicita informacion adicional de sus
estudiantes. De tal manera que muchos profesores no se dan cuenta que los nifios tienen sus
propias ideas matematicas y sus propias estrategias, las cuales pueden ser diferentes del
propio pensamiento de los profesores sobre las matemaéticas, de manera que ellos no
esperan escuchar estas ideas y estrategias. Aun cuando los profesores les piden a sus
estudiantes que expresen su pensamiento, escucharlos efectivamente es un trabajo dificil.
Ademas algunas investigaciones sobre las matematicas de los nifios mas pequefios
muestran que los nifios utilizan su conocimiento intuitivo o informal para generar
estrategias conceptuales en la solucion de una variedad de problemas. Aunque el
razonamiento de los estudiantes no siempre es exacto, es poderoso y productivo que
muchos profesores lo reconozcan. Esto porque utilizar el pensamiento matematico de los
estudiantes en la ensefianza como habilidad especializada requiere para los profesores un
cambio significativo en como conceptualizan su papel en el proceso ensefianza-aprendizaje.
Por esto aprender a escuchar es la base de la capacidad del profesor para utilizar el
pensamiento matematico de los nifios de manera productiva.

2.1.2.12 La Teoria RME (Educacion Matematica Realista)

De acuerdo a Gravemeijer (2008) el objetivo de este capitulo es investigar las
implicaciones de la ensefianza de contenidos especificos para la Educacién Matematica
Realista (RME), teniendo en cuenta que el punto de partida de esta teoria es que a los
estudiantes se les debe dar la oportunidad de reinventar las matematicas, segun lo afirmado
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por Freudenthal (1973, citado en Gravemeijer, 2008). Ademas plantea las dificultades de
entender el aprendizaje de manera constructivista: haciendo conexiones entre lo que uno
sabe y lo que uno necesita aprender. De acuerdo con esta perspectiva se pretende responder
a la pregunta: ;qué es lo que hace a las matematicas tan dificil? En este sentido desarrolla la
nocion alternativa de aprendizaje como un proceso de construccion o reconstruccion,
ofreciendo una mejor posibilidad de ayudar a los estudiantes a aprender matematicas. Esto
se lleva a cabo por medio de tres disefios instruccionales heuristicos: La reinvencion
guiada, la fenomenologia didactica, y la modelacion emergente. En este sentido considera
los requerimientos que se necesitan satisfacer para construir una teoria de la ensefianza
acorde con los principios del enfoque RME.

Para cumplir con este Gltimo objetivo es necesario desarrollar una forma de educacion
matematica en el aula acorde con la teoria RME. Aqui es donde surge la necesidad de una
teoria que asuma el aprendizaje como un proceso de construccion por parte de los
estudiantes. En este sentido Freudenthal (1973, citado en Gravemeijer, 2008) en los afios
setenta se centra en el tema de qué son las matematicas, 0 qué queremos que sean para
nuestros estudiantes, desde un enfoque diferente. Segln esta perspectiva: “las matematicas
son una “actividad humana’, en el que lo importante es la matematizacion de la materia
misma desde la realidad”, Freudenthal (1973, citado en Gravemeijer, 2008, p.285), en este
sentido: “la principal actividad de los mateméticos es matematizar, y el resultado de esta
actividad es la formalizacion via la axiomatizacion” (ibid). El resultado de esta actividad en
muchas ocasiones en la escuela secundaria se toma, segun plantea Freudenthal (1973,
citado en Gravemeijer, 2008) como : “el punto de partida en la ensefianza tradicional de las
matematicas. El Ilama a esto la inversion anti-didactica, donde el punto final del trabajo de
varias generaciones de matematicas es el punto de partida de la tradicional ensefianza a los
estudiantes. Como alternativa, él propone dar a los estudiantes la oportunidad de hacer lo
que hacen los matematicos. En lugar de presentarla como un producto acabado, el principal
objetivo de la educacion matematica deberia ser involucrar a los estudiantes en las
matematicas como actividad. En este enfoque los estudiantes deben ser guiados en la
invencién de las matematicas”, Freudenthal (1973, citado en Gravemeijer, 2008, p. 285), en
este sentido se habla de reinvencion guiada. El papel de los profesores es entonces ayudar a
los estudiantes en su proceso de aprendizaje para que se presente como un proceso de
“invencion” matematica.

2.2. FORMACION DEL PROFESOR COMO CAMPO DE
INVESTIGACION

La formacion del profesor como campo de investigacion en educacién matematica es
relativamente nuevo, pues data de la época de los afios ochenta; segin Gomez (2002), la
investigacion sobre el conocimiento del profesor y su relacion con la ensefianza de las
matematicas ha pasado por tres fases segun autores como Ball (1991) y Thomas (1994).
Una primera fase llamada “la ensefianza eficiente”, donde se buscaba identificar, de
acuerdo con las opiniones de los alumnos, las caracteristicas de los buenos profesores; en
una segunda fase se busco relacionar las caracteristicas del profesor con el aprendizaje de
sus alumnos, y se encontré que el conocimiento matematico del profesor, medido por
ejemplo “por el nimero de cursos que ha tomado o titulos obtenidos”, no es un buen
indicador del rendimiento de los alumnos; la tercera fase se llamé “del pensamiento del
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profesor”, se parte del supuesto que el trabajo del profesor en el aula depende de lo que el
profesor sabe y piensa, con esto se enfatiza en el conocimiento matematico relacionado con
algunos aspectos generales de la pedagogia.

El campo de investigacion del profesorado de matematicas ha crecido sustancialmente,
segun lo reporta Chapman (2011). Este crecimiento ha sido significativo, como es
reportado y promovido por el Journal of Mathematics Teacher Education, cuyas ediciones
iniciales estuvieron a cargo de Thomas Cooney, seguidamente Barbara Jaworsky y Peter
Sullivan. Esta revista se ha dedicado a facilitar recursos académicos para los formadores de
docentes e investigadores en educacion matematica de todo el mundo. ElI campo de
investigacion se centra en aspectos como: las creencias de los profesores de matematicas, la
identidad, los conocimientos de matematicas, los conocimientos de matemaéticas para la
ensefianza, los conocimientos pedagogicos, las herramientas y procesos, las reflexiones del
profesor, las formas de aprendizaje, el curriculo y la practica entre otros. Este tipo de
estudios han sido de gran importancia ya que han brindado informacion para la formacién
del profesorado.

En este sentido, una clasificacion que resultd6 muy atil y que ayudd a describir el
conocimiento que los profesores necesitan, fue propuesto por Shulman (1986b), quien
plantea un modelo de conocimiento que ha sido ampliado por otros autores pero
manteniendo sus bases tedricas. Shulman introdujo las nociones de Conocimiento
Didactico de Contenido (CDC) o bien PCK, Pedagogical Content Knowledge, por sus
siglas en inglés, que se constituye como la base de conocimiento para la ensefianza, y esta
formado por varios componentes, que se explicaran mas adelante.

2.3. CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

En este apartado del marco tedrico hacemos referencia al Conocimiento Didactico del
Contenido (CDC) y la caracterizacion que se tuvo en cuenta para nuestro trabajo.
Inicialmente hacemos una presentacion del desarrollo del conocimiento del profesor como
campo de investigacion; seguidamente se hace una resefia histérica sobre el surgimiento del
CDC; a continuacion se expone el significado y los componentes que integran el CDC;
finalmente presentamos la caracterizaciéon que Pinto (2010) hace sobre el CDC, teniendo en
cuenta los componentes planteados por Shulman (1986b) junto con las categorias
planteadas por él.

2.3.1. Resefia del surgimiento del CDC

Para hacer un reconocimiento y conceptualizacién del CDC, nos centramos en algunos
documentos que recogen de una manera concreta lo que significa el CDC, estos son:
Primero, un articulo de la revista Relime, 2008, volumen 20 numero 3, titulado: EI CDC en
el Profesor de Matematicas: ¢una cuestion ignorada?, autores: Pinto y Gonzalez (2008);
Segundo, un articulo de la revista Educacién Quimica, volumen 15, nimero 2, titulado: El
Conocimiento Pedagdgico de Contenido, autores: Garritz y Trinidad (2004); y Tercero, la
tesis doctoral titulada: Conocimiento Didactico de Contenido sobre la representacion de
datos estadisticos: Estudios de Casos con Profesores de Estadistica en Carreras de
Psicologia y Educacion, autor: Pinto (2010). En este Gltimo documento se hace una amplia
descripcion del CDC y nos aporta las categorias del CDC propuestas por Shulman (1987),
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ampliadas por Pinto (2010), las cuales se constituyeron como base fundamental para
nuestro trabajo.

En el verano de 1983 Lee Shulman (1999) dicté una conferencia en la Universidad de
Texas, en Austin, titulada ‘‘El paradigma perdido en la investigacion sobre la ensefianza’’.
En ella se discutié sobre este paradigma considerado perdido y plante6 al final de su
presentacion que ese paradigma consistia en la materia de estudio y su interaccion con la
pedagogia que es llevada a cabo por los profesores. Esta propuesta sorprendié a todo
mundo ya que hasta entonces los estudios sobre la ensefianza se habian enfocado en las
formas de comportamiento del profesor mas que en las de su pensamiento. Shulman
mismo, en sus enfoques mas cognitivos de estudio de la ensefianza, habia tratado a los
profesores de una manera muy genérica como pensadores. Por otro lado, el enfoque de la
psicologia cognitiva del aprendizaje se habia dado estrictamente desde la perspectiva de los
aprendices y la investigacion sobre la ensefianza habia tendido a ignorar los puntos con
relacion a los profesores (Garritz & Trinidad, 2004).

Para abordar el tema, Shulman planteé algunas preguntas como las siguientes: ¢(Como el
estudiante universitario exitoso que se convierte en profesor novato transforma su pericia
en la materia en una forma que los estudiantes de bachillerato puedan comprender?,
¢Cudles son las fuentes de las analogias, metéaforas, ejemplos, demostraciones vy
reformulaciones que el profesor usa en el aula?, ;Como los profesores toman una parte de
un texto y transforman su entendimiento en instruccién que sus estudiantes puedan
comprender?, (Garritz & Trinidad, 2004).

De acuerdo con Pinto (2010) la teoria de la ensefianza propuesta por Shulman, se pone de
manifiesto por primera vez en la publicacion de dos de sus articulos. El primero, “Those
who understand: knowledge growth in teaching (1986b) y posteriormente, “Knowledge and
teaching: foundations of new reform” (1987). A partir de estos articulos surge su propuesta
tedrica y la nocion del CDC, que entre las diferentes razones se encuentran (hechos,
reflexiones, estudios o exploraciones) que se fueron conjugando para su surgimiento, entre
las que se encuentran:

1. Laimperante necesidad de profesionalizar la ensefianza.

2. Los resultados desfavorables en el desarrollo de habilidades cognitivas de los
estudiantes de nivel secundaria (principalmente) en los examenes nacionales e
internacionales.

3. Las criticas recibidas a las corrientes imperantes sobre la didactica del profesor
denominadas proceso-producto y pensamiento del profesor, que favorecieron un mayor
énfasis en los procesos de evaluacion y acreditacion y seleccion de profesores basado
en lo pedagogico (casi exclusivamente), asumiendo que el contenido esta cubierto por
el hecho de tener una licenciatura en la disciplina correspondiente.

4. La ineludible necesidad de recuperar y asignarle el justo valor al conocimiento del
contenido como elemento igualmente importante en el perfil del profesor y crear un
modelo que integrara el conocimiento del contenido con el conocimiento pedagdgico.
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5. La reforma de la ensefianza en Estados Unidos, en la que se manifesté de manera
recurrente (en sus diferentes textos y estudios) la necesidad de elevar la ensefianza a la
categoria de una ocupacion mas respetada partiendo de un supuesto basico y esencial:
que existe una base de conocimiento para ensefiar.

Una reflexion interesante de resaltar en la resefia es que en la publicacion de sus trabajos,
Shulman (1986b) se burla de la frase que un siglo atras propusiera George Bernard Shaw:
““El que puede, hace. El que no puede, ensefia’’ (Garritz & Trinidad, 2004) y la reescribe al
final de su articulo como ‘‘Aquellos que pueden, hacen. Aquellos que entienden, ensefian’’.
De este modo surge la corriente de investigaciéon que Shulman denominé “conocimiento
base para la ensefianza”, cuya finalidad basica es el analisis del conocimiento profesional
del profesor, Pinto & Gonzalez (2008).

2.3.2. Significado y componentes del CDC
Inicialmente Shulman (1986b) plantea que para ubicar el conocimiento que se desarrolla en
las mentes de los profesores, habria que distinguir tres tipos de conocimiento:

a. Conocimiento del contenido tematico de la materia.

b. Conocimiento didactico del contenido (CDC), ‘‘el tema de la materia para la
ensefianza’’, y

c. Conocimiento curricular.

En un segundo momento, Shulman (1987) extiende la nocion del conocimiento basico con
que el profesor debe contar, incluyendo al menos los siguientes siete tipos de conocimiento:

a. Conocimiento del contenido tematico de la materia o asignatura (CA).
b. Conocimiento pedagdgico general.

c. Conocimiento curricular.

d. Conocimiento didactico del contenido (CDC).

e. Conocimiento de los aprendices y sus caracteristicas.

f.  Conocimiento del contexto educativo.

g. Conocimiento de los fines, propdsitos y valores educacionales y sus bases filosoficas e
historicas

De estos tipos de conocimiento, el (CDC) es el que ha recibido méas atencion, tanto en el
campo de la investigacion, como en el de la practica. Sobre el CDC, Shulman nos dice ‘‘es
el conocimiento que va mas alla del tema de la materia per se y que llega a la dimensién del
conocimiento del tema de la materia para la ensefianza’’ (Shulman, 1999, pag. 9). Hay que
diferenciar el CDC del Conocimiento Pedagogico General para la ensefianza, el cual es el
conocimiento de principios genéricos de organizacion y direccion en el salon de clases; el
conocimiento de las teorias y métodos de ensefianza.
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En el tipo CDC, se incluye, los topicos méas regularmente ensefiados en el area temaética del
profesor, ‘‘las formas mas Tttiles de representacion de estas ideas; las analogias,
ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones méas poderosos; en pocas palabras,
las formas de representacion y formulacion del tema que lo hace comprensible a otros’’
(Shulman, 1987, pag. 9), es decir, todo el esfuerzo que hace el profesor para hacer
comprensible su tema en particular. EI CDC también incluye un entendimiento de lo que
hace facil o dificil el aprendizaje de topicos especificos: ‘‘las concepciones vy
preconcepciones que los estudiantes de diferentes edades y antecedentes traen al
aprendizaje de los topicos y lecciones mas frecuentemente ensenados’” (Garritz & Trinidad,
2004, p. 3).

El CDC es especialmente interesante porque identifica los diferentes bagajes de
conocimientos para la ensefianza, como sefiala Shulman (1987):

“Representa la mezcla entre materia y pedagogia por la que se llega a una comprension de
cémo determinados temas y problemas se organizan, se representan y se adaptan a los
diversos intereses y capacidades de los alumnos, y se exponen para su ensefianza. El
conocimiento didactico de la materia es la categoria que con mayor probabilidad permite
distinguir entre la comprension del especialista en un area del saber y la comprensién del
pedagogo” (Shulman, 1987, pag. 8).

El CDC representa la interseccion entre conocimiento de la materia per se, los principios
generales de pedagogia y el contexto; sin embargo, no es Gnicamente una mera conjuncion
(Shulman, 1993) o integracién (Gess Newsome & Lederman, 1999) de elementos, sino una
transformacion del conocimiento del contenido a contenido ensefiable, lo que implica,
segun Glatthron, (1990), saber como adaptar el material representado a las caracteristicas
de los alumnos. Si bien el conocimiento de la materia es necesario como uno de los
componentes del conocimiento, hay que incorporar elementos adicionales (por ejemplo
conocimiento curricular del contenido; repertorio de estrategias instruccionales; seleccion,
disefio y uso diverso de materiales de apoyo; conocimiento de los procesos de aprendizaje
del alumno sobre el contenido), que marcan la diferencia de ser matematico a ser profesor
de mateméticas (Pinto & Gonzélez, 2008).

Mas tarde, Shulman (1993) desarroll6 tres particularidades y concepciones importantes
(interrelacionadas) que hay que considerar en el estudio e implementacion del CDC en
programas de investigacion o de formacion de profesores:

1. El CDC es una forma de comprender o conocer lo que los profesores poseen (o
deberian poseer) que distingue su pensamiento y razonamiento de las meras
caracteristicas de un experto en la materia en cuestion, siendo éste un ejemplo de
“sabiduria de los practicantes”, con lo cual diferencia al matematico y al educador, del
profesor de matematicas.

2. EI CDC es una parte del conocimiento base para la ensefianza, un cuerpo de
conocimientos, habilidades y - para algunos- una disposicion, que distingue a la
ensefianza como una profesion y que incluye aspectos como técnicas racionales y
capacidades de juicio, improvisacion e intuicion; lo que Schon (1983) denomind como
“reflexion-en-la-accion” y “reflexion-sobre-la-accion”, con lo cual justifica su
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naturaleza, su interrelacién con otros dominios de conocimiento y su metodologia para
la formacion, y

3. El CDC es un proceso de razonamiento pedagogico y accion a través del cual los
profesores crean sus conocimientos cuando se enfrentan a problemas de ensefianza en
contextos particulares, expresando sus planes y corrigiendo espontaneamente incluso
improvisando ante los inevitables momentos impredecibles que surgen de la ensefianza,
con lo cual estos profesores desarrollan nuevos conocimientos, intuiciones vy
disposiciones (Shulman, 1987).

2.3.3. Caracterizacion del CDC realizada por Pinto

Segln Pinto & Gonzalez (2008), el CDC es caracterizado como un modelo ciclico,
sinérgico, integral, flexible, incluyente e investigable: EI CDC no se puede examinar a
partir del estudio de uno de sus componentes sin considerar la inclusién de los otros.
Evaluar un solo componente, separado de los otros, conlleva a un riesgo sustancial de
distorsionar su significado, caracterizacion e interpretacion Baxter y Lederman (1999,
citado en Pinto & Gonzalez, 2008). Como modelo, el CDC esta compuesto de elementos
esenciales que se interrelacionan y se transforman en representaciones ideales que pueden
facilitar su comprensién, desarrollo e investigacion, dentro de un continuo de modelos que
van de integrativos a transformativos acerca del conocimiento del profesor, Gess-Newsome
& Lederman (1999, citado en Pinto & Gonzélez, 2008).

La revision y el andlisis de la perspectiva tedrica que sustenta los componentes del CDC
ofrece un panorama amplio sobre los elementos que subyacen a la teoria propuesta por
Shulman y colaboradores y que es realizado por investigadores como Chinnappan &
Lawson (2005); Chen (2004); An, Kulm & Wu (2004); Sanchez & Llinares (2002, 2003);
Llinares (2000); Baxter & Lederman (1999, citados en Pinto, 2010). Esta revision permitié
tener una vision mas clara sobre el conocimiento de la didactica del contenido especifico
que incorpora segun Shulman (1986b) & Grossman (1989), por lo menos tres componentes
basicos: el conocimiento del contenido de la disciplina por ensefiar, el conocimiento de la
didactica especifica (representaciones o estrategias instruccionales para la ensefianza del
topico) y el conocimiento del estudiante, Pinto & Gonzalez (2008).

A continuacion se describiran las caracteristicas y la naturaleza conceptual de cada uno de
estos componentes del CDC que contribuyen a comprender la correlacion de conocimiento
que debe tener y desarrollar el profesor en su préctica docente.

2.3.3.1 Conocimiento del contenido de la disciplina por ensefiar

Shulman (1986b) define este primer nivel de conocimiento como la “cantidad y
organizacion de conocimiento per se en la mente del profesor” (p. 9). Como elemento
esencial y previo a su labor de ensefar, el profesor deber tener un nivel minimo de dominio
del contenido que se propone ensefiar: “el profesor necesita no s6lo conocer o comprender
qué, sino ademas saber también por qué esto es asi, sobre qué supuestos pueden ser ciertas
estas justificaciones y bajo qué circunstancias nuestras creencias en estas justificaciones
pueden ser débiles y aun denegadas™ (Shulman, 1986b, p. 9).

Muchos son los expertos que opinan que los profesores necesitan tener un solido
conocimiento matematico para la ensefianza (por ejemplo, Shulman, 1986; Even, 1990;
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Llinares, 1993; Garcia, 1997; Lopez, 1999, citados en Pinto y Gonzalez, 2008). “Conocer
bien el contenido de una leccion incrementa la capacidad del profesor para realizar
actividades diferentes en el aula, coordinar y dirigir las intervenciones y preguntas de los
estudiantes, generar un cumulo de estrategias de ensefianza vinculadas con el contenido y
profundizar en el porqué y el para qué de la asignatura. No conocer bien el contenido es
limitativo para desarrollar muchas de estas capacidades o habilidades”, (Pinto & Gonzalez,
2008, p. 88)

El estudio del conocimiento del contenido matematico del profesor es una linea de
investigacion que se orienta a analizar su naturaleza conceptual y epistemoldgica, sus
componentes, caracteristicas y el grado de conocimiento matematico (genérico o
especifico) que tienen los profesores; asi como sus relaciones con la ensefianza y el
aprendizaje y con otros dominios de conocimiento.

2.3.3.2. Conocimiento de la didactica especifica (representaciones o estrategias
instruccionales para la ensefianza del tema)

Shulman (1986, 1987) y Barnett y Hodson (2001), afirman que los profesores ademas de
conocer y comprender el significado de la materia, también deben saber cdmo ensefiar ese
contenido de una manera efectiva, reconociendo lo que es facil y lo que es dificil para los
estudiantes, en aspectos como la organizacion, secuenciacion, entre otros, de manera que se
presente el contenido aprovechando al méaximo la habilidades e intereses de los
estudiantes. Por tanto es indispensable tener buenos metodos de ensefianza-aprendizaje, en
otras palabras, conocimiento pedagogico. Ademas este conocimiento debe estar adaptado al
contexto especifico de la materia, que es lo que se conoce como el conocimiento de la
didactica especifica la cual es definida como: “las formas mas utiles de representacion de
estas ideas, las analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones mas
poderosas, en una palabra, las formas de representacion y formulacion de la materia que
hacen a ésta comprensible a otros” Shulman, (1986b, citado en Pinto & Gonzélez, 2008, p.
89).

En el conocimiento de la didactica especifica se relacionan dos elementos centrales del
CDC: a) el conocimiento del profesor acerca de las representaciones de la materia y b) el
conocimiento del profesor de las estrategias instruccionales asociadas al contenido
especifico que se ensefia, segun Van Driel, De Jong & Verloop, (2002, citado en Pinto &
Gonzélez, 2008). En este sentido la atencion se centra en el conocimiento del profesor
sobre diferentes representaciones instruccionales relacionadas a un topico determinado y la
forma como las interpreta y utiliza en el aula, poniendo también en juego el conocimiento y
uso de los otros componentes del CDC.

2.3.3.3 Conocimiento del estudiante

El tercer componente del CDC es “el conocimiento de los procesos de aprendizaje del
alumno sobre el contenido que desea ensefiar”. Hawkins en Smith y Neale (1989, citado en
Pinto & Gonzalez, 2008) definen este dominio de conocimiento como la habilidad de hacer
“penetrable” el contenido a los estudiantes. Consiste entonces en necesidad de que el
profesor debe agregar a su bagaje de conocimientos los diferentes errores, concepciones y
preconcepciones de los estudiantes, asi mismo como y las condiciones instruccionales
necesarias para lograr transformar estas concepciones de manera adecuada y correcta
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(Shulman, 1986). Para Shulman y sus colaboradores, este conocimiento ayudaria
eficientemente a una mejor comprension del topico especifico.

Diferentes autores, por ejemplo: Shulman, 1986; Marks, 1989; McDiarmid, Ball &
Anderson, 1989; Ldpez, (1999, citados en Pinto & Gonzalez, 2008) insisten en la necesidad
de que el profesor ademés de conocer los procesos psicoldgicos de aprendizaje, debe
también conocer como aprende un alumno a estudiar un topico especifico. En este sentido
es necesario que el docente reconozca el proceso cognitivo del estudiante, es decir, su edad,
grado, experiencia y escolaridad, asi como sus motivaciones, expectativas e intereses. Gran
parte de este cuerpo de conocimientos se ha ido adquiriendo como consecuencia de las dos
ultimas décadas de amplia investigacion cognitiva sobre el aprendizaje del estudiante, lo
cual ha producido muchos datos dtiles sobre concepciones, errores, obstaculos vy
dificultades de los estudiantes y de su pensamiento matematico Even & Tirosh, (1995,
citado en Pinto & Gonzélez, 2008, p. 90).

A continuacién se hace una descripcién del proceso seguido por Pinto para plantear las
categorias que conforman cada uno de los tres componentes descritos anteriores.

2.3.4. Categorias propuestas por Pinto

Pinto (2010) recoge gran parte los estudios realizados por otros autores sobre la propuesta
de Shulman (1986) del CDC, realizando una clasificacion y categorizacion de todas estas
propuestas, llegando finalmente a complementar las tres categorias propuestas por Shulman
y presentandolas en tres tablas que se mostrardn méas adelante. A continuacion presentamos
la propuesta de Shulman y la sintesis que Pinto realizé sobre los aportes de otros autores.

Al analizar la definicion de Shulman (1986, p. 9) se identifican ciertas expresiones de las
cuales se derivan las siguientes categorias del CDC:

1. “de un topico especifico” y “aprender estos topicos y lecciones”.
2. “las formas mas utiles de representacion de estas ideas”, y
3. “las concepciones y creencias que los estudiantes de diferentes edades y experiencias”

En el inciso (1) hace referencia al contenido o al tépico especifico que se trate, es decir, el
contenido a ensefiar. En el inciso (2) a las formas de representacion, es decir, a las
estrategias especificas para ensefiar dicho contenido. Finalmente, en el inciso (3) a las
concepciones y creencias de los estudiantes, es decir, a los conocimientos sobre el proceso
de aprendizaje de los estudiantes respecto del contenido que ensefia. Asi, Shulman (1986b)
establecio y propuso tres componentes esenciales como parte del CDC.

1. El conocimiento del contenido ensefiable (mas relevante a ser ensefiado segun el
sistema escolar), es decir, el conocimiento de la materia especifica para ensefar.

2. Formas de representacion (estrategias) para ensefiar el area especifica.

3. Conocimiento del aprendizaje del estudiante (que incluye las estrategias con las que los
profesores ayudan al alumno).
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Shulman (1986) deja entrever (y reconoce) el conocimiento pedagogico de la ensefianza
como parte inmersa dentro del constructo, pero no lo hace de manera explicita como los
tres componentes antes mencionados. No obstante, Shulman y colaboradores incluyen el
conocimiento de la pedagogia general dentro de la perspectiva tedrica de la base del
conocimiento para la ensefianza.

Muchos son los autores que han estudiado, analizado, complementado, propuesto o
modificado las categorias del CDC de Shulman (Tsamir, 1988; Smith & Neale, 1989;
Grossman, 1990; Cooney, 1994; Fernandez-Balboa & Stiehl, 1995; Graeber, 1999; An,
Kulm & Wu, 2004; entre otros, citados en Pinto & Gonzélez, 2008).

Las categorias del CDC tienen su origen en las principales publicaciones de Shulman y
colaboradores; algunas de ellas citadas cronol6gicamente en diferentes momentos, como es
el caso de Shulman (1986, 1987), Wilson, Shulman & Richert (1987, citado en Pinto,
2010). No se contraponen, pero si se complementan. Probablemente esto se debe a que
algunos autores asuman ciertas categorias y el resto otras; o bien, otros las incorporan
dentro de alguna otra. Otra razon es que algunos elementos del CDC estan intimamente
relacionados con la base del conocimiento para la ensefianza; por ejemplo: Grossman
,1990; Ldpez, 1999, citados en Pinto, 2010, proponen como elementos: el conocimiento de
la materia, el conocimiento pedagdgico general, el CDC y el conocimiento del contexto; e
incluye en el CDC otros tres: conocimiento de los propdsitos de ensefianza, conocimiento
curricular y conocimiento de las estrategias de ensefianza y aprendizaje. Para su trabajo
doctoral, Pinto (2010) asumidé, como punto de partida, las categorias presentadas por
Shulman (1986b). Estas categorias ademas de apoyarse en la concepcion original de
Shulman muestran el mayor nimero de coincidencias entre los diferentes autores que han
estudiado el CDC. Para este trabajo, las tres categorias identificadas por Shulman del CDC
se denominaran: conocimiento del contenido a ensefiar (para referirse al conocimiento del
contenido ensefiable), conocimiento de las estrategias y representaciones instruccionales
(para referirse a las formas de representacion del contenido a ensefiar) y conocimiento de
los procesos de aprendizaje del alumno sobre el contenido a ensefiar (para referirse al
conocimiento de las creencias y concepciones de los estudiantes).

A continuacién se presentan las tablas con las categorizaciones hechas por Pinto (2010)
donde él hace una breve descripcion de cada asunto. Estas tablas son la base para el
desarrollo de nuestro trabajo.

Las tres categorias propuestas por Shulman (1986b) son ampliadas por Pinto (2010) quien
les da el nombre de componentes; los cuales a su vez se dividen en tres categorias, estas a
su vez estan compuestas por diferentes asuntos. Los componentes corresponden a cada
tabla, las categorias estan identificadas por las letras a, b y ¢, y los asuntos por vifietas.
Como se presentan a continuacion:

Tabla 1. Componentes del conocimiento del contenido matematico a ensefiar.

a. Conocimientos sobre la actividad matematica general.

e Conocimiento de la historia de la disciplina, evolucién, principales problemas y
cambios en las nociones o conceptos, la naturaleza de las explicaciones, de la
heuristica y de los valores histdrico-filosoficos.

e Conocimiento de las diferentes posturas o escuelas filoséficas en relacion a como

30




se crea y se construye el saber cientifico basico.

Comprension de aquellos conceptos, principios, hechos y teorias principales de la
disciplina en cuestién, asi como las posibles interrelaciones que pueden
establecerse entre los mismos.

Conocimiento del conjunto de procedimientos que sirven de base para que el
conocimiento de los mismos progrese y avance, principales perspectivas o escuelas
en el campo, como el campo se ha desarrollado a través del tiempo y quiénes han
contribuido a ese desarrollo.

Conocimiento de la disciplina para ensefiar a otras personas, desde una
perspectiva sociocultural, de las diferentes materias que componen el curriculo
escolar.

Conocimientos de la ética y valores morales y estéticos del contenido a ensefiar,
acerca de la cultura matematica y sociedad.

b. Conocimientos por topico especifico matematico.

Caracteristicas esenciales (correspondencia entre idea mental y concepto
matematico, imagen del concepto, atributos criticos del concepto, ejemplos
prototipos, distincion entre ejemplos concretos y no-ejemplos, actualizacion del
cambio en el concepto)

Diferentes representaciones (comprender los conceptos en diferentes
representaciones, trasladar y formar conexiones entre €stos)

Formas alternativas de aproximacion (familiarizacion con las principales
alternativas de aproximacion del concepto, sus usos en las diferentes ramas de la
matematica, en otras disciplinas y en la vida diaria, asi como el estudio de las
posibles adecuaciones de estas aproximaciones a ciertas situaciones)

La fuerza del concepto (nuevas oportunidades que originan nuevos conceptos,
caracteristicas Unicas y propiedades relevantes del concepto, relacion con otros
conceptos, sub-topicos o subcomponentes, visto desde una manera multidireccional
e integral)

Repertorio basico (conocer y tener facil acceso a familias de ejemplos especificos,
ejemplos potentes que ilustran principios importantes, propiedades, teoremas, etc.,
aspectos practicos en la escuela que se incluyen en el curriculo)

Conocimiento y comprension del concepto, (conocimiento conceptual y
procedimental del concepto, y las relaciones de éstos)

Conocimiento acerca de las matematicas (conocimiento acerca de la naturaleza de
las matematicas, formas del significado y procesos)

Conocimientos sobre el curriculo matematico.

Conocimiento de los propoésitos de la instruccién matematica en general, para
referirse principalmente a tres aspectos: la importancia de las matematicas en la
escuela, el significado de aprenderla y el valor de cada uno de los contenidos
dentro del &mbito escolar.

Conocimiento de las justificaciones para aprender un topico dado, que consiste en
conocer y utilizar una variedad de formas especificas para la materia, para justificar
los topicos especificos y con ello motivar a los estudiantes para aprender
Conocimiento de las ideas importantes para ensefiar un tépico dado, que son
aquellas que los alumnos necesitan aprender acerca de estos topicos, como son los

31




procesos, conceptos del curriculo, la capacidad y esfuerzo del estudiante, formas
intuitivas de representacion y otros.

Conocimiento de los prerrequisitos de conocimiento para un tépico dado, en los
diferentes momentos del ciclo didactico y estudio del topico (ej. topico dentro del
mismo curriculo, topico y herramientas conceptuales y procedimentales previas,
experiencia en el manejo del topico o concepto y experiencia en procesos de
pensamiento similares)

Conocimiento de los problemas tipicos de la “escuela matematica”, que muestre
una familiaridad con problemas tipicamente encontrados en la instruccion
matematica.

Tabla 2. Componentes del conocimiento de las estrategias Yy representaciones
instruccionales de las matematicas.

a. Conocimientos sobre las representaciones instruccionales.

Comprender el contenido especifico que subyace en las representaciones, las
relaciones con otras representaciones o conceptos de la misma disciplina y con
otros campos de conocimiento, conocer el origen y fundamento de las
representaciones, asi como las relaciones que subyacen y los procedimientos de
verificacion y su relacién con el conocimiento del proceso de aprendizaje del
alumno.

Criterios para desarrollar, evaluar, seleccionar y wusar apropiadas
representaciones instruccionales; que implica el conocimiento de los estandares de
calidad que evalGan las adecuaciones de las representaciones de la materia en
cuestion.

Amplio repertorio de representaciones de la materia que ensefian; que incluye, el
estudio de la relacion entre las representaciones Yy recursos instruccionales
especificos para la disciplina; asi como de analogias, ilustraciones, modelos,
metaforas, ejemplos, explicaciones, demostraciones, dibujos, preguntas,
actividades, discusiones, exposiciones verbales, diagramas, simulaciones,
dramatizaciones y analisis de contenido, asi como representaciones verbales,
simbdlicas, gréficas o concretas, etc.

Conocimiento sobre las rutinas instruccionales, que implica, estrategias, métodos
o0 técnicas especificas al contenido matematico vinculado con los materiales de
instruccion y el conocimiento de las caracteristicas de las interacciones didacticas,
asi como de las dificultades cognitivas que implica para su ensefianza y aprendizaje
y las alternativas para afrontarlas.

b. Conocimientos los materiales curriculares.

De los materiales para la instruccion del contenido matematico o para una
determinacion nocion, sus caracteristicas, los textos y materiales basicos y
alternativos, software, calculadoras, programas especificos, problemas, ejercicios,
guias, proyectos, ilustraciones, casos, materiales visuales, peliculas de y sobre
conceptos o topicos, demostraciones en laboratorios, programas o simuladores on-
line, recursos en Internet, etc., y de los materiales curriculares que los estudiantes
tienen en otras materias.

Del tratamiento y evaluacion de los textos y materiales de la materia en cuestion,
su organizacion razonada de topicos, las actividades y problemas que presentan,
sus efectos en el aprendizaje del estudiante, de la relacion con el contenido y las
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estrategias instruccionales que proponen y sobre los criterios de uso, seleccion y
adecuacion para la ensefianza o aprendizaje de un topico matematico.

¢. Conocimiento sobre el curriculo matematico

e Conocimiento sobre la planificacion de la ensefianza del contenido matematico,
que incluye el conocimiento del disefio, evaluacion y modificacion del programa
escolar, de las caracteristicas del curriculo matematico (segun el grado y nivel de
ensefianza), de las relaciones con otros contenidos matematicos y de las tendencias
curriculares especificas de la educacién matematica.

e Conocimiento del curriculo de otras disciplinas escolares, que incluye la revision
de programas, textos, materiales y recursos con el objeto de establecer con éstas
una mayor vinculacion con la matemaética y el tépico especifico que se trate.

e Del disefio e implementacion de nuevos materiales de la materia en cuestion, que
implica el conocimiento tedrico y practico del estudio del disefio y evaluacion de
materiales curriculares de contenido matematico.

Tabla 3. Componentes del conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante sobre
el contenido matematico.

a. Conocimiento del proceso cognitivo del estudiante en matematicas.

e Conocer las necesidades y conocimientos particulares de los estudiantes, a partir
del estudio y observacion de su desarrollo (edad, experiencia, antecedentes y
escolaridad) y desempefio en el aula, sobre el contenido matematico que aprende, y
reconocer la importancia del estudio de las concepciones y dificultades del
estudiante como parte inherente e indispensable para la ensefianza y aprendizaje de
las matematicas; conocer sus intereses, motivaciones y expectativas relacionados
con las matematicas y con los diferentes topicos especificos.

e Conocer los procesos de aprendizaje de los estudiantes en matematicas,
enfatizando los procesos de comprension del concepto y las formas de
justificacién, partiendo de objetos concretos que representen ideas matematicas,
conociendo las diferencias individuales que puede haber en la forma de aprender de
los alumnos, el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de topicos
concretos (Ma&s y menos comunes) y segun niveles cognitivos de desarrollo
(procesal o conceptual), las formas de conectar las ideas concretas con las
abstractas de las matematicas y de las formas de ir de lo simple a lo complejo; del
conocimiento de las intuiciones y heuristicas de los estudiantes; formas de conectar
unas ideas con otras; formas en que la mayoria comprende un tépico dado; es decir,
algunos aplicados a las matematicas en general (ej. terminologia), a los tépicos y
procedimientos especificos de la matematicas (ej. simplificar), y otros a su
concepciéon o forma de aprender (ej. memorizar reglas sin comprenderlas) y el
porqué de estos aspectos; los fundamentos de razonamiento del estudiante.

e Conocer las creencias y concepciones inadecuadas comunes de los estudiantes, asi
como sus interpretaciones, dificultades (o facilidades), obstaculos y errores de los
estudiantes del contenido matematico o del topico especifico, como son, por
ejemplo, la falta de juicio para utilizar un procedimiento en una situacion y que es
diferente para otra (especialmente cuando parecen similares); y conocer las
atribuciones o causas de éstas.

b. Conocimiento del diagnéstico del proceso cognitivo del estudiante.
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e Conocimiento de técnicas para medir y diagnosticar sus concepciones inadecuadas,
que incluye, el analisis de los criterios de seleccion, uso y adecuacion de instrumentos
o0 materiales (genéricos o especificos de la didactica de las matematicas) para el
diagnostico de las necesidades, formas de aprender, creencias, errores y dificultades en
el aprendizaje del topico matematico

c. Conocimiento de estrategias instruccionales

e Conocer las estrategias instruccionales especificas para corregir las creencias y
concepciones inadecuadas, errores y dificultades, asi como conocer las estrategias
instruccionales especificas que pueden ser usadas para permitir que los estudiantes
conecten lo que ellos aprenden al conocimiento que ellos ya poseen.

e Conocer las estrategias de aprendizaje de los estudiantes para promover la
adquisicién, organizacion y almacenamiento del contenido matematico, que
implica, conocer estrategias para promover el recuerdo, la memorizacion y la
comprension; y conocer los contextos significativos de aprendizaje de los
estudiantes, desde los mas primitivos hasta los mas sofisticados.

e Conocer los materiales curriculares, utilizados como parte de las estrategias
instruccionales para corregir las dificultades y concepciones inadecuadas de los
estudiantes.

Con las tablas presentadas anteriormente, mostraremos en el apartado 4.3 la relacion
existente entre la historia de la funcion logaritmica y exponencial y sus posibles aportes al
CDC del profesor de matemaéticas.

24 LAHISTORIA COMO UN MEDIADOR DEL CDC

Para comprender el papel gue tiene la historia como parte del Conocimiento Pedagdgico de
Contenido es necesario remitirse a la propuesta de Shulman (1986b), que destaca el papel
primordial que en el proceso de ensefianza tiene la comprension de los contenidos
curriculares, tanto por parte del profesor como de los estudiantes, teniendo siempre en
mente la perspectiva del avance en la formacién profesional del docente. Es por esto que
plantea un conjunto de conocimientos minimos que debe tener el profesor, los que agrupa
en tres categorias: conocimiento del contenido de la materia especifica, conocimiento
didactico de contenido (o CDC), y conocimiento curricular.

Entonces surge la pregunta: ¢cudl es el papel de la historia de las matematicas (HM) en la
constitucion y desarrollo de estos conocimientos?

En la medida en que el profesor comprenda lo que se ha de aprender, como se debe ensefiar
el contenido a partir de la practica docente, que comprenda como el alumno aprende y
comprende, resolviendo problemas y desarrollando su pensamiento critico sobre ese
contenido Shulman (1987); la historia se constituye en una herramienta propicia para lograr
este cometido, porque el objeto de estudio de la historia de las matematicas es la evolucion
de conceptos e ideas matematicas, también segin Bruckheimer & Arcavi (2000, citado en
Guacaneme, 2010), la HM se encarga de estudiar las diversas maneras en que los
matematicos se aproximaron a éstas ideas, asi como los procesos de formalizacion y
simbolizacion. De esta manera con la historia el profesor gana una vision tanto
epistemoldgica como evolutiva de los conceptos e ideas matematicas y, en esta medida
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como lo sefiala (Grugnetti, 2000), le brinda al profesor elementos para entender porque
algunos conceptos son dificiles para los estudiantes, de modo que este conocimiento
contribuye para que el profesor pueda proponer mejores enfoques y aproximaciones en la
ensefianza de los conceptos, desde la historia.

2.4.1 La historia como herramienta en la formacion de profesores de matematicas
Cuando se piensa en la historia como medio de formacion para los profesores de
matematicas, la pregunta en cuestion es: ;De qué forma la Historia de las Matematicas
aporta en este cometido? y ¢qué objetivos se pueden perseguir con esta incorporacion de la
HM en la educacion del profesor?

Investigadores como Guacaneme (2011), sostienen que la HM es una fuente de
“herramientas” para los profesores de matematicas, en tanto que favorecen el conocimiento
del profesor de matemaéticas, y su utilizacion en su quehacer docente. De esta manera le
proporciona elementos como: una vision de la actividad matematica que subyace a la
creacion y comunicacion de resultados matematicos, ademas de la habilidad para reconocer
las razones que guian la actividad matematica, como la influencia de factores sociales y
culturales en este proceso; también le proporciona una habilidad para reconocer los
problemas, las formas de representacion y pensamiento, pero también las interrelaciones
entre dominios numéricos que estan relacionados con los objetos matematicos que
visualiza.

De acuerdo con esto, y como proponen investigadores como: Jones (1969) y Furinghetti
(2007) la Historia de las Matematicas como parte de la formacion de profesores le permite
a ellos una transformacion de la vision y las creencias que sobre las matematicas tienen,
porque a través de ella se modifica la apreciacion del mundo de las matematicas y se
desarrolla una apreciacion de la importancia cultural de las matematicas.

Finalmente el estudio de la HM promueve el desarrollo de competencias personales y
profesionales que van mas alla del propio conocimiento matematico, como lo son: el
desarrollo de la sensibilidad, la tolerancia, y el respeto hacia formas no convencionales de
expresar ideas o resolver problemas.
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3. DISENO METODOLOGICO

La metodologia en la que se enmarca nuestro trabajo de tesis es de tipo documental-
cualitativo; lo que quiere decir que tiene aspectos relacionados con estos dos tipos de
metodologias. En cuanto a lo documental es debido al hecho que nuestras fuentes de
informacidn, y nuestros datos corresponden a los diferentes articulos de revistas, tesis,
cartas y libros relacionados con la historia de los conceptos exponencial y logaritmico. Es
cualitativa en cuanto a que nuestros datos no son cuantificables, sino que nuestras
decisiones estan mediadas por la subjetividad, que estd ligada a nuestra parte humana, a
nuestros gustos y creencias.

El disefio metodoldgico que orienta el desarrollo de nuestra propuesta de innovacién consta
de cuatro etapas, en las que se muestra el proceso seguido para concluir con la elaboracion
de tres herramientas didacticas, pensadas como un posible aporte al Conocimiento
Pedagdgico de Contenido del Profesor de Matematicas. Las cuatro etapas se describen a
continuacion:

3.1 ETAPA 1: ORGANIZACION Y CLASIFICACION DOCUMENTAL

El objetivo de esta primera etapa consistio en la realizacion de una busqueda documental
sobre la historia de la funcion exponencial, que nos permitiera identificar momentos, etapas
0 hitos de su desarrollo historico. La busqueda fue realizada desde diferentes bases de datos
especializadas en la historia de las matematicas; como son: las revistas Suma, la revista
Journal of Mathematics Teacher Education, la revista Relime, entre otras.

De esta forma la revista espafiola Suma nos ofrecié mas de diez articulos en espafiol
relacionados con la funcion exponencial. Los articulos encontrados nos ofrecieron
diferentes perspectivas; algunas relacionadas con situaciones cotidianas, desde sus
aplicaciones, y el uso que se le da al componente histérico como un facilitador de la
ensefianza de dicho concepto. Por su lado, la revista Journal of Mathematics Teacher
Education, nos ofrecié una variada gama de documentos relacionados principalmente con
la Educacion Matemaética y a las caracteristicas del concepto. La revista Relime se ocupa de
la didactica de las matematicas, desde el enfoque socio-epistemologico donde se reconoce
la influencia del contexto cultural dentro la constitucion de los objetos matematicos.

Debido a la gran cantidad de documentos encontrados en relacién con la funcién
exponencial, se hizo necesaria una primera fase de clasificacion documental, en cuatro
grandes grupos. En el primero grupo se ubicaron los documentos relacionados con la
Didactica (D); en el segundo, los documentos relacionados con la Historia y sus usos
didacticos (H y D); en el tercero, los documentos Histdricos (H); y en el altimo grupo, los
relacionados con el campo de investigacion: Formacion del Profesor de Matematicas (FP).

Después de la clasificacion documental anterior, nos centramos en la identificacién de
aquellos posibles aportes de cada uno de los documentos a la elaboracion de nuestra
herramienta didactica. Para lo cual hicimos un reconocimiento de la macro-estructura de
cada documento, mediante la observacidn de sus tablas de contenido, los niveles de titulo,
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la introduccion, el prélogo, las conclusiones finales, y en algunos casos el resumen ofrecido
desde las diferentes revistas especializadas, donde fueron ubicados.

A continuacion, presentamos un ejemplo de la primera fase de clasificacion documental:

REFERENCIA <
BIBLIOGRAFICA D HyD H FP UBICACION OBSERVACIONES
Sirvent J. (2003). Sonidos, Se utilizan inicialmente
fracciones, medias, . potencias naturales,
potencias 'y  funciones X X Revista racionales y proporciones
exponenciales, Suma pag Suma para explicar la
44, construccion de la escala
musical pitagorica.

Tabla 4. Organizacion y clasificacion documental.

Este instrumento nos ofrece: el referente bibliografico, la fuente de donde se obtuvo el
documento, su respectiva clasificacion en cada uno de los cuatro grupos documentales, y
una breve descripcion del contenido del documento, como posible potencial a la
elaboracion de nuestra herramienta didactica.

A partir de este momento, iniciamos una segunda fase del analisis documental. En esta fase
consideramos esencial la apropiacion de la historia de la funcién exponencial, por parte de
los investigadores; por lo cual, decidimos centrar nuestra atencion en el siguiente grupo de
doce documentos: Exponental functions, rates of change, and the multiplicative unit,
Confrey & Smith,1994; la sensibilité a la contradiction : logarithmes de nombres négatifs
et origine de la variable complexe, Cantoral & Farfan, 2004; Epistemologia del concepto
de funcion logaritmica, Cantoral, Farfan, Hitt & Rigo,1987; Investigating teachers’
experiences with the history of logarithms: a collection of five case studies, Clark, 2006;
The Story of a number e, Maor, 1994; Descomposicion genética de la funcién exponencial:
Mecanismos de construccion, Vargas, 2011; Historia de los logaritmos, Tapia, 2003;
Revisiting the History of Logarithms, Fauvel, 1995; Napier's Logarithms Adapted for
Today Classroom, Katz, 1995; Una vision socioepistemoldgica. Estudio de la funcién
logaritmo, Ferrari, 2001; L histoire des Logarithmes, Trompler, 2002; Segmentos de la
Historia: La Funcion Logaritmica, Gonzalez & Vargas, 2007. El potencial de los demas
grupos documentales, posiblemente nos aportara en el proceso del disefio final de la
herramienta didactica, por lo cual en esta etapa no se consideraron en detalle.

Desde nuestra revision y andlisis completo de cada uno de los documentos que pertenecen
al grupo de documentos Historicos, percibimos que los diferentes autores coinciden en que
el desarrollo historico de la funcion exponencial estd intimamente ligado al desarrollo
historico de la funcion logaritmica, de tal forma que no es posible considerarlos de forma
independiente. Por lo cual, de aqui en adelante, decidimos llevar a cabo el estudio de ambas
funciones, siendo consecuentes con el proceso evolutivo de dichos conceptos. Es mas,
consideramos pertinente abordar el estudio desde el desarrollo histérico de los conceptos de
lo exponencial y logaritmico, que son anteriores al mismo concepto de funcion; es decir,
que de ellos surge posteriormente los conceptos de funcién logaritmica y exponencial.

En esta fase de analisis, nos propusimos la construccion de una version de nuestra
interpretacion de la historia de los conceptos de lo logaritmico y exponencial. Para esto,
tomamos como referente el documento de Cajori (1913), History of the Exponential and
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Logarithmic Concepts, por el seguimiento minucioso y detallado que hace sobre la
evolucion de estos dos conceptos. Como hemos dicho anteriormente, este documento esta
compuesto por siete articulos, que tratan de la historia de los conceptos de lo exponencial y
logaritmo, el cual fue publicado en la revista: The American Mathematic Monthly, editada
por Mathematical Association of America. EI motivo que nos impulsé a considerar este
documento como base de nuestra revision documental, es que ademéas de mostrar de forma
detallada los diferentes momentos de evolucion de los conceptos, Cajori es reconocido por
la seriedad y confiabilidad de sus trabajos, dentro de la comunidad matemaética. De esta
forma, los demas documentos considerados dentro del grupo Historicos aportaron a la
ampliacién de algunos aspectos e ideas referidos en el documento base.

Durante la elaboracion de nuestra version de la interpretacion de la historia de los
conceptos de exponencial y logaritmico, apreciamos como diferentes autores concuerdan en
el proceso que se dio en la evolucion y desarrollo de los conceptos. Igualmente percibimos
algunas ideas trascendentales que marcaron el proceso evolutivo de dichos conceptos, las
cuales nos permitieron definir seis Hitos Historicos que son: Relacion entre conceptos,
Sistemas de representacion de los logaritmos, Factores sociales, Discusiones e Intentos
Fallidos, Formas de notacion de lo exponencial y lo logaritmico, y Refinamientos y
Generalizaciones. Entendemos como Hitos Historicos aquellas ideas transcendentales que
se dieron durante la evolucién y el desarrollo de los conceptos de exponencial y logaritmo;
estos a su vez sean constituido en nuestras unidades de andlisis.

3.2 ETAPA 2: DESCRIPCION DEL CAMPO CONOCIMIENTO DEL
PROFESOR DE MATEMATICAS

En esta etapa iniciamos con una caracterizacion de lo que actualmente se conoce como el
campo de investigacion Formacion del Profesor de Matematicas, con el objetivo de ubicar
nuestro trabajo de investigacion en dicho campo. Como resultado de esta caracterizacion
encontramos que las investigaciones giran en torno a los siguientes aspectos: conocimiento
de la disciplina, conocimiento didéctico, conocimiento pedagdgico, conocimiento del
curriculo, conocimiento de las herramientas, conocimiento de los objetivos, las finalidades
y los valores institucionales.

De acuerdo con lo anterior, ubicamos nuestro trabajo de grado en el componente de
Conocimiento Didactico de Contenido, CDC, del profesor de matematicas, que recoge
fundamentalmente el conocimiento disciplinar, el didactico y el pedagdgico.
Posteriormente, para caracterizar el CDC recurrimos al trabajo doctoral de Pinto (2010), en
el cual él hace un seguimiento detallado de la evolucion que ha tenido este concepto, desde
que fue enunciado por primera vez por Shulman en 1986. A partir de este momento, el
mismo Shulman junto con sus colaboradores y otros autores, han venido introduciendo
modificaciones que han propendido en su ampliacién del CDC; de lo cual Pinto, en su tesis
doctoral, hace un reporte de dicho proceso. Finalmente, Pinto (2010) hace su propia
descripcion del CDC, identificando tres componentes principales, los cuales a su vez
constan de tres categorias, y cada una de estas categorias es descrita por diferentes asuntos
que la caracterizan. Esta version del CDC ofrecida por Pinto (2010) se constituye en
nuestro referente para el analisis de la historia de lo exponencial y logaritmico en relacion
con los componentes, categorias y asuntos propuestos en él. Debido a que consideramos
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que la descripcion del CDC propuesta por Pinto (2010) corresponde a una version
actualizada, con un alto grado de fineza en cuanto a la descripcion; por lo cual, la hemos
asumido como nuestro referente tedrico para el analisis de los diferentes documentos
historicos, determinando como estos aportan al CDC del profesor de matematicas

Inicialmente, hicimos una aproximacion intuitiva sobre los posibles aportes de la historia,
de los conceptos exponencial y logaritmico, al CDC del profesor de matematicas desde los
componentes, categorias y asuntos sugeridas por Pinto (2010). Posteriormente, fue
necesario realizar una segunda revision mas minuciosa, debido a que cada asunto recogia
mas de una idea; por lo cual, en esta primera aproximacion se cae en la reiteracion de las
mismas ideas en correspondencia con diferentes asuntos. Esta situacion surgié en principio
debido a que no nos percatamos de que la diferencia entre algunos asuntos es muy sutil y
algunos de ellos se traslapan.

Para dar solucion a esta situacion fue necesario llevar a cabo un desglose de cada uno de los
asuntos en sus diferentes ideas, con el objetivo de ubicar de la forma més precisa posible, el
aporte de la historia a cada uno de los asuntos. A continuacion mostramos una matriz hecha
en Excel, que contribuyé a la organizacion y mejor visualizacion de la informacion.

En la primera columna hacemos referencia a la numeracion del componente, las categorias
y asuntos. En la segunda columna se identifica con color azul cada uno de los tres
componentes del CDC propuestos por Pinto (2010); en rojo se identifican cada una de las
categorias que conforman dicho componente, con vifietas, de punto, cada uno de los
asuntos que conforma las diferentes categorias; en la tercera columna se muestra el
desglose de cada asunto en sus diferentes ideas y en la cuarta la relacion atribuida entre
cada uno de los asuntos con la historia de los conceptos de lo exponencial y logaritmico.

IDEAS DEL
ASUNTO APORTES DE FORMA GENERAL

[J Conocimiento de la historia de la | Evolucion La evolucion de los conceptos de logaritmo
funcion exponencial y logaritmica, y exponencial fue un proceso de muchos
evolucion, principales problemas y afios y que vinculé el trabajo de muchos
1 cambios en las nociones o conceptos, la matematicos, lo que indica que no se dio de
naturaleza de las explicaciones, de la la noche a la mafiana. *Aunque se observé
heuristica y de los valores histérico- un trabajo en comunidad, este no fue

filoséficos, necesariamente colectivo y articulado.
Principales La actividad matemética baso su desarrollo
problemas inicialmente en los problemas sociales, mas
1 tarde se enfoca hacia la necesidad de buscar
2' sustento tedrico a las afirmaciones
conceptuales y la extension del concepto a
otros dominios numéricos. Igualmente, se
evidencia problemas que dificultaron la
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actividad matematica como: la carencia de
una comunicacién adecuada, en cuanto a la
definicion de los conceptos.

13

Cambios en las
nociones 0
conceptos

* La actividad matematica produce
cambios de significado en las nociones y
conceptos.* Un concepto no tiene una
linealidad en tiempo de construccion,
ademas esta construccion no es Unica de la
matematica( exclusiva de los matematicos),
trabajos que en su momentos no fueron
valorados, tiempo  después  fueron
retomados con gran ventaja.* La historia
muestra que los concepto matematicos no
son estaticos, sino que evolucionan,
tampoco estan determinados a un solo
contexto.* Un caso especial fue Grave se
retracté una definicion que habia publicado,
por  considerarlo como  erronea.*
Discusiones

14

La naturaleza de
las explicaciones
y Heuristica de la
funcién
logaritmica y
exponencial

*La naturaleza de las explicaciones: eran en
el sentido geométrico, mediante la creacién
de diferentes sistemas de representaciones,
lo numérico, Arquimedes, Stifel, Chuquet;
lo analitico, Euler, Cauchy, Riemann
*Heuristica: diferentes formas de abordar
los problemas (Napier, pragmaético,
intuitivo, empirico; Euler, racional).* Las
explicaciones tenia que responder a la
solucion de problemas reales y a su
aplicacion.

=

Valores
historicos
filosoficos

* Los valores histéricos reflejados en la
tenacidad de las mateméaticos en la
continuacion de sus trabajos tanto de forma
individual como en comunidad.*La
nacionalidad influyé en la actividad
matematica misma, porque marcar lineas y
parametros de trabajo acordes al grupo del
pais * El no reconocimiento por parte de la
comunidad matematica de aquellos trabajos
que no dan un resultado positivo, pero que
fueron la base de aporte de algunos
elementos que fueron considerados para el
desarrollo de teorias posteriores.

Tabla 5. Matriz que permite ver la relacion entre el CDC y la historia.

Este mismo proceso fue llevado a cabo para cada uno de los tres componentes del CDC,
para cada una de sus categorias y asuntos. El resultado final de esta matriz se muestra en el

anexo 3.
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3.3 ETAPA 3: DESCRIPCION DE LAS HERRAMIENTAS

Para la descripcion de las diferentes Herramientas Didacticas, que son de uso comun entre
los profesores de matematicas, recurrimos a lo reportado en The International Handbook of
Mathematics Teacher Education, en su segundo volumen titulado: Herramientas y Procesos
en la Educacion de Profesores de Matematicas (Tools and Processes in Mathematics
Teacher Education) publicado por Tirosh y Wood (2008).

En el Handbook se reportan doce de las herramientas que actualmente son de uso comun en
la formacion de profesores de matematicas. Estas herramientas didacticas son un medio a
través de cual circula parte del conocimiento didactico conducente a la formacién de los
futuros profesores de matematicas. Nuestro objetivo inicialmente fue hacer un
reconocimiento de las diferentes caracteristicas de cada una de las herramientas didacticas,
para luego poder hacer una la eleccion de aquella que respondiera de la mejor manera a
nuestros intereses de disefio de unas herramientas didacticas que integraran los Hitos
Histdricos y el CDC.

De acuerdo con la descripcion realizada de las Herramientas Didacticas (ver apartado 2.2)
seleccionamos la herramienta conocida como “Tareas”, por permitirnos, a nuestro juicio,
una mejor conexioén entre el Conocimiento Pedagdgico de Contenido referido por Pinto
(2010) y los Hitos Historicos. Esta Herramienta conocida como Tareas nos ofrece gran
versatilidad; ademés la herramienta didactica Ejemplos se constituye en un ejemplo de
Tareas. Esto quiere decir que la herramienta Tareas es mas general que la herramienta
ejemplos; en este sentido las herramientas que hemos disefiado se constituyen también en
ejemplos. La primera tarea ejemplifica las posibles relaciones que se pueden establecer
entre los conceptos de potenciacion, radicacion, logaritmacion, a través de la relacion entre
las sucesiones aritmética y geométrica. La segunda tarea ejemplifica la relacion del area
bajo la curva de la hipérbola equilatera con el logaritmo natural. La tercera tarea
ejemplifica la actividad matemaética alrededor de las notaciones de los conceptos de
exponencial y logaritmico.

3.4 ETAPA 4: DISENO DE LAS HERRAMIENTAS DIDACTICAS

Esta Ultima etapa se estructura como producto de las tres etapas anteriores. Asi, el disefio de
las Herramientas Didéacticas se llevo a cabo mediante el disefio de tareas que permitieron
relacionar la historia de los conceptos de lo exponencial y logaritmo, con los componentes,
categorias y asuntos del CDC, sugeridos por Pinto (2010) y los Hitos Histdricos.

Por lo anterior, llegamos a la decision de elaborar tres tareas, propuestas como ejemplos de
estrategias instruccionales que pueden aportar al conocimiento del profesor de matematicas,
estas tienen que ver principalmente con los primeros dos componentes del CDC, en los
cuales se wubican los Hitos Historicos: Relacion entre Conceptos, Sistemas de
Representacion de los logaritmos y Formas de Notacién de lo Exponencial y Logaritmico.
Esta decision obedecié principalmente a la existencia de una mayor afinidad entre la
historia de los conceptos de lo exponencial y logaritmico, con los dos primeros
componentes del CDC (ver apartado 4.4).
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El proceso de elaboracion de cada uno de las tareas se inicidé con una propuesta inicial que
fue desarrollada de forma independiente por cada uno de los investigadores. Después dicha
propuesta fue evaluada por los demas investigadores que no participaron en su elaboracion,
con el propdsito de aportar ideas conducentes a afinar cada uno de las tareas. Con esto se
pretendio comprobar que las secuencias utilizadas en la elaboracién de las tareas fuera lo
suficientemente claras, y respondieran a su finalidad de permitir la apropiacion de las
mismas, por parte del profesor de matematicas. Una vez terminada este proceso obtuvimos
una segunda version mejorada de cada una de las Tareas.

Después de contar con una segunda version de las Tareas, se llevo a cabo la socializacion
de estas, con la presencia de los investigadores que contribuyeron en su elaboracién. En
este momento se inquirié con mayor precision sobre la intencidn que tenia cada secuencia,
cotejando de esta forma si ésta correspondia con la idea inicial para la cual fue disefiada, o
por el contrario, se prestaba para segundas interpretaciones. Este proceso permitié que
surgieran nuevos aportes tendientes a afinar cada una de las Tareas. Seguidamente se hizo
la socializacion de cada una de estas Tareas con nuestro asesor; quien dio sugerencias y
recomendaciones importantes sobre el potencial de cada una de las mismas, y las ventajas
que ofreceria la futura implementacién de estas herramientas didacticas en la educacion de
los profesores de matematicas.

Después de este proceso de mejoramiento de cada una de las Tareas, decidimos introducir
un andlisis de cada uno de ellos, con el propdsito de poner en evidencia las diferentes
relaciones halladas a lo largo de este trabajo de investigacion, y que permiten vincular la
historia de los conceptos exponencial y logaritmo con el CDC del profesor de matematicas.
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4. RESULTADOS Y DISCUSION

La revisién documental, en sus inicios, persiguio el acopio de documentos historicos de la
funcién exponencial y logaritmica en diversas fuentes virtuales, que nos permitio el acceso
a diferentes revistas, articulos, libros, tesis, entre otros.

Posteriormente, se hizo una descripcion de cada uno de los documentos, para determinar
los elementos que aportaban a la construccién de la herramienta didactica. Con base en la
descripcion anterior, encontramos que los documentos se podian clasificar en cuatro
grupos, de acuerdo al enfoque de la historia, la forma de presentarla, o el sentido de uso que
se le da; asi, los clasificamos en documentos histdricos, documentos que mezclan la historia
y la didactica, documentos didacticos y los relacionados con el campo de investigacion de
formacion del profesor. Finalmente, para nuestra version de la interpretacion de la historia
nos enfocamos principalmente en los libros con contenido histérico de la funcion
exponencial y logaritmica.

4.1CONSTRUCCION DE NUESTRA INTERPRETACION DE LA
HISTORIA DE LOS CONCEPTOS DE LO LQGARI'TMICO Y
EXPONENCIAL CON BASE EN LA REVISION DOCUMENTAL

El proceso de apropiacion de la historia de lo logaritmico y exponencial surge como
producto de nuestra revision documental hecha al grupo de documentos historicos. Al decir
nuestra interpretacion de la historia, no queremos significar que hayamos llevado a cabo la
escritura de un documento historico sobre los conceptos en cuestion, si mas bien, queremos
mostrar al lector, la version de la historia sobre la cual se fundamenta la escritura de los
Hitos Historicos, y que es nuestra por motivos de eleccion, y en preferencia de las demas.

En el anexo 4, mostramos la traduccion de los siete articulos de Cajori (1913) sobre la
historia de los conceptos de lo exponencial y logaritmico; la cual, en cierto momento hizo
parte del cuerpo de este trabajo. Decidimos colocarla como anexo para facilitar la consulta
de los colegas que se interesen en esta informacion. De igual forma, queremos dejar en
claro, que esta traduccién es una aproximacion a las ideas del autor, como producto de
nuestra interpretacion hecha al documento original en inglés, no es publicable y no persigue
ningun interés comercial.

Como lo hemos expresado antes nuestra construccion de la interpretacion de la historia de
los conceptos de exponencial y logaritmico tuvo como eje guia los siete documentos de
Cajori (1913). Para la organizacion del desarrollo evolutivo de los conceptos se mantuvo la
estructura utilizada por Cajori (1913). Esta estructura consiste en siete documentos,
organizados en cinco momentos historicos distribuidos en el siguiente orden: (1) Desde
Napier (1550-1617) hasta Leibniz (1646-1716) y John Bernoulli 1 (1667-1748),
comprendido entre los afios 1614-1712, donde se dan los trabajos referentes a los
logaritmos de nimeros positivos, y la notacion moderna de exponencial. (2) Desde Leibniz
y John Bernoulli | hasta Euler (1707-1783), comprendido entre 1712-1747, donde se
muestran los intentos fallidos por encontrar una teoria de logaritmos para nUmeros
negativos, igualmente como se produjo la union entre el concepto de exponencial y
logaritmo. (3)La creacion de una teoria de logaritmos para los niameros complejos lleva a
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cabo por Euler, entre 1747-1749. (4) Desde Euler hasta Wessel y Argand, entre 1749 hasta
cerca de 1800, donde se muestra las discusiones estériles que se dieron sobre los
logaritmos, durante medio siglo; igualmente como se produce en esta época la unién entre
los conceptos de exponencial y logaritmo. (5) Refinamientos y generalizaciones que se
dieron durante el siglo XIX, los cuales fueron motivados por los siguientes hechos: la
representacion gréfica, la potencia general y el logaritmo, la uniformizacion, la
clasificacion de los sistemas logaritmicos, y los logaritmos como funciones directas.

Para la ampliacion de algunas de las ideas de los documentos de Cajori (1913), en especial
aquellas que hacen referencia a cada uno de los Hitos Histéricos, fue necesario el uso de los
otros documentos correspondientes al grupo de historicos (ver apartado 4.3). Las ideas
constitutivas de los Hitos Historicos, son ideas relevantes o fundamentales, y comunes a la
mayoria de los autores estudiados; y que desde nuestra perspectiva de trabajo de tesis
consideramos como importantes por aportar elementos al disefio de nuestras herramientas
didacticas, y al CDC del profesor de matematicas.

4.2 RECONOCIMIENTO DE HITOS EN LA HISTORIA DE LOS
CONCEPTOS LOGARITMO Y EXPONENCIAL

Este apartado consiste en el analisis e identificacion de los Hitos Histéricos relacionados
con la evolucion de los conceptos de logaritmo y exponencial, con base en el texto de
Cajori (1913). Estos Hitos estan constituidos por ideas trascendentales, que marcaron el
proceso evolutivo de los conceptos logaritmo y exponencial. Se encontrard que algunas de
estas ideas se refuerzan en algunos casos y en otros se contraponen, ayudando a precisar
aspectos relevantes de esta historia. Finalmente estos Hitos aportaran al disefio de unas
herramientas didacticas que posiblemente aporten al fortalecimiento del CDC de los
profesores de matematicas.

Como hipotesis de nuestro trabajo, consideramos que el desarrollo historico de los
conceptos de logaritmo y exponencial, aportan y fortalecen el CDC del profesor de
matematicas. Para el desarrollo de la hipotesis hemos considerado los siguientes Hitos
Historicos: (1) Relacion entre conceptos. (2) Sistemas de representacion de los logaritmos
(3) Factores sociales (4) Discusiones e intentos fallidos (5) Formas de notacidn exponencial
y (6) Refinamientos y generalizaciones. La linea de separacion entre estos hitos no es muy
clara, ya que estos se traslapan unos con otros.

A continuacion describimos cada uno de estos Hitos Histdricos, destacando las ideas
principales en relacién con la historia de los conceptos logaritmo y exponencial. Una
descripcion de los posibles aportes de cada uno de estos Hitos Historicos al CDC del
profesor de matematicas es llevada a cabo en el apartado 4.2, utilizando la estructura del
CDC planteada por Pinto (2010).

4.2.1. Relacién entre conceptos

La revision de los documentos histéricos nos permitio identificar el vinculo existente entre
varios conceptos matematicos; aspecto que generalmente durante su ensefianza no es
reconocido claramente, en este sentido consideramos que la apropiacion de estos elementos
histéricos podria cambiar la forma como el profesor de matematicas lleva a cabo la
actividad matematica.
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En el desarrollo histérico de los conceptos de logaritmo y exponencial, podemos observar
que existe una estrecha relacion en la forma como se desarrollan los siguientes conceptos
matematicos: sucesiones aritmeticas y geométricas; las operaciones de suma, resta,
multiplicacién, divisién y radicacion; teoria de potencias, teoria de logaritmos, e
integracion. Estas relaciones mencionadas anteriormente, no se dieron todas al mismo
tiempo, sino que fueron surgiendo a medida que las teorias sobre logaritmos y exponentes y
se consolidaban con el pasar del tiempo.

En primer lugar, hablaremos de la relacion existente entre las sucesiones aritméticas y
geométricas, con respecto a las operaciones de suma, resta, multiplicacién, division,
potenciacion y radicacion. Al parecer los precursores de esta idea fueron Arquimedes (287-
212 A.C.) y Stifel (1487-1567) y més tarde Napier en 1614 citado en Tapia (2003). Aunque
los dos primeros establecieron una relacion entre los términos de las sucesiones, es Napier,
quien finalmente le encuentra un uso, consistente en facilitar los calculos con numeros
grandes. Para comprender mejor su utilidad, expondremos un ejemplo para explicar su
forma de operar:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 4 8 16 32 64 128 | 256 | 512 | 1024

Tabla 6. Progresion aritmética y geométrica

Las relaciones que queremos presentar son explicadas por Tapia (2003) como sigue:

“La adicién en la sucesion aritmética corresponde a la multiplicacion en la geométrica, lo
mismo que la sustraccion en aquélla corresponde a la division en ésta. La simple multiplicacion
en la sucesion aritmética, corresponde a la multiplicacion por si mismo, potenciacion, en la
geometrica; y la divisién en la primera corresponde a la extraccion de la raiz en la segunda, algo
asi como la divisién por dos, corresponde a la extraccion de la raiz cuadrada”. Por ejemplo, si se
tuviera que multiplicar 2 por 16, s6lo se tendria que sumar los nimeros de la sucesion
aritmética que se hallan encima de éstos, es decir, 1 y 4, obteniéndose 5. Debajo de éste
encontramos el nimero 32 de la sucesion geométrica, que es el resultado de la multiplicacién.
Para efectuar una division se realiza una sustraccion. Asi, 256 dividido 32, se hace 8- 5 = 3,
debajo del cual se ve el nimero 8, que es el resultado de la division. La potenciacion, llamada
por Stifel "multiplicacién por si mismo", se efectla por la suma "consigo mismo" del
correspondiente nimero aritmético. Es decir, para hacer 64 se suma tres veces el nimero 2, que
es el correspondiente en la sucesién aritmética al nimero 4. O sea, 2+ 2+ 2 = 6 0, debajo
del cual encontramos el 64, lo que significa que este nimero es el cubo de 4. La radicacion se
obtiene mediante la division. Asi, la raiz clbica de 64, se obtiene dividiendo al nimero 6, que
es el correspondiente nimero aritmético de 64, por 3. Es decir, 6 + 3 = 2, debajo del cual
encontramos el 4.” (Tapia, 2003, p. 7)

De este primer sistema de representacion Napier da una primera definicién de logaritmo:
“son numeros que corresponden a numeros proporcionales que tienen iguales diferencias.
Los numeros proporcionales son los términos de la progresion geométrica; los numeros que
tienen diferencias iguales son los términos de la progresion aritmética” (Cajori, 1913, p. 7).

Ahora bien, ;como se puede reconocer el concepto de logaritmo desde la relacion antes
mostrada, entre las sucesiones aritméticas y geométricas?
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Actualmente el logaritmo de un nimero, en una base determinada, consiste en el exponente
al cual se debe elevar la base para obtener dicho nimero. Como sabemos la progresion
geométrica es aquella cuya razén entre los términos sucesivos de esta permanece constante,
de tal forma que se obtiene el siguiente término multiplicando por dicha razon. Mientras
que una progresion aritmética es aquella cuya diferencia entre dos términos sucesivos es
siempre constante; este valor constante se conoce como la diferencia de la sucesion.

Si observamos la sucesion geométrica usada como ejemplo podemos ver que la razén
corresponde al numero dos, de tal forma que los términos de la sucesion aritmética
corresponden a los logaritmos de los términos de la sucesion geométrica. Veamoslo de
forma general:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

zn 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210
=2 | =4| =8| =16 | =32 | =64 | =128 | =256 | =512 | =1024

Tabla 7. Visualizacion de exponentes de la sucesion geométrica

Como ya lo mencionamos antes, fue Napier quien vio la construccion de los logaritmos
como un ahorro de trabajo que facilitaria los calculos tediosos con numeros muy grandes,
mediante la relacion existente entre los términos de la progresién aritmética y geométrica.
La historia nos muestra que ésta relacion ya habia sido encontrada, por Arquimedes y
Stifel, aunque era vista como una “curiosidad”, sin uso general. Para explicar lo anterior,
supongamos que necesitamos calcular 3 x5 con el uso de la tabla 1; entonces,
inmediatamente evidenciamos que no es posible en esta tabla, puesto que los nimeros que
vamos a multiplicar deben pertenecer a la sucesién geométrica; de igual forma, podemos
advertir que son mas los nimeros que quedan por fuera de la sucesién geométrica, que los
que pertenecen a esta; por lo tanto, su uso como herramienta para facilitar los calculos era
débil. Napier observé que este problema tenia solucion, en la medida que pudiera encontrar
una base adecuada para la progresion geométrica, de tal forma que los saltos entre término
y término no fueran tan grandes, lo que al final permitiria los calculos con la mayoria de los
nimeros usados en ese momento en problemas de astronomia, navegacion y economia.
Otro problema que tuvo que solucionar Napier, fue el relacionado con la continuidad de la
funcién logaritmo; lo que resolvié mediante una representacion basada en puntos en
movimiento.

Clark (2006) por su lado afirma que las primeras técnicas utilizadas fueron de tipo
trigonométrico; las cuales consistian en transformar las multiplicaciones entre funciones
trigonométricas en sumas y restas. Un proceso que no solo permitia reducir el trabajo
asociado con los calculos astronémicos, sino que también reducia el error. Por su lado
Martinez (2000) afirma que la idea de la relacion entre la sucesion aritmética y la
geométrica para efectuar la multiplicacion entre monomios fue utilizada, de acuerdo con
Meavilla, 1993, citado en Martinez (2000), por diversos algebristas del siglo XVI: Esteban
de la Roche (1520), Christoph Rudolff (1526), Petrus Apianus (1527), Gemma Frisius
(1540) y Michel Stifel (1544).

Henry Briggs(1561-1630) fue el primero en construir las tablas logaritmicas en base 10, en
el aflo 1631, en su obra Logarithmall Arithmetike, donde también explica el objetivo de la
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invencion de los logaritmos: "Los logaritmos son numeros inventados para resolver mas
facilmente los problemas de aritmética y geometria... Con ellos se evitan todas las
molestias de las multiplicaciones y de las divisiones; de manera que, en lugar de
multiplicaciones, se hacen solamente adiciones, y en lugar de divisiones se hacen
sustracciones. La laboriosa operacion de extraer raices, tan poco grata, se efectda con
suma facilidad... En una palabra, con los logaritmos se resuelven con la mayor sencillez y
comodidad todos los problemas, no s6lo de aritmética y geometria, sino también de
astronomia."” (Tapia, 2003, p. 6).

Otro ejemplo que permite ver como las multiplicaciones son cambiadas por sumas y resta,
es referido por Clark (2006) y se le conoce como el método de Ibn Yunus, el cual establece
que:

2cosxcosy = cos (x + y) + cos (x - y).

A este método también se le conocié con el nombre de Prosthaphaeresis, una palabra
griega que significa “adicion y sustraccion”. En la segunda mitad del S. XVI, Francois
Viéte (1540-1603) utilizando la misma idea obtuvo:

Grafica 1. Prosthaphaeresis. Tomado de Fauvel, 1995, p. 43

2sinxcosy = sin(x + y) + sin(x-y)

2cosxsiny = sin(x + y) - sin(x - y)

2sinxsiny = cos(x - y) - cos(x + y).
Otras formulas equivalentes que involucran cocientes, fueron también desarrolladas usando
las funciones secante y cosecante.

Estas ideas y relaciones expuestas anteriormente, entre los términos de las sucesiones
aritmética y geométrica, vienen a contribuir al desarrollo de la teoria de potencias. Asi,
ahora es mas facil encontrar sentido a las propiedades para la potenciacion y logaritmacion:

loga + logb = log ab
loga — logb = loga/b
loga™ = mlog a
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am - qm = gtm

a” am =qtm

Otra relacién importante en la historia es la que se presenta entre la funcion A(x) definida
como el area bajo la curva y = 1/x, desde 1 hasta x, la cual satisface la propiedad basica
logaritmica: A(pq) = A(p) + A(q), aproximando al rea bajo la curva de A usando sumas
apropiadas de rectdngulos Katz & Fauvel (1995). Este enfoque geométrico de la relacion
entre el area bajo esta curva y el logaritmo natural de un nimero se desarrolla a partir de
estudios iniciales hechos al problema por Euler en 1640, y posteriormente por Saint-
Vincent (1584-1667) y Sarasa (1618-1667) hacia mediados del mismo S. XVII (ver detalles
mas adelante en apartado 5.2). Esta relacion nos permite vincular los conceptos de las series
aritmética y geométrica con el célculo infinitesimal, desde una perspectiva geométrica
basada en el célculo del &rea bajo la curva de la hipérbola equilatera en un intervalo dado,
como se muestra inicialmente en esta grafica, pero también establece una nueva
aproximacion al concepto de logaritmo, dando otros significados al concepto y otras
conexiones del mismo con diversas ramas de las matematicas como por ejemplo: la
geometria, la teoria de nimeros y el calculo infinitesimal.

T SEE

1 pq x 1 p X | q x
Graéfica 2. Integral del area Hiperbdlica. Tomado de Fauvel, 1995, p. 45.

4.2.2. Sistemas de representacion de los logaritmos

El desarrollo histérico de los conceptos logaritmo y exponencial fue fortalecido gracias a
los diferentes sistemas de representacion que de ellos se hicieron. Entre los sistemas de
representacion llevados a cabo, podemos mencionar en primer lugar los de sus inventores
Napier y Burgi(1552-1632): (1) consistente en puntos en movimiento. (2) la relacion entre
sucesiones aritméticas y geométricas. También estan los sistemas de representacion que
surgieron a raiz del desarrollo del concepto de logaritmo de un nimero negativo, los cuales
consistieron en construcciones geomeétricas en coordenadas rectangulares, polares y plano
complejo. Entre estos encontramos el desarrollado por Bernoulli, la espiral logaritmica y el
diagrama de Wessel (1745-1818) y Argand (1768-1822).

La historia nos muestra que Napier utilizd dos formas diferentes para representar un
logaritmo. El primero se baso en puntos en movimiento, que tuvo el gran acierto de mostrar
la continuidad de los logaritmos como funcion. El segundo sistema consistente en la
relacion existente entre los términos de la sucesion aritmética y geométrica, expuesto
anteriormente dentro del Hito de Relacion entre Conceptos; y cuya idea principal de
representacion es muy cercano a la utilizada por Burgi, por lo cual aqui solo haremos
referencia la primera representacion, como sigue:
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Sea el segmento AB y una semirecta CDE dados en la figura 1. Sea un punto P que parte de
Ay se mueve a lo largo de AB con velocidad variable que decrece en proporcion a su
distancia B; supongamos que un punto Q parte al mismo tiempo de C y se mueve a lo largo
de la semirrecta CDE con velocidad uniforme igual a la velocidad inicial del punto P;
entonces Napier llama a la distancia variable CQ el logaritmo de la distancia PB. (Vargas,
2011, p. 134)

X
- - .
. o .
T 5 a ”E
.
Grafica 3.

Representacion del logaritmo dada por Napier, sobre puntos en movimiento. Tomado de Vargas, 2007, p. 134
Con base en la representacion anterior Napier da la siguiente definicion de logaritmo:

“El logaritmo de un seno dado es el nUmero que se ha incrementado aritméticamente de
forma constante con la misma velocidad como aquella con la cual el radio comenzé a
decrecer geométricamente, y al mismo tiempo como el radio ha decrecido al seno dado”
(Cajori, 1913, pag. 7)

Otra representacion fue planteada por Bernoulli en 1712, quien desarrolla una
representacion geométrica, mediante la que explica el logaritmo de un nimero negativo. La
representacion es como sigue:

Sea la hipérbola rectangular PQGpqgy sea SF y EH proporcionales a las areas de la
hipérbola RSQP y REGP. Sea PR y GE constantes y FS una variable. Asi Stoca T, FS es
infinito y el area infinita. Ahora manteniendo la misma ley de generalizacion de la curva
RFH, donde el punto S procedente de e.
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Grafica 4.

Representacion del logaritmo de niUmero negativos, dada por Bernoulli. Tomado de Cajori, 1913, p. 41.

El area sobre Re es parcialmente + y parcialmente - e igual a EP, cuando TE = Te.
Tenemos entonces EH = eh. Similarmente, si Ts = TS, entonces sf = SF. Asi surge la
rama hfr que, con HFR, constituye una curva logaritmica, asi las dos ramas de la hipérbola
constituye una curva. Si TR = +1,Tr = —1,TS = +n,Ts = —n, entonces SF = log n,
sf = log (—n). Como SF = sf, debemos obtener que log n = log (—n) (Cajori, 1913,
p. 41).

En cuanto a los sistemas de representacion gréfica relacionados con los logaritmos de
nameros negativos y complejos se destaca el diagrama de Wessel y Argand que permitio la
representacion de los imaginarios. Este diagrama consiste en un plano cartesiano, donde en
el eje horizontal se ubican los nimeros reales, y en el eje vertical se ubican las cantidades
imaginarias.

Imaginario

\IB

Grafica 5. Representacion del Plano complejo de Wessel y Argand.
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Este diagrama es utilizado por diferentes matematicos para desarrollar sus ideas referentes
al desarrollo de los logaritmos y los exponentes: John Warren (1753-1815) y H. Durege,
intentaron representar los diferentes valores de una misma potencia; Karsten W.J.G.(1732-
1787) concentro sus esfuerzos en la representacion gréfica de los logaritmos imaginarios;
por su parte John Wallis propuso diferentes esquemas en la representacion de los
logaritmos, ninguno de los cuales visualizaba la suma de vectores. Un matematico que lo
utilizé acertadamente fue Bernhard Riemann (1826-1866), quien utiliza el esquema de
Wessel y Argand para hacer una representacion geométrica que le permitiera evitar la
multiplicidad de valores de una funcion de variable compleja, este diagrama se constituyo
en una herramienta que le permitid tratar a las funciones como si fueran uniformes; con
ayuda de esta representacion, Holzmiller también ilustro el significado geométrico de los
maltiples valores del logaritmo, y la periodicidad de la funcion logaritmica, y conecto sus
resultados con las superficies de Riemann, permitiéndole elaborar las propiedades de lo que
¢l llamoé “maravillosa espiral logaritmica”. En este sentido, la representacion grafica de
Wessel y Argand marcd un hecho importante hacia la comprension de los numeros
imaginarios, y permitio la representacion grafica de las curvas logaritmicas y exponenciales
con base compleja. Este diagrama que inicialmente no fuera aceptado por la comunidad
matematica, se constituyd en una herramienta fundamental para la matemaética y
especificamente para la teoria de nimeros complejos.

La representacion grafica de Wessel y Argand marcé un hecho importante hacia la
comprension de los nmeros imaginarios, puesto que permitié la representacion grafica de
las curvas logaritmicas y exponenciales con base compleja. Finalmente el diagrama de
Wessel y Argand es aceptado por la comunidad matematica que en su momento estaba
dirigida por C.F. Gauss.

4.2.3. Factores sociales

Pudimos notar que el desarrollo de los logaritmos se dio en parte por factores sociales como
la necesidad de facilitar los céalculos con nimeros muy grandes que pudieran apoyar las
tareas de navegacion y astronomia. De igual forma, la construccion de las tablas
logaritmicas apoyo el desarrollo del capitalismo financiero, por cuanto facilito el calculo de
tasas de interés simple y compuesto de los préstamos realizados. Otro factor social que jugo
un papel importante en la consolidacién del concepto de logaritmo y exponencial fue la
nacionalidad de los matematicos, como una forma de identificarse con unos valores y unas
costumbres propias. Estos factores sociales mediaron la produccion matematica y el
reconocimiento de la misma. Un ejemplo de lo anterior es la discusion entre los
matematicos Ingleses y los de la Europa Continental sobre la invencion del Célculo; lo que
ocasiond que no existiera un trabajo conjunto que facilitara el desarrollo de las teorias en
torno a los logaritmos.

Otro aspecto que se reconoce como factor social, es que la comunidad matematica no
siempre fue abierta y receptiva a nuevas ideas. Un ejemplo se contempla cuando, el
documento propuesto por Euler en 1749 no impacto en la comunidad de la época, entre
algunos motivos por los que no fue aceptado fue el desconocimiento de los ndmeros
imaginarios por parte de la comunidad.

De igual forma, el contexto cultural se constituyo en un factor importante que incidio en la
manera en la cual se formaron las diferentes definiciones de los logaritmos y las
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herramientas utilizadas para estas definiciones. En el caso de Napier y Blirgi, quienes eran
de profesion terrateniente y relojero respectivamente, buscaron darle una aplicacion
practica a los conceptos; mientras que Euler, como profesor universitario le dio mas
importancia al desarrollo matematico y tedrico de los conceptos.

Los procesos y las formas de validacion que se dieron al interior de la comunidad
matematica en relacién con los términos y conceptos de logaritmo y exponencial, son
factores que median la actividad matematica. Por ejemplo, en el proceso que se vivié con
los logaritmos de nameros complejos y negativos, se puede reconocer los términos y
conceptos utilizados para su definicion, al igual que los elementos que hicieron parte de las
nociones y conceptos, se identificd que existen procesos rigurosos de validacion y otros que
son mas intuitivos, como en el caso de Euler, que se daba la oportunidad de producir
argumentos sin la rigurosidad exigida por la comunidad, pero con grandes aportes para el
avance matematico.

En este sentido, el desarrollo de las matematicas es visto como un producto construido
socialmente, que en parte responde a necesidades del entorno en el cual se originan los
conceptos. Asi una vez mas, se confirma que la actividad matematica es una actividad
social realizada en comunidad, en la cual el conocimiento es construido constantemente, y
no es algo estatico y acabado, si no que puede ser refutado o ampliado a través del
desarrollo del conocimiento.

4.2.4. Discusiones e intentos fallidos

En la historia se evidencia el papel que juegan las discusiones e intentos fallidos sobre la
teoria logaritmica y exponencial, realizados por muchos matematicos de la época. En estas
discusiones se observa un trabajo de critica, que en algunos casos favorecid el desarrollo y
en otros casos lo obscurecio; de la misma manera los errores y dificultades contribuyeron al
desarrollo de la actividad matematica, indicando los caminos que no conducian a la
construccion de la teoria. Las discusiones y dificultades que se presentaron en la historia
del desarrollo de los conceptos de logaritmo y exponencial permiten ver que dentro de la
actividad matematica es normal que surjan trabajos que aportan al desarrollo de las teorias,
y otros que no aportan o los retrasan. Un ejemplo son las controversias que se dieron entre
Leibniz y Bernoulli, referente a la existencia de los logaritmos de nimeros negativos, y mas
tarde retomados por D" Alembert y Euler. Estas discusiones impulsaron la investigacion y el
desarrollo matematico, debido a que la comunidad se involucrd en el hallazgo de nuevas
posibilidades, representaciones, conexiones entre objetos, y campos de investigacion antes
no contemplados.

A continuacién presentamos algunos aspectos sobre los que se centraban las discusiones
que se dieron en la comunidad matematica de la época, referentes a la comprension de los
numeros complejos, y a la teoria logaritmica y exponencial. Hemos elegido algunos asuntos
de discusion que consideramos relevantes dentro de este Hito, que son los siguientes: (1) La
dificultad para la comprension del significado del logaritmo de ndmeros negativos y la
naturaleza de la curva logaritmica y exponencial cuando tenia varias ramas, estas
discusiones fueron dadas desde la época de Bernoulli, Lebniz, Euler hasta la época de
Argand, Riemann y Cantor (1845-1918), en algunos caso se decia que real y en otro que
significaba no existencia. (2) Las discusiones acerca del significado de los ndmeros
imaginarios, su operatividad y representacion grafica al igual que su naturaleza fue un
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asunto que tuvo gran relevancia en la evolucion de la teoria logaritmica y exponencial. (3)

La dificultad particular, para comprender expresiones como J—_lﬂ; esta dificultad para
entender este tipo de expresiones generaba que matematicos como Argand (1813) se
aventuraran a expresar conjeturas sin demostraciones suficientes, como en este caso en la
que él afirmaba que la expresion era irreducible a la forma a + bi, a pesar de que Euler
habia demostrado lo contrario. (4) La derivacion de la formula de Euler para logx y
log(—x) , en la que en 1823, Bouvier encontr6 que tanto el logaritmo como el anti-
logaritmo tenia muchos valores; consideraciones que condujeron a terminar una de las
grandes discusiones entre Euler y D" Alembert(1717-1783) acerca de la naturaleza de los
logaritmos de cantidades negativas. (5) Las aparentes inconsistencias en las formulas de
Euler. En 1823, algunos matematicos como J.P.W. Stein (1796-1831) buscaban tratar de
mostrar que las formulas de Euler eran incorrectas, 1o que promovia el inicio de caminos
inexplorados matematicamente, sin embargo las nuevas propuestas no proporcionaban una
teoria de logaritmos general, coherente y (til. (6) EI problema sin resolver de la definicion
de ecuacién completa e incompleta. Estas ecuaciones las trabajé Euler en su momento en
un documento de 1749, pero al parecer no tuvo muy en cuenta la diferencia entre ecuacion
completa e incompleta, definicion que finalmente es considerada por Martin Ohm (1792-
1872), profesor en Berlin 1811. (7) La consideracion de que en la expresion general de los
logaritmos existian dos enteros arbitrarios e independientes, expuesta por Jhon Graves, él
decia que no se limitaban a un entero como lo decia Euler. (8) Los progresos sobre las
aplicaciones de los Logaritmos Eulerianos en ciertas ramas del analisis. En 1833 George
Peacock (1791-1858), presentd su argumento de que los niUmeros negativos podrian tener
logaritmos reales, hecho que contradecia la teoria de Euler. (9) Estudios independientes
sobre la discusiones de la potencia general, a? = c; en 1837 G.M. Pagani toma A = pe®,
donde 8 lo llama el argumento del determinante de A; en este estudio Pagani lleg6 a una
conclusion errénea, por asumir que sus férmulas eran mas generales y precisas que las de
Euler. También se presentaron discusiones acerca del tipo de notacion que debia ser usado,
como por ejemplo: (10) En la generalizacién de los logaritmos para bases periddicas y
complejas, se produjo una férmula de tal complejidad que no fue aprobada por la
comunidad matematica, ya que su forma era demasiado complicada para la utilizacién
general de las potencias. (11) En argumentos como el de De Morgan (1806-1871), en
referencia a la nueva algebra, sobre la que se decia no deberia tener simbolos de valores
absolutos dobles o mdltiples, es decir que cada simbolo no debia ser considerado como
general, a menos que éste expresara la cantidad de revoluciones e indicara su direccion.

De acuerdo con lo anterior, se puede ver que existieron multiples discusiones alrededor de
la teoria logaritmica y exponencial. Algunas de estas produjeron avances, mientras que
otras produjeron demoras y estancamiento del desarrollo; lo anterior, debido a la dificultad
en la comprension de la naturaleza de la teoria logaritmica. Estas discusiones generaron
otros trabajos sobre los sistemas logaritmicos como los de Ohm, Graves, Vincent, Warren,
De Morgan, Hamilton y Pagani; los cuales no se reconocieron como inventos matematicos
gue aportaran a la teoria de los exponentes. Estas discusiones condujeron a desarrollar
argumentos matematicos falsos que obstaculizaron el desarrollo matematico.
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4.2.5. Formas de notacion de lo logaritmico y exponencial

Consideramos que un Hito importante en el desarrollo de los conceptos logaritmico y
exponencial fue la representacion simbdlica o notacion, la cual fue evolucionando de
acuerdo con la teoria. Con respecto a las notaciones es necesario tener en cuenta algunos
aspectos que explican su surgimiento, como: el gusto del autor, la urgencia de una
representacion inicial, la exigencia de un sistema de notacion matematico de facil
manipulacion e impresion, que representara de forma adecuada los objetos matematicos y
sus significados.

Para los exponentes positivos se usaron dos tipos de notaciones que sobresalieron en dos
épocas distintas. La primera fue propuesta por los algebristas del siglo XVI, hacia el afio
1520, la cual fue utilizada en el Libro Primero de la Arithemetica Algebraica de Marco
Aurel, publicado en Valencia en 1552. Este trabajo es retomado por Meavilla en 1993, con
la idea de utilizar la relacién entre la progresion aritmética y geométrica para la
operatividad multiplicativa entre monomios, citado en Martinez (2000). Este tipo de
notacién tiene como caracteristica que los exponentes estan representados por figuras poco
usuales, utilizando los simbolos matematicos de una manera grafica. Un segundo tipo de
notaciéon se da a partir del siglo XVII hacia el afio 1620 con el desarrollo de la teoria
logaritmica, la cual se reporta en el documento History of the Exponential and Logarithmic
Concepts de Cajori, publicado en 1913; en el cual se reconoce un tipo de notacién que
utiliza principalmente simbolos alfanumericos.

A continuacion presentamos los tipos de notacion en tres partes: en la primera, la
representacion de exponentes positivos; en la segunda, la representacion de exponentes
negativos; en la tercera, la representacion de los exponentes fraccionarios, radicales y
racionales; y por ultimo, las notaciones propuestas para logaritmo.

4.2.5.1. Notaciones propuestas para exponentes enteros positivos

Una propuesta muy novedosa es la recogida por Marco Aurel, él ofrece el nombre, simbolo
y descripcion de cada uno de los diez caracteres llamados “cosicos”, estos se ejemplificaron
utilizando la multiplicacion entre monomios.
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Nombre Simbolo utilizado | Simbolo actual
por Marco Aurel

Dragma o niumero Q X’
Rayz o cosa yi x
Censo E X
Cubo £ x
Censo de censo EE X'
Sursolidum o primo relato B ¥
Censo de cubo EC X’
Bissursolidum o segundo relato bp x'
Censo de censo de censo EEE X
Cubo de cubo o x

Tabla 8. Simbologia exponentes positivos segin Aurel (1552, Tomado de Martinez,
2000, p. 18)

Para la multiplicacién, la regla de Aurel se basa en el comportamiento especial de las
sucesiones (La relacion entre la progresion aritmética y la progresion geométrica), Martinez
(2000).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
? X & & B < R < < S
Tabla 9. Relacién sucesidn aritmética y geométrica con simbologia Aurel (1552). Tomado de Martinez
(2000, p.19)

Cuando se quiere multiplicar un caracter con otro, se miran los grados en la fila de encima,
estos se suman, luego en el resultado de esta suma se observa el caracter que esta debajo, el
cual es el resultado de la multiplicacion. A continuacion se presentan dos ejemplos
formulados por Marco Aurel.

Notacién de Aurel Notacidn actual
8c ]
2 (&) *(2x)=16x"

(13xH*(2xh)=26x"

Tablal0.Operaciones con simbologias Aurel (1552, Tomado de Martinez, 2000,
p.19)

Luego presentamos en la tabla 8 las notaciones expuestas en el documento de Cajori
(1913), en referencia a los exponentes positivos.

Notacion propuesta | Significado Notacion Ejemplo Autor
moderna
René
2 — 2
aa Cuadrado de a. a 5aa = 5a Descartes
A3 Cubo de a. a® 443 = 443 Vieta
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Ac a a al cubo al 7Ac = 7a® | Mr. Oughtred
a 03 a a al cubo al 5a 13 = 5a | J.H.Rahn'n
a Exponente 4 o4 Thomas
aaaa cuatro. @ Baaaa = 8a Harriot
a® Equis al cubo. ax® 6® = 6x3 Stevin
123 Doce equis a la] )0 53 = 5x3 Chuguet
tres.
Dieciséis equis al Burgui,
11 2 I 2
16 cuadrado. 16x 5" =5x Reymar y
Kepler

Tabla 11. Notaciones de exponentes positivos.

4.2.5.2. Notaciones propuestas para exponentes enteros negativos

Para las notaciones de los exponentes en numeros negativos y fraccionarios tuvimos en
cuenta lo expuesto por Cajori, ya que segun la historia solo hasta mediados del siglo XV1I
son sugeridos los exponentes negativos por autores como Chuquet y Stevin. A continuacion
una notacion propuesta para exponente entero negativo.

Notacion propuesta | Significado Notacion Ejemplo Autor
moderna
Siete equis a la _ _
1im 1 am _— 4
7 MeEnos Uno. 7x 6"™ = 6x Chuquet

Tabla 11. Notaciones de exponentes positivos Cajori (1913)

4.2.5.3. Notaciones propuestas para exponentes fraccionarios y radicales

En relaciéon con los exponentes fraccionarios propuestos en el documento Marco Aurel
(1552), citado Martinez (2000), se sefiala que dentro del pensamiento algebraico se
utilizaron para denotar la raiz cuadrada y la raiz cubica.

Kline (1972) citado en Martinez (2000), sefiala “que en 1585 Stevin escribe la expresion
1+ 3x + 6x% + x3 como:

'/ﬁ\l |/ﬁ\} 2\ :?\:

OO JORNNO

Tabla 12. Representacion de exponentes
fraccionarios, Kline 1972, Martinez (2000)

. - . ) . e

Asi mismo utiliza los exponentes fraccionarios para la raiz cuadrada '\.5}{1_) y para la

raiz cabica” (220 Martinez (2000).

Notacion propuesta | Significado Notacion Ejemplo Autor

moderna
@ Raiz cuadrada de 5 20@ )
vad Stevin
a a exponente dos — 2[503

Tabla 13. Notaciones de exponentes fraccionarios, Martinez (2000)
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Ahora, teniendo en cuenta el reporte de Cajori (1913), encontramos las siguientes
notaciones para exponentes fraccionarios positivos, negativos y radicales. Estas notaciones
estdn muy ligadas debido a su representacion y significado ya que las raices, los logaritmos
y los exponentes se representan de la misma manera y a veces pueden significar lo mismo.

., L Notacion .
Notacion propuesta | Significado moderna Ejemplo Autor
a exponente tres 3 3 '
2[ 3 medios a2 /64 = 4°/2 Wallis
! a exponente —1/2 —1 ! 372 Wallis
—_— —_ 2 —_— =
Va “ V3
qa Primera raiz de a VJa q9 =9 Newton
Va:b Raiza de b Vb V3:64 = V64 Newton
ca Raiz cubica de a Va c8 =1/8 Newton

Tabla 14. Notaciones de exponentes fraccionarios y radicales, Cajori (1913)

4.2.5.4. Notaciones propuestas para logaritmo
Las notaciones aqui presentadas son las reportadas por Cajori en su documento History of
the Exponential and Logarithmic Concepts publicado en el afio 1913.

Notacion propuesta | Significado 'r\ln%tggigg Ejemplo Autor
b?a =x t;sge)azt{gga?Z?c en logab = x l§;228==33 Martin Ohm
b? (al|@) 'ggsgeaztggafzz 1 logsh=a | 8?(2)3) | MartinOhm
. Logantmo de b en | 1g,b = a s Abel Biirja
. ase a igual a x )

Tabla 15. Notaciones para logaritmo, Cajori (1913)

Finalmente, en el desarrollo de esta teoria logaritmica y exponencial se presentaron algunas
notaciones que no fueron aceptadas por la comunidad matematica. Un ejemplo es la
notacion de Descartian, de la cual se decia que era excelente para su escritura e impresion,
pero insatisfactoria para la representacion de exponentes complicados.

4.2.6. La Generalizacion

Otro Hito reconocido en la historia fue la generalizacion de la teoria logaritmica y
exponencial, la cual solo fue posible con el desarrollo de la teoria de nameros complejos.
Con respecto a lo anterior Cajori (1913) deja claro que en la historia temprana de los
logaritmos de numeros positivos, los logaritmos se inventaron de forma independiente de
los exponentes; pero hoy se sabemos que la teoria general de potencias depende de la teoria
de los logaritmos; asi, historicamente el concepto logaritmico es el mas primitivo.
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Para el refinamiento y generalizacion de la teoria de exponencial es necesario considerar
varios aportes sin los cuales la misma no se hubiera consolidado. Entre estos aportes
podemos mencionar: (1) La propuesta de Martin Ohm, quien introdujo la definicion de
ecuacion completa e incompleta: “Una ecuacion es completa cuando los dos lados de la
misma tienen el mismo ndmero de valores que representan exactamente las mismas
expresiones, es incompleta cuando solo uno o varios (pero no todos) los valores de las
expresiones de la derecha y la izquierda son los mismos” (Cajori, 1913, pag. 176) estos
aspectos habian sido considerados por Euler, pero no se les dio la suficiente importancia.
(2) La introduccion de la expresion valor principal por Cauchy (1789-1857), para que la
funcién pudiera tratarse como continda, toma los limites del dominio entre —m y m; lo
anterior, brind6 mayor claridad acerca de la teoria exponencial.

Los primeros vestigios de unificacion se produjeron en el siglo XVIII, pero solo hasta el
siglo XIX es introducido formalmente en el andlisis como un método facilitador. Fue
Cauchy quien procedio a unificar la teoria de la potencia general, y lo hace teniendo en
cuenta que tanto la base como el exponente pueden ser complejos, y plantea que si z y u
son ambos complejos, entonces z* necesita una definicion méas exacta; para lo cual utiliza
la ecuacion z¥* = z* @),

Un hecho importante para entender la unificacion es que sin la funcion logaritmo no es
posible comprender la funcion exponencial, “ya que sin el uso de la funcion logaritmica, la
interpretacion de la potencia z¥ = w se complica en el caso mas simple, cuando z es
negativo y y es real” (Cajori, 1913, pag. 205). Un ejemplo sencillo de este caso es (—2)Y =
z, con y en los enteros positivos, esta expresion no produce una funcién continuda, ya que
z ={-2,4,—-8,16...}, claramente se ve que produce cantidades negativas y positivas. Otro

1
ejemplo es (—2)z = z, donde el problema es el calculo de la raiz cuadrada de un nimero
negativo. En esta etapa la funcion logaritmica se introduce como la solucion a través de la

mlogz

relacion z"/n = e '°8%_En este sentido la expresion z™/™, conn # 0, Se convirtié en una
funcion importante del log z, con lo cual z¥ = w fue unificada.

La unificacion es evidente cuando en la expresion z¥ = w, y es una constante real, pero se
hace mas notoria si analizamos la expresion w = z¥ = e” 1987 ya que w proviene de un
namero infinito de valores en funcién de z para llegar a ser un solo valor en funcion de
log z.

4.3. POSTURA TEORICA DEL CDC USADO EN LA
ELABORACION DE LA HERRAMIENTA DIDACTICA

El término CDC es introducido en la literatura por Shulman (1986b), quien es el primero en
Ilamar la atencién de la comunidad de investigacion educativa sobre la importancia de
considerar el conocimiento del profesor como un factor determinante en el aprendizaje de
los estudiantes. Pinto (2010) realiza un estado del arte sobre el CDC, donde expone de
forma detallada cémo ha sido el proceso evolutivo y de consolidacion de este concepto;
proceso que fue emprendido por el mismo Shulman y por sus colaboradores y seguido por
otros hasta la época actual, que consiste en una version mucho mas robusta generada
principalmente por los resultados las investigaciones. Asi, de esta forma consideramos que
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la descripcion del CDC propuesta por Pinto (2010) es una version actualizada, que brinda
un alto grado de fineza en cuanto a la descripcion del mismo; por lo cual, la hemos tomado
como nuestro referente tedrico para el analisis de los diferentes documentos historicos de la
funcién logaritmo y exponencial.

Para Pinto (2010) el CDC esta compuesto por tres componentes. El primero corresponde al
conocimiento del contenido matematico para ensefiar; el cual a su vez se divide en tres
categorias que son: conocimiento sobre la actividad matematica general, conocimientos por
topico especifico matematico, y conocimientos sobre el curriculo matematico. El segundo
componente es conocimiento de las estrategias y las representaciones instruccionales de las
matematicas; el cual igualmente se divide en tres categorias: conocimiento sobre las
representaciones instruccionales, conocimiento de los materiales curriculares, vy
conocimiento sobre el curriculo de matematicas. Y el tercer componente es referente al
conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante sobre el contenido matematico,
el cual se divide en las categorias de: conocimiento del proceso cognitivo del estudiante en
matematicas, conocimiento del diagnostico del proceso cognitivo del estudiante, y
conocimiento de estrategias instruccionales. Cada una de esta categorias, para los tres
componentes, esta descrita por unos asuntos especificos que permiten reconocerla y
establecer diferencia con las demas.

Para nuestro caso particular, estos asuntos no daran cuenta de la disciplina en general, como
es propuesto originalmente por Pinto; sino que lo hemos particularizado al objeto
matematico especifico que nos ocupa, la funcion exponencial y logaritmica, guardando la
estructura del CDC propuesta por Pinto. A continuacion buscamos establecer los nexos
entre la historia de la funcién exponencial y logaritmica con cada uno de los asuntos que
describen a cada categoria que conforman los tres componentes de CDC, fundamentados en
nuestra hipdtesis que hasta ahora hemos seguido, referente a que el conocimiento de la
historia le aportara al CDC del profesor de matematicas.

4.3.1. Conocimiento del contenido para ensefiar la funcion exponencial y logaritmica

4.3.1.1.Conocimientos sobre la actividad matematica general

e Conocimiento de la historia de la funcién exponencial y logaritmica, su evolucién,
principales problemas y cambios en las nociones o conceptos, la naturaleza de las
explicaciones, de la heuristica y de los valores historico-filoséficos.

La historia de la funcion logaritmo y exponencial nos permite reconocer como fue la
actividad matematica de aquella época. En cuanto a su evolucién reconocemos que fue un
proceso de muchos afios y que vinculd el trabajo de muchos matematicos durante varias
generaciones; lo que indica que el desarrollo del concepto de logaritmo no fue algo que se
dio de la noche a la mafana, ni fue producto de un genio. Igualmente, en los inicios del
desarrollo del logaritmo se nota la existencia de un trabajo en comunidad, aunque este no
fue necesariamente colectivo y articulado, si permeo el pensamiento de los matematicos,
que fue definitivo para la construccién de su vision e ideas. También, observamos que la
actividad matematica baso su desarrollo inicialmente en problemas o motivaciones sociales,
pero mas tarde se ve la necesidad de recurrir a la rigurosidad, a las demostraciones, a la
extension de los conceptos, entre ellos el de logaritmo, a otros dominios numeéricos; dando
lugar a la construccion de diferentes representaciones y trabajos matematicos. De igual
forma, se reconoce en la historia la existencia de problemas que dificultaron y atrasaron la
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actividad matematica, entre ellos estan: las dificultades en la comunicacién, lo que retardo
la divulgacion de los progresos matematicos, haciendo que algunos matematicos trabajaran
en asuntos que ya habian sido solucionados. Otra dificultad fue la notacion personalizada
con la que se trabajaba en la época, que dificultod la comprensién de los trabajos que fueron
publicados.

Igualmente observamos desde la historia, que la actividad matematica siempre produjo
cambios en el significado del concepto de logaritmo, de sus nociones, mostrando con esto
que los conceptos no son algo estatico, sino en continua evolucion. La historia también nos
muestra que la construccién del concepto de logaritmo no se dio de forma lineal, sino que
en ocasiones hubo la necesidad de retomar ideas que habian sido dejadas en el pasado; por
ejemplo, trabajos que en un principio no fueron aceptados, méas tarde son retomados con
éxito para la produccion y desarrollo matematico. También esta el caso, de los matematicos
que se retractaron de sus publicaciones por considerarlas erréneas. Otro aspecto a reconocer
es que la actividad matematica no se dio unicamente desde las matematicas (exclusiva de
los matematicos), sino que involucré a filésofos y fisicos; cuyas visiones fueron
determinantes en sus explicaciones. De otra parte, las discusiones que se dieron entre los
matematicos, también favorecieron la actividad matematica, no solo en su momento, sino
que fue inspiracion para otros matematicos que vieron en ellas muchos elementos que
aportaron a sus razonamientos. Un ejemplo de lo anterior, es el caso de Euler, quien retoma
las discusiones entre Leibniz y Bernoulli referente a lo que seria el logaritmo de un nimero
negativo.

Acerca de la naturaleza de las explicaciones, la historia nos muestra que en sus inicios se
recurria preferiblemente a la geometria, lo que dio lugar a la construccion de diferentes
sistemas de representacion para un mismo concepto, como fue el caso de Bernoulli y sus
seguidores. Otros matematicos como: Arquimedes, Napier, Stifel, Chuquet (1445-1488)
basaron sus explicaciones en lo numérico; mientras que Euler, Cauchy, Riemann lo
hicieron en lo analitico. De lo anterior, podemos reconocer diferentes heuristicas, que se
corresponden con diferentes formas de abordar los problemas para darles solucion; como
ejemplo, podemos decir que los contemporaneos a Napier fueron pragmaticos, guiados por
la intuicion y las observaciones empiricas, donde las explicaciones tenian que responder a
la solucion de problemas reales. Mas tarde, hacia la época de Euler, el pensamiento fue mas
racional, donde las explicaciones debian ser comprobadas, determinando las formas de
proceder matematicamente.

Podemos ver los valores historicos que hicieron posible el desarrollo del concepto de
logaritmo, reflejados en la tenacidad de los matematicos de aquella época, que les permitid
llevar a cabo sus trabajos de forma continuada, tanto en forma individual, como en
comunidad. Otro valor historico que influyo en la actividad matematica fue el referente a la
nacionalidad, que vino a constituirse en una motivacion de fidelidad a una linea de trabajo,
y a ciertos asuntos o temas; lo anterior, también produjo el rechazo de trabajos que no
fueran de su comunidad. Como ejemplo podemos mencionar la disputa entre ingleses y los
alemanes, quienes se atribuian el derecho de ser los inventores del calculo; en cabeza de
Newton y Leibniz respectivamente. De lo anterior, se puede entender el hecho de que los
ingleses no se interesaran por el tema que demandaba la atencion de Europa Continental
(incluida Alemania): los logaritmos de nimeros negativos.
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e Conocimiento de las diferentes posturas o escuelas filoséficas en relacion a como se crea
y se construye el saber cientifico bésico.

Durante el desarrollo de los logaritmos observamos tres posturas o escuelas filoséficas en
las cuales se da el desarrollo y construccion de las matematicas. La primera posturas
corresponde a la de Napier, Blirgi y Briggs, quienes creian que las matematicas tenian que
tener un fin practico o una utilidad; una segunda postura es la de Bernoulli, Leibniz y Euler,
quienes no se interesaron por la utilidad que tuvieran sus desarrollos matematicos, sino que
correspondian a las matematicas por las matematicas; finalmente la postura de Riemann,
Graves, Ohm, Hamilton, Cauchy, entre otros, quienes sostenian la importancia de la
rigurosidad de las matematicas, asi todo lo usado debia haberse demostrado previamente.

e Comprension de aquellos conceptos, principios, hechos y teorias principales de la funcion
exponencial y logaritmica, asi como las posibles interrelaciones que pueden establecerse
entre los mismos.

La historia no muestra que la comprensién de los conceptos dentro de la comunidad
matematica de la época no fue algo trivial, pues no bastaba con ser matematicos para
comprender las diferentes expresiones matematicas utilizadas. Como un primer ejemplo de
lo anterior, podemos mencionar el significado que se le atribuy6 a lo que seria el logaritmo
de un numero negativo; otro ejemplo es la comprension del concepto de infinito, asi cuando
Euler presentd su teorema sobre los infinitos logaritmos de un ndmero, debido a lo
novedoso y complejo del lenguaje utilizado, no fue entendido, ni reconocido. Un tercer
ejemplo fue la resistencia por parte de los mateméticos para aceptar los ndmeros
imaginarios, por las diferentes comprensiones que de ellos se tenia.

Para la comunidad de la época de Euler, la actividad matematica debia obedecer a
principios de validacion, rigurosidad y generalidad construidos por la misma comunidad
matematica. Asi, dentro de la actividad matematica existia la tendencia a hacer validas las
propiedades, los procesos y operaciones en otros dominios numéricos, con el objetivo de
alcanzar un mayor grado de generalidad. Un ejemplo de lo anterior fue el concepto de
logaritmo, que en un primer momento se dio exclusivamente para los niumeros positivos,
mas tarde fue ampliado al conjunto de los ndmeros negativos y complejos, lo que trajo
consigo, el desarrollo de teorias generales para la potenciacion y la logaritmacion.

e Conocimiento del conjunto de procedimientos que sirven de base para que el
conocimiento de la funcién exponencial y logaritmica avance, principales perspectivas o
escuelas en el campo, cdmo el concepto se ha desarrollado a través del tiempo y quiénes
han contribuido a ese desarrollo.

Los procedimientos seguidos por la comunidad matematica consistian en que una vez se
producia un desarrollo matematico, este debia ser argumentado plenamente por su autor,
luego demostrado y comprobado por la comunidad, para que tuviera validez. El desarrollo
de un concepto matematico no fue generalmente una actividad solitaria, sino que vinculo a
muchos matematicos, quienes aportaron a su construccion y consolidacién. Un ejemplo de
lo anterior es la construccion de la teoria logaritmica, donde por lo general son reconocidos
Arquimedes, Stifel, Napier, Blrgi, Briggs, Bernoulli, Leibniz, Newton, Euler, Riemann,
Cauchy, por haber contribuido a su desarrollo y consolidacion; pero otros como Chuquet,
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Karsten, Graves, Ohm, Warren, Durege, Holzmuller, DeMorgan, Wesell, Argand, Irving,
Sant Vincent, Salmon, Peacock, Bouvier, D"Alembert, Gregorio, Pagani, Cerquero,
Clausen, Hamilton, Bjorling, Cayley, Weiestrass, Wittstein, Peano, Descartian, Biirja,
Koop, Stadnickq, Hessel, Kleein, Bradshaw, Cotes, Oughtred, Halley, Mercantor,
Stringham, Huygens, Sarasa, Wallis entre otros, no son tan conocidos en el desarrollo de las
funciones logaritmo y exponencial, siendo asi que sin sus aportes no se hubiera logrado su
consolidacion tedrica final.

e Conocimiento de la funcidon exponencial y logaritmica para ensefiar a otras personas,
desde una perspectiva sociocultural, de las diferentes materias que componen el curriculo
escolar.

La historia muestra una relacion entre el desarrollo de los conceptos y los factores
socioculturales que actuaron como acicate para impulsar la actividad matematica. Esta
vision muestra un vinculo entre la actividad matematica y las condiciones particulares del
entorno en el cual se dio la construccion de las matematicas, que permite reconocer la
importancia de los ambientes en los cuales se encuentran inmersas las personas.

La introduccidn el concepto de logaritmo en la sociedad se sinti6 por la gran acogida que
tuvo por parte de la comunidad matemética, como un instrumento Util que respondia a
necesidades sociales del momento. Debido a la importancia antes mencionada, el logaritmo
es introducido como parte de la ensefianza, por Briggs, como una forma de responder a las
demandas sociales. Como ya se dijo antes, el concepto de logaritmo no fue desarrollado
exclusivamente por matematicos, sino que los desarrollos se dieron también desde otras
disciplinas. Es necesario notar que para esta época era comun que los hombres cultivaran y
estudiaran diferentes disciplinas y se ocuparan de diferentes ramas de las matematicas;
como ejemplo de lo anterior esta el caso de Newton, quien era matematico y fisico, de ahi
su vision de las cosas en movimiento, utiliza para ello el término de "fluxiones", mientras
que Leibniz era filésofo y matematico. Estas tendencias dieron lugar a diferentes enfoques
y visiones de los desarrollos matematicos, o lo que es igual, se puede reconocer que la
formacion académica dio un tinte distintivo a la produccién de las matematicas.

e Conocimientos de la ética y valores morales y estéticos del concepto de funcion
exponencial y logaritmica, acerca de la cultura matematica y sociedad.

Muchos de los avances alrededor de la funcion logaritmo y exponencial dieron lugar a
diferentes controversias sobre la autoria y por el respeto de los derechos de autor. En esta
época se usaba de la frase célebre "publique o perezca". De aqui que algunos nombres de
matematicos no sean reconocidos histéricamente por no haber realizado sus publicaciones a
tiempo. También, se hablan de ideas que fueron robadas y patentadas, pero como la historia
no brinda total claridad sobre estos asuntos todo queda en especulaciones. Estos
comportamientos éticos obligaron a algunos matematicos a publicar sus trabajos de forma
incompleta y a utilizar un lenguaje que no ofreciera muchos detalles para poder mantener la
ventaja sobre los demas. Aungue también se evidencio el caso contrario, donde dentro de la
actividad matematica se muestra el respeto por las ideas de los demas; una evidencia de
esto es que las discusiones sobre la naturaleza de la funcion logaritmica y exponencial
siempre se dieron en términos de cordialidad. También, se reconoce el hecho de que
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Bernoulli haya permitido que su alumno, Euler, fuera el primero en publicar los resultados,
aun cuando él ya los tenia, para permitir que su discipulo se llevara el credito.

Otro hecho a tener en cuenta dentro de la actividad matemaética es el poder y recursividad
de la mente humana para proponer y dar soluciones a problemas de gran complejidad. Tal
es el caso del desarrollo de la teoria logaritmica y exponencial, donde se necesitd de gran
imaginacion, en relacion a la representacion grafica de los infinitos logaritmos de un
namero. También estd la necesidad del uso de una notacién que se ajustara a los
requerimientos de simplicidad y espacio, en preferencia a la conservacion del significado
de los simbolos usados en la notacion. La historia muestra que predomind la simpleza antes
que el significado de la notacidn. Este asunto ha sido tratado con mayor detalle en el hito de
las formas de notacion de lo logaritmico y lo exponencial (apartado 4.2.5).

Otro factor a destacar es el estimulo que brind6 el capitalismo comercial, mediante los
préstamos de dinero, propios de esta sociedad; igualmente, la conquista y expansion del
territorio, que se lograba a traves de la navegacion, recibieron un impulso al mejorar los
métodos para efectuar los calculos y disminuir el error en los mismos.

4.3.1.2.Conocimiento especifico de la funcidén exponencial y logaritmica.
e Caracteristicas esenciales (correspondencia entre idea mental y concepto matematico,
imagen del concepto, atributos criticos del concepto, ejemplos, prototipos, distincidn entre
ejemplos concretos y no-ejemplos, actualizacion del cambio en el concepto).

La historia nos muestra que las ideas mentales que tuvieron los matematicos sobre el
concepto de logaritmo, aunque diferentes, siempre estuvieron ligadas a sus representaciones
y al dominio numérico. La imagen del concepto de logaritmo que se presenta en la historia,
trata de los diferentes procesos que se tuvieron que dar para su generalizacion, que fue
posible con la extension de su dominio a los nimeros reales y su posterior delimitacion. Sin
embargo, en el momento de la invencidn por Napier, este concepto tuvo mucha acogida
debido a su utilidad para facilitar muchos de los célculos que se realizaban en el momento.
A continuacion presentamos algunas ideas del concepto de logaritmo a través de la historia.

En la época de Napier, la nocidn que se tenia sobre el concepto de logaritmo se basaba en el
de ntmero de razones, “cuantas veces se habia repetido una constante” para obtener un
término de la progresion geométrica. Generalmente, esta constante o factor que se repetia
representaba la longitud de un segmento, (ver grafica 3) ademas para validar su continuidad
Napier se apoya en otra disciplina, la fisica, a través de la nocion de puntos en movimiento.

Para la época de Bernoulli y Leibniz, se introduce la representacién gréfica, la nocion de
logaritmo de un nimero negativo se restringia a una representacion grafica en el plano
cartesiano. Un ejemplo es la propuesta de Bernoulli (ver grafica 4), basada en un
razonamiento geométrico, donde el logaritmo de un numero negativo correspondia a una
rama simétrica al eje y de la curva logaritmica de los nimeros positivos, esto lo proponia
teniendo en cuenta que se deberian dar las mismas propiedades de los logaritmos de los
numeros positivos. Mientras que Leibniz consideraba los logaritmos de los nimeros
negativos como no existentes; es decir que no pertenecian a los numeros reales, pero si a
los imaginarios.
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Grafica 6.

Diagrama de Karsten, representacion geométrica de los infinitos logaritmos de un nimero.

Tomado de Cajori, 1913, p. 111

Posteriormente, en el S. XVIII, a diferencia de la idea que se tenia, de que un nimero solo
podia tener un logaritmo, Euler establece que cada ndmero tiene un numero infinito de
logaritmos; de éstos solo uno es real en el caso de los nimeros reales positivos, y ninguno
es real para el caso de los nimeros reales negativos y los nimeros imaginarios. Con este
teorema abre la posibilidad de poderlos estudiar y representar en relacion con otras ramas
de las matematicas antes impensables: las series infinitas, el calculo infinitesimal, el plano
complejo y la variable compleja. El teorema de Euler sobre los infinitos logaritmos de un
numero también posibilita su representacién geométrica en el plano complejo (ver la
propuesta de Karsten sobre la representacion de los logaritmos tomando la hipérbola x? —
y2 =1y el circulo x? +y? =1 tomando y = z/—1, donde el circulo es una parte
imaginaria de la hipérbola y viceversa); esta representacion es antagonica a la idea mental
que tenian varios matematicos de la época, como por ejemplo: Leibniz para quién era
imposible representar geométricamente dichos nimeros.

En relacion con los atributos criticos del concepto de logaritmo se llega a la preferencia de
dos bases para facilitar los calculos, la base diez (10) y la base euleriana (e).También, se
reconoce como una caracteristica de toda funcion logaritmica su punto de corte con el eje x,
que corresponde a (1,0) independientemente de la base y sin tener en cuenta las constantes;
por su lado la funcidn exponencial corta al eje y siempre en el punto (0,1) para cualquier
base y sin tener en cuenta la constante.

En cuanto a los prototipos de la funcién logaritmo y exponencial que se reconocen en la
historia estan: los relacionados con la notacién, de lo cual se conoce muy poco por no haber
trascendido como se reconoce en el hito de las notaciones. Otros prototipos corresponden a
las expresiones de tipo logaritmico y exponencial que fueron representativas ya fuera por su
complejidad o por la dificultad para su comprension.

A continuacion presentamos algunas notaciones sobre el logaritmo y la exponencial, entre
las que sobresalen la propuesta por Martin Ohm, quien representd el logaritmo general
como b? a, que significa logaritmo de b en base a; otra representacion propuesta por él fue
b? (a||@), que significa el logaritmo de b para la base a cuando log a = «. Otro autor,
Augustus De Morgan propuso Ax para notar log x. Otras novedosas e interesantes
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notaciones fueron hechas por Abel Biirja de Alemania, quien presenté el logaritmo inverso
8
23 =8, por medio de la notacion = = 3. Por su lado Koop defendié la notacion 8? 2.

2
Finalmente Stadnicka no estuvo de acuerdo con dicha notacion, y argumento que para
satisfacer necesidades comunes se podia utilizar la expresion que hoy conocemos Log,8.

Algunas notaciones propuestas para la funcién exponencial se presentaron por matematicos
como J.W.L. Glaisher quien sugirié el uso de flechas para la notacion exponencial, luego
propuso escribir a* como a Exp.u; esta Ultima notacién tuvo gran aceptacion en la teoria
de funciones de Cayley en 1879. G.M. Pagani us0 la notacion exponencial (a)m/n para
indicar todos los valores de a”/n.

De acuerdo con lo mostrado anteriormente, se evidencia numeros esfuerzos en cuanto a la
notacion, como muestra de la actividad matematica y como un reflejo de las notaciones
representativas que existieron en diferentes épocas. Para ampliar la informacion sobre estos
aportes el lector se puede dirigir al Hito de las Notaciones en el apartado 4.3.5.

A continuacion mostramos algunas expresiones, ecuaciones y paradojas representativas de
la funcion logaritmo y exponencial:

e log (—x), (—2)%; e*, estas expresiones donde x puede ser real o compleja, son
representativas ya que no eran comprensibles para los matematicos de la época,
tampoco se reconocian los logaritmos de ndmeros negativos ni se comprendian las
cantidades imaginarias, puesto que en el momento no se contaba con una teoria sobre
numeros complejos.

e Dificultad para establecer cuéles expresiones representaban cantidades imaginarias,
como se muestra a continuacion. En la comprension de la expresion v—1" , Euler

. V-1
llegd al resultado V=1 — = e 247~"/2 = (,2078795763507 ... para A = 0, Argand

se aventurd a decir que v—1  era el ejemplo mas claro de una cantidad reductible a la

forma a + bi. Por su lado J. F. Francais demostré (cv—1)%V=2 es reductible a la
formaa + bi

e Otra expresion que es importante por su representacion grafica y que contribuyé
significativamente al desarrollo de la teoria exponencial y logaritmica es: UV donde
U=a(cosa+isena) yv =x+1iy.

Las siguientes son algunas ecuaciones en las que se centraban las discusiones matematicas
en la época debido a su complejidad:

v logx=n(Vx—-1)
2pT

v ex_(T) =y

v a* = e¥°8%; g¥ = (p + qi) @AY q y b son ndmeros complejos.
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Una ecuacion representativa es la encontrada por Euler para definir los logaritmos
de forma general incluyendo los nimeros complejos, conocida como Formula

Euleriana logx = r + 2mmv/—1 para x positiva y para x negativa se presenta
logx =r+ (2m+ 1)nv-1.

También se reconocen a través de la historia de la teoria exponencial y logaritmica algunas
férmulas interesantes que involucran al nimero e, estas fueron tomadas del documento de
Maor (1994).

v

Esta formula fue descubierta por Newton en 1665, y relaciona al nimero e con las
series infinitase = 1+~ + = + — 4+~ + -.-
i 20 31 4!

Esta formula es una de las mas famosas en matematicas, ya que conecta a las cinco
constantes fundamentales de las matematicas, (i = v—1, 0,1, e,y m). La formula es

e™ +1=0.
Otra férmula es una fraccion infinita que también implica al nimero e, fue
. 1 y
descubierta por Euler en 1737 y es: e = 2 + P S— Euler demostré que cada
3+ Z
At

namero racional puede ser escrito como una fraccion continua finita y a la inversa.

Otra fraccion infinita inventada por Euler y que implican el nimero e es la
. . +1 1
siguiente: - =24 ——

e—1 6+

1
10+ T
14+—

El numero e en la expresion del nimero dos como un producto infinito asi:
2 _ el 31/3 31/5

61/2.e1/4.el/6. aen

También se encuentran algunas formulas en matematicas aplicadas que involucran
el nimero e y que se reconocen en los documentos historicos como:

o —X2 = |
fo e 20 \/;; esta integral definida aparece en la teoria de la probabilidad.

En el document6 de Cajori (1913), se encuentra la correspondencia llevada a cabo entre los
matematicos de la época, como: Leibniz y Bernoulli, Euler y D’Alembert, Euler y
Bernoulli, entre otras. Alli se hacen visibles las discusiones acerca de algunas paradojas
matematicas que para su época no tenian solucién. Otras paradojas representativas se
presentan en otros momentos de la historia, que revisten importancia para el conocimiento
del profesor y que pueden ser propuestas en el aula para su discusion. A continuacién
presentamos varios prototipos de paradojas matematicas:

e Una paradoja matematica se da en el tema de las proporciones como lo expresa Cajori
analizando la discusion entre Leibniz y J. Bernoulli. Un imaginario a menudo
significaba no existencia, “;Son los niimeros negativos menos que nada? Si lo son,
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entonces en una proporcion 1:: —1 — 1 :: 1 el nimero mayor es al menor, como el
menor es al mayor, es imposible”, (Cajori, 1913, p. 39).

En la correspondencia de agosto 13, 1712. J. Bernoulli para Leibniz se encuentra una
sobre el logaritmo de niumeros negativos como se expone a continuacion: “el argumento
que log (—2) no existe, porque log v—2 no existe, no es vélido. Niego que log v—2
sea la mitad de log (—2), aunque es cierto que log V2 = Y% log 2, por tanto 1/
2log(=2) # logV(—=2)", (Cajori, 1913, p. 40). Se nota aqui un intento de los
matematicos por extender el dominio de los logaritmos a los niUmeros negativos.

[3

La siguiente paradoja estd relacionada con las sucesiones, segin Bernoulli. “...los
nlmeros negativos determinan su propia sucesion particular comenzando con —1, en
lugar de +1. Asi las mismas propiedades logaritmicas se dan para - n como para +n. El
reitera que, log n = log(—n)... ” (Cajori, 1913, p. 41)

Las expresiones matematicas con paradojas se extendieron a la comprension de los
ndmeros imaginarios, en la correspondencia del 15 de abril 1747. Euler a D'Alembert:
“...si bien, [vV—1 es imaginario, ¢por qué no 2Iv—1 = [ (— 1) deberia serlo también?,
[ (+1) debe ser imaginario, ya que para [(+1) =2l(—-1) =4lVv—-1=
3 l(_1+\/:3) —
— =
exactamente lo que pretendo, paral (+ 1) que tiene un numero infinito de valores

distintos, de los cuales todos son imaginarios excepto 0...” (Cajori, 1913, p. 76).

2 13

y asi sucesivamente. y continia diciendo “...esto es

En la representacion grafica también se pueden encontrar algunas paradojas, como en la
siguiente correspondencia: 15 de febrero 1748, Euler a D'Alembert: “La ecuacion y =

. . . . 1
2* da una curva continua por encima del eje x, pero si x = - entonces y = —2y

y = +v2 ... hay una infinidad de dichos puntos por debajo del eje x, que estan aislados
unos de otros”, (Cajori, 1913, p. 78).

Otra paradoja en la representacion grafica “...la ecuacion y = (—2)* ofrece una
infinidad de puntos aislados y no cualquier curva continua, y = e* representa una
curva continua por encima del eje X, y puntos aislados por debajo”, (Cajori, 1913, p.
78).

En el Célculo también se encuentran paradojas con referencia al tema de logaritmo, en
las discusiones reportadas por Cajori, cuando Euler revisa los argumentos de Leibniz y
Jean Bernoulli I, Euler sefiala que no esta de acuerdo con Leibniz en la expresion de

que l (+x) = [ (— x) desde laexpresion d Ix = d I(—x) = ‘i—x, esto lo hace sobre la

base de que la regla para encontrar lx es valida s6lo cuando x es positivo, dice el autor,
que este tipo de reflexiones sacude los cimientos mismos del analisis, (Cajori, 1913, p.
78).

Sobre exponentes negativos: Si y es negativo, ningun valor real de x satisface y = e”.
1 .
Para estar seguro, cuando x = >V = Ve, pero cuando x = 2, no es cierto que y =
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ndmeros negativos son reales, no es ciertamente una verdad general. (Cajori, 1913, p.
78).

+ee yque x = [ + ee. Por lo tanto, la afirmacién de que los logaritmos de los

Con exponente cero: Si alguien afirma que e® = ez = el =+1= +1, entonces,

por el mismo argumento x! = x°/2 =, +x " y ademas que a + x sera la misma cosa
que a — x", (Cajori, 1913, p. 79)

Las discusiones acerca de las expresiones imaginarias estuvieron a la orden del dia,
como lo presenta Cajori a continuacion: se sigue que [ v—1 debe ser imaginario y que
1v/—1 = 0 no puede ser cierto; pero si dejamos que I (— 1) = p, siendo p imaginario,
nos encontramos con [ (—1)2=1(+ 1) = 2p = 0, lo cual es contrario a la hipétesis y
nos lleva a que [ v/—1= 0, (Cajori, 1913, p. 79).

A continuacion se presenta otra discusion de las paradojas con numeros complejos
“...Caldani se opuso, como Riccati habia hecho antes que €I, a la escritura de Pessuti de
que: z+vV—1 = 0, cuando z = 0. Caldani escribe: 0: 0v—1 :: a: a+v—1; ahora, si
0 = 0v/—1,sesiguea = av—1, una imposibilidad..”. (Cajori, 1913, p. 113)

Este es un ejemplo de las paradojas que representaban los infinitos logaritmos de un
niamero ““...Cuando Euler escribe I[(1 + w) = w, donde w es un infinitesimal, y
entonces obtiene [1 = 0 cuando w = 0, no puede al mismo tiempo argumentar, segun
los criticos, que logl = 2mv/—1, 4nv/—1, etc. En 1766 el jesuita espafiol Juan Andrés
estaba dispuesto a aceptar las conclusiones de Euler, pero pensaba que si: 1 =e° =

e2"™V=1 entonces se debia tener 0 = 2mV—1 = 4my/—1,...” etc. (Cajori, 1913, p. 114)

A Paolo Frisi, muchos de los resultados le parecen absurdos, como por ejemplo,
log (1) : vV=1:m: 1. También critica la expresién: 0-v(=1) = 0, y afirma que
un cero imaginario representa una magnitud real diferente de cero. (Cajori, 1913, p.
115)

Una paradoja clasica en la historia la reproduce nuevamente en 1803 L.N.M. Carnot,
dijo que en el largo debate no ha logrado aclarar la paradoja de que, mientras que
log(—2)? = log(2)?, no podemos escribir 2log(— 2) = 2 log 2, (Cajori, 1913, p.
116).

Diferentes representaciones (comprender las funciones logaritmica y exponencial en sus
diferentes representaciones, trasladar y formar conexiones entre éstas).

Inicialmente cuando Napier hace el descubrimiento de los logaritmos lo hace basandose en
dos nociones, la primera es la relacion entre la sucesiones aritmética y geométrica y la
segunda de puntos en movimiento con lo cual muestra la continuidad de los logaritmos en
todos los numeros positivos. La primera representacion fue de tipo tabular, mientras que la
segunda fue mediante segmentos y punto en movimiento, desde una perspectiva fisica;
ambas representaciones tienen en comdn la relacion existente entre los términos de la
sucesion aritmética y geométrica. En la tabla una de las filas representa los términos de una
sucesion aritmética y la otra representa los términos de una sucesion geomeétrica; mientras
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en los puntos en movimiento un segmento de distancia infinita representa la sucesion
aritmética y el segmento de radio 107 representa la sucesion geométrica decreciente. Otro
tipo de representaciones fueron las verbales dadas por Napier sobre logaritmo, como
producto de lo expuesto anteriormente: “...EIl logaritmo de un seno dado es el nimero que
se ha incrementado aritméticamente de forma constante con la misma velocidad como
aquella con la cual el radio comenz6 a decrecer geométricamente, y al mismo tiempo como
el radio ha decrecido al seno dado.” (Cajori, 1913, p. 7)

Posteriormente, se plantean las construcciones geomeétricas (0 representaciones graficas) de
los logaritmos, como por ejemplo la curva logaritmica, la espiral logaritmica y la hipérbola
equilatera. A partir de la exploracion de las areas bajo las curvas y la cuadratura de las
mismas se llegd a determinar que las bases de los cuadrilateros mixtilineos corresponden a
una sucesion aritmética, mientras que las alturas corresponden a la sucesion geométrica, en
este sentido la representacion del logaritmo por medio de razones también involucra las
sucesiones aritmética y geométrica.

Luego, se proponen las representaciones analiticas de la funcion logaritmica que permiten
conectarla con la funcion exponencial. Un ejemplo de esta es la propuesta por Euler, donde
se evidencia la conexidn existente entre la representacion grafica de la funcién logaritmica
y la integral del &rea bajo la curva, que conlleva a relacionarla con las series de potencias y
su relacion con el calculo infinitesimal; este proceso permite ampliar el fundamento teérico
del logaritmo. Finalmente, se presenta la formalizacion del concepto logaritmico y
exponencial, gracias al trabajo de Cauchy, quien define las funciones logaritmica y
exponencial desde un enfoque analitico y estructural. lgualmente, es importante la
construccién del plano complejo por Wessel y Argand, partiendo de esta representacion se
llega a la representacion logaritmica, en el plano complejo, utilizando el esquema de
Riemann; ésta ultima representacion permite visualizar la superficie a que da lugar la
funcion logaritmica. Una descripcion mas amplia se puede ver en el hito de
representaciones en el apartado 4.3.2.

e Formas alternativas de aproximacion (familiarizacion con las principales alternativas de
aproximacion del concepto, sus usos en las diferentes ramas de la matematica, en otras
disciplinas y en la vida diaria, asi como el estudio de las posibles adecuaciones de estas
aproximaciones a ciertas situaciones)

Historicamente las aproximaciones al concepto de funcion logaritmica y exponencial se
dieron desde diferentes disciplinas, ramas de las matematicas y desde los usos en la vida
diaria. En cuanto a otras disciplinas podemos reconocer la aproximacion al concepto
mediante su uso en la economia, en los préstamos de dinero. En la fisica con los puntos en
movimiento y en la astronomia, para célculo de distancias.

Otra aproximacion al concepto de funcidn logaritmo y exponencial se puede hacer a través
de algunas ramas de las matematicas, como son: el calculo, la trigonometria y el algebra.
En cuanto al calculo se reconocen varios acercamientos: uno de ellos es el realizado en del
siglo XVII1 con John Bernoulli I, en la correspondencia con Leibniz, el cual se da a partir
de la ecuacion diferencial dx/x = — dx/—x, de donde se deduce log x = log (— x);
otra forma es la utilizacion de areas bajo la curva, proceso que fue seguido por Riemann;
también, la propuesta por Cauchy, que es la aproximacion a través del limite de sucesiones,
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un ejemplo es la sucesion (1 + (4/,;,))™, en este caso se analiza su convergencia para los
valores crecientes de enteros positivos de la variable m, donde z puede ser un nimero
complejo, Cauchy asegura, que de existir el valor limite, este permite hacer la definicion de
la funcion exponencial eZ. Por otro lado, el acercamiento a través de la trigonometria se
realiza mediante el método Prosthaphaeresis y las identidades trigonométricas. En el
algebra hay un acercamiento mas familiar con el desarrollo de la teoria de exponentes y
logaritmos, sus propiedades y significados en su notacion.

Con respecto a la aproximacion desde la vida diaria de los conceptos de funcion logaritmo
y exponencial se dio a través de las actividades de navegacion y el cobro de interés sobre
los préstamos de dinero.

Varias propuestas de aproximacion al concepto de funcion logaritmo y exponencial se
hacen después del desarrollo de la teoria logaritmica y exponencial, aunque no se
reconocen como aportes a la teoria. Una de ellas es a través de las funciones inversas
propuesta por Cayley (1821-1895) en 1869, segin su articulo, en los logaritmos de
cantidades imaginarias, el logaritmo se define como una integral definida y la potencia
general a® se define como la inversa de la funcion logaritmica. Otro acercamiento lo
expone Félix Klein (1849-1925), quien recomienda que para los fines de la instruccién
escolar, el logaritmo se debe definir como una integral, que estd conectado con las areas
asintéticas de la hipérbola equilatera. Una propuesta similar es realizada por Meray de
Dijon, quien propone hallar la funcion logaritmica como resultado de la integracion y llegar
a la funcion exponencial resolviendo la ecuacion log u = x.

e La fuerza del concepto funcion logaritmica y exponencial (nuevas oportunidades que
originan nuevos conceptos, caracteristicas Unicas y propiedades relevantes del
concepto, relacion con otros conceptos, sub-topicos o subcomponentes, visto desde una
manera multidireccional e integral).

El desarrollo de la teoria logaritmica y exponencial fue de gran relevancia dentro de la
matematica misma, ya que permitio el desarrollo y origen de nuevos conceptos. También,
mostraremos que la funcién exponencial tiene unas caracteristicas propias que la hacen
diferente a las demas funciones.

En cuanto a la relevancia en las matematicas de la teoria exponencial y logaritmica, vemos
que permiti6 el desarrollo de los nimeros complejos, ya que fue necesario desarrollar el
algebra de los numeros imaginarios para a si mismo consolidar la teoria. Por otro lado, el
trabajo con los imaginarios permitié la invencion de los cuaterniones. También se reconoce
que en la busqueda de una representacion de los nimeros complejos se da origen al
diagrama de Wessel y Argand y a los esquemas de Karsten y Riemann (esto es expuesto
con mayor detalle en el hito de relaciones entre conceptos). Otro concepto importante
desarrollado a través de esta teoria y que es muy reconocido hoy en dia en diferentes
ambitos es la espiral logaritmica. Es evidente que la teoria logaritmica y exponencial
contribuyé de una manera determinante en la evolucién de las matematicas.

Dentro de las caracteristicas especificas del concepto de funcion logaritmica y exponencial
se encuentran las siguientes: la relacion particular que se puede establecer entre las dos
sucesiones, la aritmética y la geométrica; la forma especial de variacion de la funcion
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exponencial; en estrecha relacion con la anterior, se encuentra que la derivada de la funcién
exponencial corresponde a la misma funcién; y por ultimo se distingue que la funcién
logaritmo no se puede generalizar sin la funcién exponencial y viceversa, ademas dicha
generalizacion solo es posible utilizando el conjunto de los nimeros complejos. Un
panorama mas amplio sobre la fuerza del concepto se puede reconocer en el hito de
relaciones entre conceptos en el apartado 4.3.1.

e Repertorio béasico (conocer y tener facil acceso a familias de ejemplos especificos,
ejemplos potentes que ilustran principios importantes, propiedades, teoremas, etc.,
aspectos practicos en la escuela que se incluyen en el curriculo)

La historia nos brinda algunas familias de ejemplos que nos muestran ciertas caracteristicas
de cada uno de los conceptos y que podemos utilizar para su comprension. Entre los que
podemos encontrar:

Ejemplos especificos como las tablas realizadas por Napier Birgi y Briggs que pueden ser
utilizadas para explorar y deducir patrones numéricos. Otro ejemplo es la utilizacion del
método Prosthaphaeresis para facilitar el proceso de los célculos de distancias, la forma de
calcular el area bajo la curva de la hipérbola cuadratica la cual se aproxima a una integral.

Un ejemplo potente que se muestra en la historia se da en la representacion tabular, con la
relacion de las sucesiones aritméticas y geométricas donde se puede mostrar como surge la
idea de logaritmo y como se hacen evidentes algunas de sus propiedades como log(ab) =

loga + log b, log (%) = loga — log b, entre otras. Tambien podemos encontrar ejemplos

de como surgen y se establecen las propiedades de la funcion exponencial. (A) a* - a¥ =
a**?); (B) a* ~ a¥ = a*; (C) a* - b* = (a- b)*; (D) a* + b* = (a + b)*; (E) a*” =
a*?y

Por otra parte, en el estudio de la evolucion del concepto de logaritmo se distingue el
surgimiento de algunos teoremas como el enunciado por Euler, donde establece que: log n
tiene un numero infinito de logaritmos que son todos imaginarios, excepto cuando n es un
namero positivo. También aparecen de algunos axiomas como el mostrado a continuacion:
si se toma la igualdad I(—a)? # l(a)?, entonces se puede deducir que 2 [(— a) = 2 I(+ a),
pero como se ha visto, [(a) no es igual a [(— a), este es un ejemplo de una contradiccion,
que, contradice el postulado de que igual dividido por igual da igual, (Cajori, 1913, p. 78).

e Conocimiento y comprension del concepto funcién exponencial y logaritmica,
(conocimiento conceptual y procedimental del concepto, y las relaciones de éstos).

En relacion con el conocimiento conceptual del concepto es claro que todo lo expuesto
anteriormente, que se encuentra en la historia aporta a este conocimiento sobre la funcién
logaritmica y exponencial. En cuanto al conocimiento procedimental se distingue que
inicialmente se da la idea de logaritmo y a continuacién se desarrolla la teoria logaritmica y
exponencial, y por ultimo las funciones se constituyen como funciones inversas.

Por otro lado la historia nos muestra el proceso de consolidacion de las nociones principales
que forman parte del concepto de logaritmo y exponente; entre estas estan la variacion y
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covariacion, crecimiento, decrecimiento, teoria de potencias, series, las diferentes
relaciones que se pueden establecer entre las nociones que forman parte del concepto.

e Conocimiento acerca de la funcion exponencial y logaritmica (conocimiento acerca de
su naturaleza, formas de significado y procesos).

Desde la matematica se reconoce que estas dos funciones son de naturaleza transcendente,
es decir que no satisfacen las ecuaciones polinémicas, 0 que no pueden ser expresadas por
una secuencia infinita de operaciones algebraicas.

4.3.1.3.Conocimientos sobre el curriculo matematico

e Conocimiento de los propdsitos de la instruccion matematica en general, para referirse
principalmente a tres aspectos: la importancia de la funcion exponencial y logaritmica
en la escuela, el significado de aprenderla y el valor de cada uno de los contenidos
dentro del ambito escolar.

Desde la historia se corrobora que el concepto de logaritmo es transversal a las diferentes
ramas de las matematicas y a otras disciplinas, lo que indica que a través de este el profesor
puede presentar otros conceptos matematicos, transformando los contenidos curriculares, su
pensamiento y los procesos matematicos en sus practicas de ensefianza

El profesor entonces podra hacer emerger los conceptos funcion logaritmo y exponencial
desde diferentes perspectivas, o al menos de forma inusual a como lo venia haciendo, para
desarrollar una vision holistica y secuencial de los mismos. En este sentido la presentacion
de su representacion analitica y algoritmica, que suele hacerse en la escuela de manera
exclusiva, debe ceder el paso a la aproximacion conceptual de la misma, de manera que el
profesor de mas fuerza al proceso de construccion y a la aproximacion a sus formas
especificas de variacion para llegar al concepto de funcion logaritmo y exponencial.

e Conocimiento de las justificaciones para aprender la funcion exponencial y logaritmica,
que consiste en conocer Yy utilizar una variedad de formas especificas para la materia,
para justificar los topicos especificos y con ello motivar a los estudiantes para aprender.

Es necesario considerar los esfuerzos que puede realizar el profesor para incidir
positivamente en el aprendizaje de los estudiantes, ya sea desde una perspectiva
constructivista, que considera el aprendizaje como la transformacion de las concepciones de
los estudiantes (Simons et al, 2000), o desde los enfoques socioculturales (Lerman, 2001;
Llinares, 2000) que analiza las situaciones que crea el profesor en el aula, que pueden
favorecer la modificacion de las formas de participacion de los estudiantes en el desarrollo
de la actividad matematica, dotando de significado las nociones matematicas a partir de una
perspectiva individual.

En este sentido, el conocimiento profesional sobre las funciones exponencial y logaritmica
no se reduce exclusivamente a lo que el profesor hace en el aula para ensefiarlas, sino su
comprension de los recursos que utiliza para realizar las tareas que las definen. Se pueden
considerar aqui los materiales didacticos, los instrumentos conceptuales como conceptos y
construcciones tedricas generadas a partir de investigaciones historicas en relacion con la
ensefianza de las funciones exponencial y logaritmica, también el conocimiento generado
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desde la practica, con los sistemas de representacion, y las tareas-problema planteados por
el profesor.

En este proceso es necesario comprender las situaciones que desde la historia son
modeladas por la funcién logaritmo y exponencial, que le sirvan de referente para modelar
otras similares. (p.ej. cobro de intereses), como también las ideas subyacentes al concepto
logaritmo y exponencial, como lo son la covariacién, la variacion proporcional, etc.
También es fundamental que el profesor tenga una vision de los posibles y variados
escenarios, ambientes de aprendizaje desde los que se pueda promover la construccién de
éstas funciones, propiciando en los estudiantes la construccidn de representaciones propias
y de actividades de aprendizaje.

e Conocimiento de las ideas importantes para ensefiar la funcion exponencial y
logaritmica, que son aquellas que los alumnos necesitan aprender acerca de estos
topicos, como son los procesos, conceptos del curriculo, la capacidad y esfuerzo del
estudiante, formas intuitivas de representacion y otros.

Se hace necesario que el profesor ensefie la funcién logaritmo en relacion con la funcién
exponencial, ya que histéricamente no se puede comprender el surgimiento de la una sin la
otra, ademas guardan ideas que de manera conjunta favorecen la comprension de los
conceptos que la forman. Igualmente, es clave considerar su transversalidad para la
construccion de otras nociones y conceptos. Por ejemplo desde las sucesiones aritmética y
geométrica se puede llegar a la definicion de logaritmo neperiana, como también a las
gréficas en el plano cartesiano, y a su representacion analitica.

En cuanto a los procesos identificamos los siguientes: la relacién numérica entre cantidades
y la inferencia de patrones numéricos, de la representacion tabular a la representacion
geométrica-mecanica de puntos en movimiento, la relacion covariacional entre cantidades,
los procesos de interpretacion, representacion, y transformacion de graficas, notaciones y
modelos a tablas y a otras representaciones analiticas o gréaficas.

El desarrollo de estos procesos, basandose en su desarrollo histérico, pueden acercar al
profesor al como, para qué, a quienes, de la ensefianza de la funciones logaritmica y
exponencial, preparando la evaluacion de las comprensiones, y rompiendo el paradigma de
tener una Unica respuesta correcta, valorando los esfuerzos y las diversas posibilidades de
argumentaciones. Por otra parte le ofrece al profesor formas intuitivas de representacion
que propicien procesos de comprension de sus estudiantes, valorando otros prototipos que
se puedan dar como respuesta a un asunto propuesto, sin descalificar otros acercamientos a
la solucion, por tratarse de perspectivas que no encajen dentro de lo comin o usual.

e Conocimiento de los prerrequisitos de conocimiento para la funcion logaritmica y
exponencial, en los diferentes momentos del ciclo didactico y estudio del topico (ej.
topico dentro del mismo curriculo, tdpico y herramientas conceptuales y
procedimentales previas, experiencia en el manejo del toépico o concepto y experiencia
en procesos de pensamiento similares).

La evoluciodn de los conceptos de funcidn logaritmica y exponencial, brinda al profesor una
secuencia natural de como se dio el desarrollo de estos conceptos, desde la cual se puede
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construir el desarrollo natural del mismo. De este modo en el curriculo, aprovechando los
desarrollos que se dieron en la historia, deben estar los significados de variacion y
covariacion, sucesiones aritmética y geomeétrica, representacion de funciones en el plano,
teoria de exponentes. Es necesario desde el reconocimiento histérico del logaritmo en los
nameros positivos, hacer la extension de aqui a los nimeros negativos.

Igualmente es pertinente reconocer y aprovechar que los procesos de pensamientos que se
dieron en la historia se pueden reproducir dentro del aula, ya sean aquellos que conllevaron
a dificultades o aquellos que permitieron desarrollos.

e (Conocimiento de los problemas tipicos de la “escuela matematica”, que muestre una
familiaridad con problemas tipicamente encontrados en la instruccion matematica.

El conocimiento de las diferentes paradojas, las discusiones, los intentos fallidos, los
errores de representacion, que se dieron en el desarrollo y evolucidn histérica del concepto,
le brindan al docente un panorama que le lleve a ser consciente que esto hace parte del
desarrollo cotidiano de los procesos de ensefianza, por lo cual es normal que en la escuela
se presenten problemas tipicos, para que igualmente pueda identificarlos y afrontarlos.

4.3.2. Conocimiento de las estrategias y representaciones instruccionales para ensefiar
la funcion logaritmica y exponencial.

4.3.2.1. Conocimientos sobre las representaciones instruccionales

e Comprender el contenido especifico que subyace en las representaciones, las relaciones
con otras representaciones o conceptos de la misma disciplina y con otros campos de
conocimiento, conocer el origen y fundamento de las representaciones, asi como las
relaciones que subyacen y los procedimientos de verificacion y su relacion con el
conocimiento del proceso de aprendizaje del alumno.

Con respecto a las representaciones instruccionales que pueden ser utilizadas por el
profesor encontramos que la historia le aporta a las mismas de la siguiente forma:

La historia nos muestra que las discusiones podrian constituirse en una forma de
representacion instruccional a travées de la cual se puede generar conocimiento matematico.
Un ejemplo de lo anterior son las controversias entre grandes matematicos en torno a la
definicion del logaritmo de un numero negativo. De esta manera el profesor de matematicas
puede reconocer las discusiones como un medio de aprendizaje, donde no necesariamente
todos los estudiantes deben estar siempre de acuerdo en torno a una idea. Ademas con las
discusiones el profesor podria reconocer que se generan habilidades comunicativas en sus
estudiantes como: argumentar, proponer, justificar, y al mismo tiempo el profesor mejora
sus explicaciones, aprende a valorar los argumentos de sus estudiantes, y se retroalimenta
del ejercicio.

Otro ejemplo de representacion instruccional que nos brinda la historia son las
ilustraciones, las cuales actian como medio a través del cual lograr la motivacion y
atencion de los estudiantes. Estas ilustraciones permiten la visualizacion de algunas
caracteristicas de los conceptos que no es posible desde otros tipos de representacion. Un
ejemplo de lo anterior es la representacion fisico geométrico del logaritmo a través de
puntos en movimiento. Con este tipo de ilustracion se fomenta ademas el uso de otros
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conocimientos como el manejo de escalas, trazado de curvas, o uso de artefactos como la
regla 'y el compas.

e Criterios para desarrollar, evaluar, seleccionar y usar apropiadas representaciones
instruccionales; que implica el conocimiento de los estdndares de calidad que evaltan
las adecuaciones de las representaciones de la funcion exponencial y logaritmica.

La historia nos brinda criterios para considerar las discusiones como una posible
representacion instruccional. Lo anterior porque a traves de ellas fue posible el desarrollo
de los conceptos logaritmico y exponencial, lo que nos lleva a pensar que pueden ser
utilizadas para favorecer el desarrollo y produccion de matematicas. Desde la perspectiva
de los estandares las discusiones permiten que el estudiante se involucre activamente en el
desarrollo de su conocimiento y pensamiento matematico, superando su posicion de simple
receptor. En cuanto al desarrollo de las representaciones instruccionales la historia brinda al
profesor diversas ideas para hacer emerger los conceptos de formas no convencionales,
reconstruyendo los conceptos a través de su evolucion, brindandonos el criterio de la
secuenciacion original de los conceptos y facilitando la comunicacién de los mismos.
Ademés le permite sugerir nuevas tareas, ideas, ejercicios, y plantear problemas
interesantes que desde la historia movilizaron el pensamiento matematico y se pueden
constituir en una fuente de investigacién y motivacién para que los profesores generen otras
estrategias y representaciones instruccionales. Un ejemplo de lo anterior es el disefio de las
tres tareas planteadas en el desarrollo de este trabajo.

e Amplio repertorio de representaciones de la materia que ensefian; que incluye, el
estudio de la relacién entre las representaciones y recursos instruccionales especificos
para la disciplina; asi como de analogias, ilustraciones, modelos, metaforas, ejemplos,
explicaciones, demostraciones, dibujos, preguntas, actividades, discusiones,
exposiciones verbales, diagramas, simulaciones, dramatizaciones y analisis de
contenido, asi como representaciones verbales, simbdlicas, graficas o concretas , etc.

Las discusiones que se dieron pueden mediar como una estrategia instruccional que sirve
para ensefiar los conceptos, otra forma es utilizar las paradojas para a partir de la
contradiccion posibilitar un contexto de participacion en la construccion de los conceptos.
De la misma forma se pueden usar las situaciones- problema como una estrategia para
producir un estado de desequilibrio cognitivo de los estudiantes. También la historia ofrece
ideas para la construccion de material didactico que apoye la ensefianza de conceptos.
Ademas utilizar las explicaciones como parte de su Conocimiento Didactico de Contenido
como habilidad suya para ensefiar las funciones. Las ilustraciones se pueden utilizar a
través de dibujos o representaciones que posibilitan la comprension de ideas y conceptos.

e Conocimiento sobre las rutinas instruccionales, que implica estrategias, métodos o
técnicas especificas al contenido matematico vinculado con los materiales de
instruccion y el conocimiento de las caracteristicas de las interacciones didacticas, asi
como de las dificultades cognitivas que implica para su ensefianza y aprendizaje y las
alternativas para afrontarlas.

Desde la historia reconocemos que por ejemplo las discusiones entre los pensadores
matematicos se observan ciertas caracteristicas alrededor de estas interacciones que se
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replican en el aula de clase, como por ejemplo: la complejidad en dar a entender y
comunicar una idea matemaética, lo dificil de llegar a acuerdos sobre las posibles soluciones
de un problema, el esfuerzo de encontrar el sentido y el significado de un concepto
matematico. Este conocimiento le brinda al profesor elementos didacticos para orientar
eficazmente las intervenciones en clase y el trabajo de los estudiantes hacia la comprension
de los conceptos.

De otra parte en la historia se puede observar que el uso de ilustraciones para representar
conceptos matematicos permite comprender mejor ciertos aspectos que lo constituyen, en
este sentido las ilustraciones se constituyen en un apoyo fundamental de las rutinas
instruccionales para la ensefianza y aprendizaje de contenidos matematicos. Un caso
especifico se muestra en la construccion de la segunda tarea de este trabajo en el que las
ilustraciones sirven como medio de instruccion para alcanzar uno de los objetivos de la
tarea: relacionar el &rea bajo la curva hipérbola equilatera con el concepto de logaritmo
natural.

4.3.2.2.Conocimientos de los materiales curriculares

e De los materiales para la instruccion del contenido matematico o para una
determinacion, nocién, sus caracteristicas, los textos y materiales basicos y alternativos,
software, calculadoras, programas especificos, problemas, ejercicios, guias, proyectos,
ilustraciones, casos, materiales visuales, peliculas de y sobre conceptos o tdpicos,
demostraciones en laboratorios, programas o simuladores on-line, recursos en Internet,
etc., y de los materiales curriculares que los estudiantes tienen en otras materias.

La historia de los conceptos de logaritmo y exponencial nos ha permitido conocer el uso de
las tablas logaritmicas, que fueron desarrolladas a través de la historia desde Napier, hasta
Oughtred (1575-1660), quienes trabajaron en el desarrollo de las tablas logaritmicas
incluyendo cada vez mas numeros y aumentando la exactitud de con un mayor nimero de
decimales. Los documentos histdricos también nos ofrecen una vision sobre las diferentes
notaciones que han existido a través de la evolucién de los conceptos, proveyendo de un
significado de los conceptos a través de dichas notaciones. También consideramos
importante el conocimiento de la existencia de estos textos y documentos histéricos, para
ser analizados y estudiados.

El conocimiento de la historia le permite al docente emitir juicios de validez sobre los
diferentes materiales que se integran al curriculo como parte de la instruccion para ensefiar
la funcion logaritmo y exponencial, pues mediante el conocimiento historico reconocera
elementos esenciales relativos al concepto, que debe ser potenciado de alguna forma por los
diferentes materiales.

e Del tratamiento y evaluacion de los textos y materiales de la materia en cuestion, su
organizacion razonada de tdpicos, las actividades y problemas que presentan, sus
efectos en el aprendizaje del estudiante, de la relacion con el contenido y las estrategias
instruccionales que proponen y sobre los criterios de uso, seleccion y adecuacion para la
ensefianza o aprendizaje de un topico matematico.

Como se dijo en el asunto anterior, consideramos que la historia le da al profesor algunos
criterios de organizacion y evaluacion de las diferentes propuestas didacticas presentadas
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en los libros de texto, en lo referente a la presentacion de ciertos elementos fundamentales
de la funcion logaritmica y exponencial.

4.3.2.3.Conocimiento sobre el curriculo matemético

e Conocimiento sobre la planificacion de la ensefianza del contenido matematico, que
incluye el conocimiento del disefio, evaluacion y modificacion del programa escolar, de
las caracteristicas del curriculo matemaético (segun el grado y nivel de ensefianza), de
las relaciones con otros contenidos matematicos y de las tendencias curriculares
especificas de la educacién matematica.

En cuanto al conocimiento del curriculo, disefio, evaluacion y modificacion del programa
escolar, y de encontrar las caracteristicas de un curriculo que se apropiado para cada nivel,
la historia de la funcidn exponencial y logaritmica no nos ofrece conocimientos sobre tipos
de curriculo.

e Conocimiento del curriculo de otras disciplinas escolares, que incluye la revision de
programas, textos, materiales y recursos con el objeto de establecer con éstas una mayor
vinculacion con la matematica y el tépico especifico que se trate.

En este asunto, la historia no aporta elementos para el CDC, ya que se limita a reconocer
los curriculos de otras disciplinas que son especificos en cada una de ellas y por lo tanto no
aparece en la historia como se organiza el curriculo de las otras areas.

e El disefio e implementacidn de nuevos materiales de la materia en cuestion, que implica
el conocimiento teorico y préctico del estudio del disefio y evaluacién de materiales
curriculares de contenido matematico.

En este sentido consideramos que la historia no es fundamental, ya que la misma nos aporta
los elementos para la elaboracion de la herramienta didactica que va a aportar al CDC del
profesor de matematicas.

4.3.3. Conocimiento de los procesos de aprendizaje de los estudiantes

4.3.3.1.Conocimiento del proceso cognitivo del estudiante en matematicas

e Conocer las necesidades y conocimientos particulares de los estudiantes, a partir del
estudio y observacion de su desarrollo (edad, experiencia, antecedentes y escolaridad) y
desempefio en el aula, sobre el contenido matematico que aprende, y reconocer la
importancia del estudio de las concepciones y dificultades del estudiante como parte
inherente e indispensable para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas; conocer
sus intereses, motivaciones y expectativas relacionados con las matematicas y con los
diferentes topicos especificos.

Si bien la historia brinda elementos y herramientas para que el profesor de matematicas
construya unas “condiciones instruccionales” que ayuden a transformar y encauzar las
concepciones erradas de los estudiantes y también para apoyar la construccion de los
conceptos relacionados con la funcion logaritmica y exponencial, directamente no le
permite conocer los aspectos relacionados con el pensamiento del estudiante, con su forma
de aprender, 0 con sus necesidades y conocimientos particulares que pueden tener sobre
estos conceptos. Desde esta perspectiva consideramos que en este punto la perspectiva
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historica de los conceptos logaritmo y exponencial no nos aporta para este asunto
especifico.

e Conocer los procesos de aprendizaje de los estudiantes en matematicas, enfatizando los
procesos de comprension del concepto y las formas de justificacion, partiendo de
objetos concretos que representen ideas matematicas, conociendo las diferencias
individuales que puede haber en la forma de aprender de los alumnos, el conocimiento
de las caracteristicas del aprendizaje de topicos concretos (mas y menos comunes) y
segun niveles cognitivos de desarrollo (procesal o conceptual), las formas de conectar
las ideas concretas con las abstractas de las matematicas y de las formas de ir de lo
simple a lo complejo; del conocimiento de las intuiciones y heuristicas de los
estudiantes; formas de conectar unas ideas con otras; formas en que la mayoria
comprende un topico dado; es decir, algunos aplicados a las matematicas en general (gj.
terminologia), a los topicos y procedimientos especificos de la matematicas (ej.
simplificar), y otros a su concepcion o forma de aprender (ej. memorizar reglas sin
comprenderlas) y el porqué de estos aspectos; los fundamentos de razonamiento del
estudiante.

Conocer la evolucion historica de los conceptos logaritmo y exponencial, le brinda al
profesor herramientas didacticas para desarrollar la ensefianza de éstos conceptos, como por
ejemplo el conocimiento de ejemplos potentes desde la historia, relacionados directamente
con la constitucién de los conceptos, o conocer los enfoques matematicos, o la heuristica
con que se abordaron éstas nociones por los mismos matematicos; pero este conocimiento
no estd relacionado directamente con vislumbrar los procesos de aprendizaje de los
estudiantes y los aspectos relacionados: sus formas de aprender, la forma en que conectan
sus ideas, o las intuiciones que tienen en un momento dado. Por esto consideramos que en
este asunto la historia de los conceptos logaritmico y exponencial no aportan en este
aspecto especifico

e Conocer las creencias y concepciones inadecuadas comunes de los estudiantes, asi
como sus interpretaciones, dificultades (o facilidades), obstaculos y errores de los
estudiantes del contenido matematico o del topico especifico, como son, por ejemplo, la
falta de juicio para utilizar un procedimiento en una situacion y que es diferente para
otra (especialmente cuando parecen similares); y conocer las atribuciones o causas de
éstas.

En el desarrollo historico de los conceptos podemos reconocer las dificultades y obstaculos
que debieron superar los matematicos para consolidar las ideas sobre los mismos; en este
sentido, reconocerlas permite de la misma manera identificarlas en el proceso de
comprension de los estudiantes; es decir, las dificultades historicas en la identificacion y
elaboracion de los conceptos ser reconocen generalmente en las dificultades de aprendizaje
que tienen los estudiantes sobre estos conceptos (ver asunto: Conocimiento de los
prerrequisitos de un topico dado, en la categoria: Conocimiento acerca del curriculo
matematico).

4.3.3.2.Conocimiento del diagnostico del proceso cognitivo del estudiante
e Conocimiento de técnicas para medir y diagnosticar sus concepciones inadecuadas, que
incluye, el andlisis de los criterios de seleccion, uso y adecuacion de instrumentos o

78



materiales (genéricos o especificos de la didactica de las matematicas) para el
diagndstico de las necesidades, formas de aprender, creencias, errores y dificultades en
el aprendizaje del topico matematico.

En el sentido de reconocer las concepciones de los estudiantes la historia no aporta
elementos, ya que se refiere a los procesos cognitivos de los estudiantes, los cuales son
reconocidos en el aula a través de la interaccion con el estudiante y el analisis de su
desempefio y comportamiento frente a los temas en cuestion.

Se podria reconocer un aporte como ya se dijo anteriormente, en el sentido de que en la
historia se reconocen algunas dificultades que se presentaron en la evolucién del concepto
logaritmo y exponencial, y que podrian replicarse en el aula. Esto le permitira al docente
anticiparse y contribuir a superar las posibles concepciones inadecuadas del estudiante, asi
planear basqueda de materiales y estrategias que soporten esta dindmica.

4.3.3.3.Conocimiento de estrategias instruccionales

e Conocer las estrategias instruccionales especificas para corregir las creencias Yy
concepciones inadecuadas, errores y dificultades, asi como conocer las estrategias
instruccionales especificas que pueden ser usadas para permitir que los estudiantes
conecten lo que ellos aprenden al conocimiento que ellos ya poseen;

e Conocer las estrategias de aprendizaje de los estudiantes para promover la adquisicion,
organizacion y almacenamiento del contenido matematico, que implica, conocer
estrategias para promover el recuerdo, la memorizacion y la comprension; y conocer los
contextos significativos de aprendizaje de los estudiantes, desde los mas primitivos
hasta los mas sofisticados;

e Conocer los materiales curriculares, utilizados como parte de las estrategias
instruccionales para corregir las dificultades y concepciones inadecuadas de los
estudiantes.

Consideramos que la historia no aporta al diagndstico del proceso cognitivo de los
estudiantes, en los tres asuntos referidos por Pinto (2010) para esta categoria. Lo anterior,
por considerar que los desarrollos matematicos que se dieron en esta época no fueron a
nivel de la escuela, sino en un comunidad de practica que corresponde a un momento
historico diferente, con personajes diferentes, de los cuales podemos inferir algunas de sus
actitudes y formas de pensamiento, lo cual no es suficiente para conocer los estudiantes de
una época totalmente diferente a la nuestra, con otros problemas sociales, otras
herramientas de comunicacion y con una vision global. Como se ha dicho antes, los
problemas registrados en la historia alrededor del concepto de funcion logaritmo vy
exponencial, respecto a sus concepciones inadecuadas, errores y dificultades podrian en
algun grado llegar a corresponderse con los que actualmente se presentan en los estudiantes
durante su proceso de comprension.
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S. ELABORACION DE LAS HERRAMIENTAS DIDACTICAS

A continuacion se muestran tres Tareas como Herramientas Didacticas. Cada uno de estas
tareas en tanto que son planteadas como ejemplos de estrategias instruccionales que pueden
formar parte del conocimiento del profesor de matemaéticas, tiene una relacion con el
desarrollo historico de los conceptos de exponencial y logaritmo, el CDC del profesor de
matematicas y los Hitos Historicos. La primera tarea ejemplifica las posibles relaciones que
se pueden establecer entre los conceptos de potenciacion, radicacion, logaritmacion, a
través de la relacion entre las sucesiones aritmética y geométrica. Esta tarea consta de cinco
partes, cada una de las cuales pretende resaltar ideas claves sobre cada uno de estos
conceptos, que esperamos sean apropiadas por el profesor de matematicas. La segunda
tarea ejemplifica la relacion del area bajo la curva de la hipérbola equilatera con el
logaritmo natural. Esta consta de tres partes; en las dos primeras se muestran dos formas
diferentes de aproximacion al area bajo la curva y la tercera permite la deduccion de las
propiedades de los logaritmos. La tercera tarea ejemplifica la actividad matematica
alrededor de las notaciones de los conceptos de exponencial y logaritmico. La tarea consta
de cuatro partes; en la primera se trabaja con exponentes naturales; en la segunda con
exponentes negativos; en la tercera con exponentes fraccionarios y radicales; y en la Gltima,
con diferentes notaciones logaritmicas.

Ademaés de esto, cada una de estas tareas muestra los objetivos que fueron trazados en
relacién con su aporte al CDC del profesor de matematicas. Igualmente, después de cada
una de ellas se hace un analisis de la misma, con el objetivo de identificar la relacion entre
la historia, desde los Hitos Historicos, y su aporte al CDC.

5.1. TAREA 1: RELACION ENTRE LA SUCESION ARITMETICA'Y
GEOMETRICA DESDE LA REPRESENTACION TABULAR

Antes de iniciar con la presentacidn de nuestra primera tarea queremos sefialar que una vez
esta fue finalizada, conocimos la propuesta hecha por Toumasis (1993), quien utiliza el
mismo fundamento historico referente a la relacion entre las sucesiones aritmética y
geométrica. Pero, mientras que la propuesta de Toumasis (1993) fue disefiada para
estudiantes de bachillerato, la nuestra esta dirigida a la formacion de profesores de
matematicas, pensando en el impacto que esta pueda tener en la actividad como docente. Su
propuesta, al igual que la nuestra, busca deducir las propiedades de la potenciacién y
logaritmacion y la relacion entre los exponentes fraccionarios con la radicacion. Toumasis
(1993) incluye en su propuesta un procedimiento con el cual guia a sus estudiantes para que
comprendan por qué la basqueda de una base adecuada para la sucesion geométrica
conduce al valor e, que corresponde en la actualidad a la base de los logaritmos naturales.

Consideramos que la tarea que presentaremos a continuacion se constituye en una
herramienta didactica a través de la cual le brindamos al profesor de matematicas la
posibilidad de nuevas rutas para hacer emerger el concepto de logaritmo, y su relacion con
las sucesiones y potencias.

OBJETIVO GENERAL.: Ofrecer al profesor de matematicas una herramienta didactica que
le permita reconocer la relacion entre los términos de una sucesion aritmética y geométrica
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como un insumo fundamental a través del cual se apropie de nuevas comprensiones que
redunden en el mejoramiento de su practica docente.

5.1.1. Partes del Ejemplo

5.1.1.1. Parte 1: Cambio de razon

Objetivo: Deducir las propiedades para la potenciacion desde la relacion existente entre los
términos de una sucesion aritmética y geométrica cualquiera.

¢El inventor del ajedrez se hizo rico?

Cuenta la leyenda que el juego de ajedrez fue inventado por un matematico que trabajaba
para un rey. Dicho rey estaba muy contento con él, le dijo: “quiero recompensarte.” El
matematico respondié “mis necesidades son modestas, por favor toma mi tablero de ajedrez
y en la primera casilla pon dos granos de trigo, en la siguiente duplica ése dos y P°" cuatro,
en la siguiente duplica los cuatro y pon ocho y continda duplicando en cada casilla, éste
seria un pago adecuado.” Podriamos imaginar que el rey pensé que el matematico era un
tonto. “Estaba listo para darle una recompensa de verdad y todo lo que ¢l pidié fueron unos
cuantos granos de trigo.”

De acuerdo con la leyenda, escribe el nimero de granos de trigo que correspondio a cada
cuadro del tablero de ajedrez (utiliza notacion de potencias).

1 2 3 4 5 6 7 8
21 2 23 2 25 26 27 28
9 10 11 |12 13 |14 15 |16
29 2100 21 212l o1 [ 15 [
17 18 19 20 21 22 23 24

| [ | | | | I
25 1260 27 28 |20 30 31 |32

[ | [ | | | | I

33 34 |38 |3 |37 |38 |39 40
| I | | | | [
a1 |42 43 a4 45 a6l 47 | 48

| | [ | | | | I
a9 50 sl |52 53 54 55 56

| | I | | | | [
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57 58 59 60 61 62 63 64

I | NN | U | AN | N

Tabla 1. Cuadro de ajedrez numerado y su relacion con el nimero de granos de trigo

Con la informacion contenida en la tabla 1 de respuesta a los siguientes interrogantes:
e (Cudl es el nimero de granos de trigo que debe contener el cuadro nimero 5?
e ;Cual es el numero de granos de trigo que debe contener el cuadro numero 35?

e (Cudl es el nimero de granos de trigo que debe contener el cuadro nimero n?

e ;Qué valor obtengo al multiplicar el nimero de granos de trigo del cuadro 4, por el
numero de granos de trigo del cuadro 8? Busque la correspondencia con algun

cuadro del tablero.

e Multiplique las cantidades de granos de trigo para dos cuadros ubicados en las
cuatro primeras filas del tablero ¢Para qué cuadros del tablero el resultado de la

cantidad de granos de trigo se corresponde?

e Repita el procedimiento anterior, pero ahora para dos cuadros ubicados en las

ultimas cuatro filas ;Qué encuentra?

e (Qué concluye respecto al resultado de multiplicar entre las cantidades de trigo de

los cuadros del tablero?

e ;Cual podria ser la formula general para hallar el producto entre dos cantidades de

granos de trigo de dos cuadros del tablero?

e ;Qué encuentra cuando divide el nimero de granos de trigo para dos cuadros

consecutivos?

e Divida el nimero de granos de trigo entre dos cuadros del tablero (cuide que el
dividendo sea mayor al divisor) ¢Encuentra algun resultado que no corresponda a

alguna de las cantidades del tablero?

e ;Qué concluye del resultado de dividir entre dos cantidades de trigo del tablero?

e ;Cual seria la forma mas rapida para llegar al resultado de la division entre las
cantidades de granos de trigo de dos cuadros sin necesidad de desarrollar las

potencias?

e ;Cual podria ser la formula general para efectuar la division entre dos cuadros del

tablero?

Utilizando la informacion dada en el cuadro de ajedrez complete la tabla 2, donde S
representa el numero de cuadro del tablero, y S; representa el nimero de granos de trigo

que debe contener cada cuadrado.
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S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
S1
Tabla 2. Representa la relacion entre el nimero del cuadro y el nimero de granos de trigo.

e Verifique que las férmulas generales halladas para encontrar el producto y la
division entre el nimero de granos de trigo de dos cuadros del tablero, son
aplicables a la a los téerminos de la secuencia S y Si, de la tabla 2.

e Complete la tabla 3 suponiendo que la paga exigida por el matematico consistio en
la triplicacién de tres granos de trigo, que fueron puesto en el cuadro nimero uno
del tablero; es decir, el nimero de granos de trigo que debe contener cada cuadro
con respecto a su anterior es tres veces mayor.

S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
S1
Tabla 3. Muestra un incremento de tres veces con respecto al cuadro anterior.

e Verifique que las formulas generales para multiplicar y dividir la cantidad de
granos de trigo entre dos cuadros del tablero se cumplen en la tabla 3.

e Complete la tabla 4 suponiendo que el primer cuadro tiene medio grano de trigo, el
siguiente la mitad y asi sucesivamente.

S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
St

Tabla 4. Decremento producido por la multiplicacion de 1/2

Verifique que las férmulas generales para la multiplicacién y division de potencias
se siguen cumpliendo para la tabla 4.

Hasta aqui, con el proceso que hemos llevado a cabo, esperamos haberte conducido al
hallazgo de dos formulas generales que faciliten multiplicar y dividir entre las cantidades
de granos de trigo de dos cuadros del tablero. También esperamos que estas formulas
generales hayan sido relacionadas, con las formular utilizadas, actualidad, para la
multiplicacion y division entre potencias de igual base. Aclarado lo anterior continuamos...

Complete la tabla 5 y 6 utilizando -2 como base, donde M representa el nimero de
veces que se debe multiplicar por si misma la base, y T los respectivos resultados.

M -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S) 6 n
I Tabla 5. Comportamiento obtenido con la base -2
o Verifique que las férmulas generales para la multiplicacion y division de potencias
se siguen cumpliendo para la tabla 4.
M | -14/3 |-11/3 | -8/3 |-5/3 |-2/3 | 1/3 | 4/3 |7/3 |10/3 | 13/3 |16/3 | 19/3 | n
T

Tabla 6. Sucesion aritmética con términos fraccionarios
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e Verifique que las formulas generales para multiplicar y dividir la cantidad de
granos de trigo entre dos cuadros del tablero se sigue cumplen.

e ;Tiene sentido la idea de multiplicar la base, -2, por el nUmero de veces que indica
los términos de la sucesion M?

o (Qué dificultades se presentan al tratar de verificar las formulas generales para la
multiplicacién y la division en la tabla 6?

Nota: Un proceso hacia la solucion de estas dificultades, se desarrollard en la segunda
parte)

e Complete la tabla 7 usando como base e ~ 2.71828

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 n

—IZ

Tabla 7. Sucesion geométrica con una razon irracional.

e Verifique que las formulas generales para la multiplicacién y divisién de potencias
se cumplen en la tabla 7.

Supongamos que N es una sucesion aritmética cuya diferencian entre términos es d y sea H
una sucesion geométrica cuya razon es r

N| a a, as a, | as | ag | a; | ag | ... Ap_o | p_q | - an

H| r% 1%z ra | r% | yd |yl | y%7 | pds ron-2 | rOn-1 | | ran

Tabla 8. Generalizacion de la relacidn entre las sucesiones aritmética y geométrica.

o Verifique que las férmulas generales para la multiplicacion y la divisién de
potencias se cumplen.

5.1.1.2. Parte 2: Uso de la relacion entre las sucesiones para la extraccion de raices
Objetivo: Brindar al profesor de matematicas una forma diferente de comprender cémo la
relacién entre los términos de las sucesiones aritmética y geométrica se constituye en un
medio para entender la extraccién de raices e interpretacion de las potencias con
exponentes fraccionarios.

Recordemos que el proceso de extraccion de raiz de un nimero consiste en encontrar un
namero que multiplicado por si mismo, tantas veces como lo indique el indice de la raiz,
sea igual al radicando. Por su lado, la potenciacion consiste en multiplicar una razén por si
misma cuantas veces lo indique el exponente; de tal forma que podriamos ver la extraccion
de una raiz como el proceso de hallar aquella razon que ha sido multiplicada por si misma
un numero de veces igual al indicado por el indice de la raiz; no obstante, para la situacién
donde el nimero de veces que se ha multiplicado por si misma la razoén sea mayor al
indicado en el indice, se procedera a dividir dicho nimero entre el indice.

De esta forma, en la tabla 9 la serie S indica el nimero de veces que se ha multiplicado la
razon 2 por si misma, y Sz el resultado de dicha multiplicacion. Como se vio en la parte uno
de esta secuencia, la suma de dos los términos de S, corresponde a la multiplicacion de los
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respectivos términos de Si y la resta de dos términos de S, corresponde a la division en los
términos de Si.

S

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S) 6 7 n

S1

1/16 | 1/8 | Ya Y2 1 2 4 8 16 |32 |64 |128

Tabla 9. Muestra la relacion entre la sucesion aritmética y geométrica

De acuerdo con la tabla 9 indique ¢Qué operacion se obtiene en S; cuando se
dividen los dos términos de S, que corresponden con los anteriores? (Busque que la
division sea exacta)

¢Qué condiciones se deben dar para que el resultado de dividir dos términos de S,
sea otro término de S?

Tomando como ejemplo alguno de los casos del punto anterior, encuentre la
relacién que existe entre los términos de la sucesion S; ¢ Qué operacion identifica?

Haga corresponder los términos de S, en las incognitas, de tal forma que sea véalida
la expresion VaP = a?/™

Con respecto al punto anterior responda: ¢con qué términos de las sucesiones Sy S;
se pueden hacer corresponder en la ecuacion a,b yn para que la igualdad sea
verdadera?

Sea a = 2, re-escriba los términos de la sucesion S; que sea posible, de acuerdo al patron
mostrado en la tabla 10.

S -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 n
S: |1/16| 1/8 | Y % 1 2 4 8 16 32 64 | 128

Sl 2(6/2)

S1 \/?

Tabla 10. Relacidn que permite encontrar el patrén entre los términos de las sucesiones.

¢Cual es la formula general que permite relacionar una potencia con exponente
fraccionario y una raiz?

Para discutir...

Utilizando la formula anterior, verifique si se cumplen o no, para los siguientes términos de
S y sus correspondientes en S1:

2)0+-1=0b)3+0=¢?¢c)3+1=3d)6+-3=2

Complete la tabla 11.

S 14 11 8 5 1 4 7110 | 13 | 16 | 19 | n
"3 |"3|"3|73/73| 3 |3|3|3|3|3|3

M (=2)75

M ot

85




M ] ] ] J~12e | | ] | 1 ] |

Tabla 11. Exponentes fraccionarios y su relacién con las raices.

e Explique la razon por la cual los términos de S corresponden a la extraccion de la
raiz cubica de los términos de M.

Sea, V/a™, el término de una sucesion geométrica. Escriba:
e EIl décimo término de la sucesion geométrica.
e El reciproco de la razon.

e El término anterior y el término siguiente. Use el proceso multiplicacion por el
reciproco.

e Encuentre la diferencia entre los términos en la sucesion aritmética

e Escriba el término de la sucesion geométrica a que corresponde cada uno de los
siguientes términos: _2/5,9/7,”/2,7/_5,h/g. (son terminos de diferentes
sucesiones).

5.1.1.3.  Parte 3: Convenciones en torno a la relacion entre los términos de las
sucesiones aritmética y geométrica

Objetivo: Brindar un panorama diferente a través del cual el profesor de matematicas

conozca las convenciones en torno a las sucesiones aritmética y geométrica que permiten

una posible interpretacién de las notaciones para potencias con exponentes negativos,

fraccionarios, el uno y el cero; todo lo anterior, como resultado de la relacion entre los

términos de la sucesion aritmética y geométrica.

Es comun que una potencia, a™, se interprete como la multiplicacion reiterada del factor a
tantas veces como lo indica n.

M |-5 -4 -3 -2 -1 0|1 |2 |3 |4 5 6 n

T |-1/32 1/16 -1/8 | Ya -1/2 1 [-2 |4 |8 |16 |[-32 |64

Tabla 12. Establece la interpretacion de potencias con exponentes no comunes.
De acuerdo con la interpretacion anterior de potencia y utilizando la tabla 12 conteste:
e ;Qué interpretacion le merece la potencia 2°?

e (Qué interpretacion le da a la potencia 271, y en general a cualquier potencia con
exponente negativo?

e Verifique que las formulas generales para la multiplicacion y division de potencias,
y la extraccion de raices, definidas en la parte uno y dos de esta secuencia, son
consistentes con la ley de los signos ¢qué explicacion se le puede atribuir a este
hecho? (considere las sucesiones que incluyan términos negativos)

e Dé una posible explicacién a la imposibilidad de extraer raiz, de indice par, a un
namero negativo, desde la relacion entre las sucesionesMy T.

86



De acuerdo con lo que venimos mostrando, para obtener el siguiente término de una
sucesion geométrica debemos multiplicarlo por un valor constante, llamado razén o base.
Ahora, si lo que queremos es obtener el término anterior de la progresion geomeétrica,
debemos multiplicar el término por el reciproco de la razén, que es equivalente a dividir por
dicha razén. Usando lo expuesto anteriormente, complete la tabla 13.

S, representa una sucesion aritmética; mientras que Si representa una sucesion geométrica.

S -3 -2 -1 0 1 2 3
S1 273 272 271 20 21 22 23
St 2x2

Tabla 13. Proceso para obtener los términos de una sucesion geométrica mediante la multiplicacién de la razén o
Su reciproco.

e Utilizando la relacion entre las series S y Si, mostrado en la tabla 13, justifique el
hecho de que: todo nimero elevado a uno sea igual al él mismo, y todo nimero
elevado a la cero sea igual a la unidad.

e (Qué interpretacion se puede dar desde la tabla 13, para cualquier potencia con
exponente negativo, manteniendo la idea que el exponente indica el nimero de
veces que se debe multiplicar por si misma la base 2?

e ;Qué explicacion le merece el hecho que una base deba multiplicarse por si misma
un numero de veces igual a 1/3, o un nimero de veces igual a un fraccionario? (Ver
tabla6y 11).

5.1.1.4.  Parte 4. Uso para los calculos

Objetivo: Rescatar el procedimiento que condujo hacia una aplicacién practica en los
calculos de la relacion entre los términos de las sucesiones aritmética y geométrica, y su
vinculo con los logaritmos.

e Abhora, utilizando la sucesion aritmética que se muestra en la tabla 13, encuentre los
términos para las sucesiones geométricas Si1, S2 'y Ss, cuyas bases son 4, -3y 0.9,
respectivamente.

S -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 n

St

S,

S3

Tabla 14. Cambio de base de la sucesi geométrica.

e ;Qué diferencia percibe en el comportamiento de los términos de las sucesiones
geométricas? ¢Como afecta el valor de la base dicho comportamiento?

e ;Qué procedimiento resultaria util para lograr que los términos de la sucesion
geométrica no crezcan tan rapidamente, o para que la diferencia entre término y
término disminuya?

e (Qué ventajas tiene la eleccion de una base pequefa?
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e ;Qué ventajas tiene la eleccion de una base cercana a la unidad?

e ;Qué base es adecuada por permitir los calculos précticos mediante la aplicacion de
las propiedades para la multiplicacion y la division?

De acuerdo con lo reportado por los historiadores y con base en el procedimiento que
venimos desarrollando, es conocido que la sucesion aritmética, S, fue considerada como los
logaritmos de los términos de la sucesion geométrica.

Para nuestro caso el logaritmo de un término de la sucesién geométrica corresponde al
namero de veces que se ha multiplicado por si misma la razon o base de dicha sucesion, y
que es facilmente visualizado por el término de la sucesion aritmética correspondiente. Esto
quiere decir, que los términos de la sucesion aritmética corresponden a los logaritmos de
los términos de la sucesion geomeétrica; que hasta ahora, los hemos relacionado con los
exponentes de las potencias.

Cuando pretendemos calcular el logaritmo de un nimero, necesitamos conocer primero en
qué base hacerlo, luego multiplicamos dicha base por si misma, donde el resultado de la
multiplicacién indica el nimero al que corresponde el logaritmo.

De acuerdo con lo anterior, y utilizando las férmula generales para la multiplicacién y la
division de las potencias, reescribalas en términos de logaritmos. Apoyese en la tabla 15 y
en la siguiente relacion mostrada como ejemplo:

S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
S1 2 4 8 16 32 64 128 | 256 |512 |1024 | 2™

Tabla 15.Relacion entre la sucesion aritmética y el logaritmo

a™-qt =a™tm" ; 27.22=27%2 ;log,27*?2 =9 ;log, 27 - 2% = log, 27 + log, 22
ar_ gmn L 2 72 1og, 272 =5 ; log,% = log, 27 — log, 22
an 192 11082 ’ 82 22 82 82

e Observando la relaciébn que muestra entre la potencia y la escritura de los
logaritmos, determine la ubicacion adecuada para las variables a, m y n de tal forma
que la ecuacion sea verdadera

m

e a™-a" =log + log

° z—n = log — log —log
5.1.1.5. Parte 5: Representacion geométrica de la relacion entre los términos de las
sucesiones
Obijetivo: identificar el tipo de co-variacion que se presenta entre los términos de la serie
aritmética y geometrica.

Para el desarrollo de esta cuarta parte usaremos la tabla 16 y el applet 1 cuya explicacion se
ofrece a continuacion.

s 1 J2 3 J4 |5 J6 |7 8 ]9 J10o | =
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1S: |2 [4 [8 [16 |32 |64 [128 [256 |512 1024 | 2" |

Tabla 16. Relacion de covariacion entre las series.

El applet 1 permite la multiplicacion y division entre dos segmentos (Método desarrollado
por Descartes en 1637). Asi, en azul se muestra las magnitudes de los segmentos que seran
multiplicados, y en rojo el segmento que corresponde al resultado de dicha multiplicacion,
AQ x AP = AC. Mientras que la division corresponde a la relacion entre los siguientes
segmentos AP =: AC + AQ. Las distancias Ab, Ac, Ad, y Ae corresponde a la magnitud
de los cuatro primeros términos de la sucesion Sy, los cuales estan ubicados sobre las dos
semi-rectas que forman el angulo <BAN.

Para el uso del applet 1 tenga en cuenta que: los puntos Q,Py N son mdviles. Los dos
primeros permiten cambiar la longitud de los segmentos que se quieren multiplicar, y el
ultimo permite variar el angulo de inclinacion entre dichos segmentos. El deslizador, u,
permite variar la unidad. Una representacion real de la longitud de los segmentos, se
obtiene para u = 1, los demas valores de u solo facilitan visualizar la longitud de los
segmentos.

Nota: Es recomendable durante el desarrollo de esta secuencia contar con la visualizacion

d
AP=1173

Applet 1. Multiplicacion y Division de segmentos, por el método de Descartes.

Unidad

interactiva del applet 1, para lo cual es necesario que su equipo de cémputo tenga instalado
el software Geogebra. Los applets los puede encontrar dentro de la carpeta que ha sido
adjuntada al documento actual.

e Multiplique la magnitud de dos segmentos cuyas longitudes pertenezcan a la
sucesion S; ¢Qué concluye con respecto al segmento obtenido como resultado de la
multiplicacion?

e Realice la division entre dos términos consecutivos de la sucesién S; ¢Qué
concluye con respecto al segmento encontrado como resultado?

e Encuentre el punto medio para cada uno de los segmentos Ab, Ac, Ad, y Ae (A qué
corresponden cada uno de estos puntos?

e ;Qué implicaciones tiene el comportamiento de los términos de Si, en el punto
anterior, en la co-variacion de las sucesiones?
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e Usando el applet 1 complete en la tabla 16 las sucesiones geométricas para las
razones °/,,10/5,7/,

S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

S1

S

Ss3

Tabla 17. Uso del applet 1 para encontrar los términos alguna sucesién geométrica.

e ;Cual seria el proceso general para hallar los términos de alguna sucesion
geométrica de base a

e ;Qué procedimiento permite hallar el término anterior y el posterior de un término
dado?

e (Qué procedimiento permite identificar los términos de la sucesion aritmética?

e ;Qué formula o procedimiento permite obtener la suma de todos los términos
anteriores a un término dado para la sucesion S;?

Para reflexionar...

e Como lo anterior, permite reflexionar sobre el crecimiento exponencial de una
poblacion de bacterias, sobre el consumo de energia, la divulgacion de una noticia,
el re-envio de mensajes en el correo electronico, el interés compuesto, entre otros
fendmenos, que tienen una co-variacion semejante a la mostrada por la relacion
entre los términos de la sucesién aritmética y geométrica?

e (Qué implica la afirmacion que en Gltimos dos mil afios se haya consumido la mitad
de reservas de energia del planeta? ;Cuanto tiempo resta para que se agoten por
completo las reservas?

5.1.2. Analisis de la tarea: relacion entre las series aritméticas y geométricas desde la
representacion tabular

A continuacion se ofrecen una descripcidn de la tarea haciendo énfasis en dos aspectos

importantes. EI primero, consiste en mostrar como la historia se vincula con este Ejemplo,

y cdmo se convirtié en nuestra fuente de inspiracion. En el segundo, mostramos como esta

tarea aporta al CDC del profesor de matematicas.

5.1.2.1.  La historia como fuente de inspiracién

A través de nuestra revision documental sobre los conceptos de exponencial y logaritmo,
encontramos que la relacion entre los términos de la serie aritmética y geometrica fue una
de las ideas fundamentales que us6 Napier para el desarrollo de la idea de logaritmo. Pese a
esto, se encuentra con curiosidad, que esta relacion tan marcada durante la mayor parte de
su desarrollo y evolucion, hoy en dia no sea un referente para su ensefianza.

Como dijimos antes, la relacion entre los términos de la sucesion aritmética y geomeétrica,
es poco conocida y utilizada por parte de los profesores de matematicas. Consideramos que
esto se debe en gran medida al desconocimiento por parte de profesor de matematicas de
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dicha relacién y de las eventuales ventajas que ofreceria para la ensefianza de los conceptos
logaritmico y exponencial. Otra explicacion considerada es la falta de recursos didacticos
que le permitan al profesor de matematicas hacer uso del componente historico, como un
medio facilitador a través del cual dotar de significado los conceptos matematicos. Carencia
que esperamos comenzar a suplir con la elaboracién de estas Tareas.

Desde nuestra experiencia personal notamos que algunos conceptos relacionados
historicamente (logaritmos, potenciacion, radicacion, funciones logaritmica y exponencial)
se toman como independientes desde el curriculo de matematicas. Es por esta causa que el
disefio de esta tarea tiene como objetivo mostrar un camino diferente al profesor de
matematicas que le permita hacer un reconocimiento de la importancia que tiene estas
relaciones como parte de la ensefianza de los mismos, y desde este punto de partida logre
hacer surgir cada uno de estos conceptos a medida que reconoce la relacion entre ellos.

Recordemos que el descubrimiento del logaritmo, en su época, fue considerado como una
herramienta invaluable, al facilitar los calculos con numeros muy grandes; lo cual, fue un
alivio que liber6 a los matematicos del trabajo tedioso que consumia la mayor parte de sus
vidas. De igual forma, en épocas no muy lejanas la ensefianza de los logaritmos era
prioritaria y se daba a través de las tablas logaritmicas. Todo curso de calculo incluia saber
operar con las tablas logaritmicas, lo cual dejé de ser una preocupacién con la invencién de
la calculadora, la cual ofrece una respuesta inmediata, pero totalmente desvincula del
significado como proceso.

Como una forma de rescatar el significado de los procesos dados por la historia, hemos
realizado el disefio de esta tarea basandonos en la relacion entre los términos de la sucesion
aritmética y geométrica. Consideramos que el disefio de la misma como herramienta
didactica, aportard al CDC del profesor de mateméticas brindandole una nueva forma de
comprender los conceptos de logaritmo y exponencial.

De acuerdo con Pinto (2010), el disefio de este Ejemplo podria brindar nuevas
oportunidades al profesor de matematicas para hacer emerger nuevos conceptos, desde la
comprension de las relaciones entre ellos. De esta forma, este Ejemplo pretende ser un
aporte al primer componente del CDC, consistente en el Conocimiento de los Conceptos
exponencial y logaritmico para su ensefianza, en su categoria de Conocimiento Especifico
del Concepto.

A continuacion describimos las cuatro etapas de que consta la tarea, y coémo éstas aportan al
CDC del profesor de matematicas.

5.1.2.2.  Aporte de la tarea al CDC del profesor de matematicas

Cada una las etapas esta orientada a que el profesor de matematicas advierta las razones por
las cuales hemos considerado que la relacion entre las series aritmética y geométrica es un
hecho histdrico importante y podria aportar al CDC del profesor de matematicas. Asi, cada
una de estas partes consta de una secuencia que tiene la intencidn de construir, a través de
las observaciones propias del profesor de matematicas, un acercamiento no habitual a los
conceptos, que redunde en el fortalecimiento de su CDC

De esta forma, en la primera parte de la secuencia se busca que el profesor de matematicas
deduzca como la relacion entre los términos de la serie aritmética y geométrica se conserva
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sin importar la razon o la diferencia entre los términos de dichas sucesiones. De igual
forma, le permitira al profesor de matemaéticas reconocer otra forma de llevar a cabo
multiplicaciones y divisiones, entre los términos de una sucesion geométrica, de forma
rapida y precisa. Ademas, durante el desarrollo de este proceso, se propiciara en el profesor
de matematicas, la adquisicion de nuevo conocimiento tendiente a reforzar o nutrir los
conceptos sobre la base de nuevas ideas. Por tanto, la secuencia mostrard alternativas
diferentes de abordar o hacer surgir las propiedades de la potenciacion y la logaritmacion, y
su relacion entre estos dos conceptos (esto ha sido mostrado en detalle en el Hito: Relacién
entre Conceptos, ver apartado 4.3.1).

La segunda parte de esta secuencia tiene la intencion de brindar, al profesor de
matematicas, una interpretacion diferente para las potencias con exponente fraccionario, y
su relacion con la extraccion de raices, desde la relacion existente entre los términos de la
sucesion aritmética y geomeétrica. De esta forma, se puede evidenciar un acercamiento al
Hito Relacién entre Conceptos, vinculando los conceptos de: logaritmacion, radicacién y
potenciacion. Esta nueva interpretacion para las potencias con exponente fraccionario, se
aleja de la nocion comun de potencia como la multiplicacion reiterada de una base; de esta
forma esperamos aportar al CDC del profesor de matematicas.

En la tercera parte buscamos que el profesor de matematicas advierta una posible forma de
comprender las potencias con exponentes negativos, el exponente uno y cero; desde la
relacion existente entre los términos de la serie aritmética y geométrica. De igual forma,
favorecer que las potencias sean entendidas como una sucesion de términos que se define
como el resultado de multiplicar reiteradamente una razén. Finalmente, entender por qué la
notacion actual para potencias con exponentes no naturales es como es, y qué cuestiones
epistemoldgicas estan involucradas en estas decisiones.

Con la cuarta parte de esta secuencia se pretende que el profesor de matematicas se acerque
al proceso de razonamiento llevado a cabo por Napier y Blrgi para lograr que la relacion
entre los términos de las series aritmética y geométrica se constituya en una herramienta
que facilite los calculos. De esta forma, se puede llegar a comprender como se dio el
proceso que condujo al descubrimiento del logaritmo.

La ultima parte de esta secuencia busca, mediante el uso del applet 1, que el profesor de
matematicas identifique la forma particular de co-variacion que existe entre los términos de
una sucesion aritmética y geométrica. También, pretende que el profesor reconozca la
aritmética basica que rige el comportamiento exponencial, para que advierta posibles
riesgos y pueda dar solucion a las diferentes problematicas ambientales que afronta la
sociedad en la cual vive.

5.2. TAREA 2: AREA BAJO LA HIPERBOLA EQUILATERA Y SU
RELACION CON EL LOGARITMO NATURAL

Breve resefia histérica:

Para desarrollar esta tarea nos basamos en el planteamiento realizado por Lages (1996)
quien desarrolla una aproximacion geometrica de la relacion entre el area bajo la curva de
la hipérbola equilatera y el logaritmo natural de un numero, utilizando los métodos de
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cuadratura de esta area con poligonos rectangulares y trapezoidales para comprobar las
propiedades de los logaritmos. Sin embargo este enfoque, como lo reporta Maor (1994) se
fundamenta historicamente en los métodos de exhaucion planteados por Arquimedes en la
Grecia Antigua, para el célculo de los volimenes de ciertos cuerpos, expuestos en el
método de los indivisibles, por Cavalieri en 1635, en su obra Geometria Indivisible.
Posteriormente Fermat en 1640, logra la cuadratura para un conjunto de curvas dadas por la
ecuacion y = x™ . Para esto utiliza rectdngulos, ajustando sus anchos para que cada vez
sean mas pequefios y se acerquen mas al &rea bajo la curva. Para sumar las areas de los
rectangulos utiliza la sumatoria para una serie geomeétrica infinita y encuentra que el area

an+1

bajo este tipo de curvas se aproxima a A = — donde a es el punto a la derecha del

intervalo bajo la curva, y n es la potencia de la funcion. Aunque no logra la cuadratura para
la funcién que nos interesa y = 1/x, porque en O tiene una discontinuidad (o asintota
vertical), y ademas porque el exponente para x es -1, cuando se expresa como x~1 , de
manera que para n = —1 el denominador de la féormula se hace 0. Hasta 1647 es Saint
Vincent, quien nota que “... cuando n = —1, los rectdngulos utilizados para aproximar el
area bajo curva de la hipérbola equilatera tienen areas iguales, verifica ademas que mientras
la distancia entre los poligonos y el punto O crece geométricamente, las areas
correspondientes de los mismos crecen aritméticamente, y esto sigue siendo verdadero
incluso cuando se hace la transicién de rectangulos discretos a la hipérbola continua, esto
de hecho implica que la relacién entre el &rea y la distancia es logaritmica. Especificamente
si denotamos con A(t) el area bajo la hipérbola desde algn punto de referencia x > 0 (por
conveniencia escogemos 1) hasta un punto variable x =t , tenemos que A(t) = logt.”
(Maor, 1994, pp. 66-67). Sin embargo fue uno de los alumnos de Saint Vincent: A. de
Sarasa, quien escribi6 esta relacion de manera explicita, ver (Cajori, 1913, p. 12), siendo
uno de los primeros en utilizar el logaritmo como funcién logaritmica, utilizandola para
estudiar la covariacion entre dos fenémenos: el crecimiento de las areas de los poligonos
formados bajo la curva de la hipérbola equilatera y su relaciéon con la distancia de los
mismos al punto de referencia cero. Es decir no la utiliza solamente como artefacto de
computo numeérico, como se habia utilizado hasta ahora. De esta manera se logra realizar la
cuadratura de la hipérbola dos siglos después de que los griegos plantearan el problema.

Sin embargo es necesario responder al hecho de que si bien la formula A(t) = logt da el
area bajo la hipérbola (desde x = 1 hasta x = t), ¢se pueden hacer calculos numéricos asi
no haya alguna base implicada? De manera que para hacer que la formula funcione
debemos elegir la base que mejor corresponda a la relacion establecida entre la hipérbola
y = 1/x y su &rea bajo la curva, es decir una particular base “natural” que mejor
determine esta area numéricamente, y es la base e para nuestro propdsito de ilustrar esta
relacién.(Lages, 1996, Introduccién).

Segun Lages (1996) la definicion de los logaritmos desde el punto de vista geométrico
representa una gran ventaja sobre otras, en cuanto a la simplicidad conceptual y técnica.
Esto porque la definicion geométrica depende sdlo del concepto de area de una figura plana
y una propiedad fundamental como: L(xy) = L(x) + L(y) resultando del hecho de que el
area de un rectangulo no se altera cuando se multiplica su base por un nimero y se divide
su altura por el mismo namero. Ademas la definicion geométrica del numero e surge de
manera natural y los logaritmos que se definen de esa manera son los de base e. Por ultimo,
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desigualdades fundamentales como L (1 + x) < x son evidentes cuando L (1 + x) es
definido como un area. De esta desigualdad resulta por ejemplo, que para valores muy
grandes de x, el L(x) es insignificante antes de x. Otra ventaja de utilizar este método es

que “...las demostraciones se tornan mas simples y los conceptos mas intuitivos” (Lages,
1996, p. 10).

5.2.1. Métodos de aproximacion al &rea bajo la curva hipérbola equilatera

Objetivo: Mostrar la relacién entre el area bajo la curva de la hipérbola equilatera con la
funcion logaritmo natural en un intervalo dado, aprovechando las posibilidades de
exploracién que brinda un SGD (Software de geometria dindmica) como Geogebra.

Aporte al profesor de matematicas: El logaritmo de un nimero relacionado con el area
bajo la curva de la hipérbola equilatera es un buen ejemplo de desarrollo histérico y
conceptual dentro de las matematicas mismas, y es como lo plantea Cajori (1913) uno de
los aspectos que contribuyen a la consolidacion de la funcion logaritmica y exponencial
dentro del Calculo. Ademas de proporcionarle al profesor de matematicas una nueva
aproximacion al logaritmo, provee también otros significados del concepto y permite
establecer conexiones con otras ramas de las matematicas, como por ejemplo: la geometria,
la teoria de nameros, y el calculo infinitesimal. Este aspecto finalmente proporciona al
profesor de matematicas una herramienta conceptual y una nueva visién sobre estas
funciones, beneficiando su proceso de ensefianza, y de comprension de sus estudiantes.

5.2.1.1. Meétodo 1: Aproximacion del &rea bajo la hipérbola equilatera por
poligonos rectangulares

Esta Tarea consta de tres secciones, donde se desarrollan cada uno de los métodos de
aproximacion al area bajo la curva de la hipérbola equilatera: Una primera aproximacion
utilizando poligonos rectangulares, luego usando los trapecios y finalmente una seccién
donde se muestran algunas propiedades de los logaritmos, asi que se disefia esta secuencia
retomando el enfoque planteado en Lages (1996). De igual forma, cada una de estas
secciones estd dividida en dos partes: en la primera, se hace una descripcion de cada
método y en la segunda, con el uso de un applet, se desarrolla la Tarea a partir de una serie
de preguntas.

En relacién al porqué del uso del programa Geogebra en el disefio de la Tarea, podemos
decir que este permite al profesor una mayor interaccién con los sistemas de representacion,
como lo menciona (Moreno, 2002, p. 64) “... poner a su disposicion recursos que estimulen
la construccion de significados. EI medio funciona como un soporte para el establecimiento
de conexiones entre fragmentos de conocimiento”. Lo cual esta en concordancia con
nuestros objetivos de favorecer el CDC del profesor de matematicas

Descripcion del método:

Para el desarrollo de esta Tarea graficamos con Geogebra en el plano cartesiano la funcion
y = 1/x, asociando a cada numero real positivo x el numero y = 1/x. Siendo H el
subconjunto del plano constituido por los puntos de la forma (x,1/x), donde x > 0. En
simbolos: { (x,y); x > 0,y = 1/x}.

94



Geométricamente H es la rama de la hipérbola xy =1 que estd situada en el primer
cuadrante, es decir, un punto del plano (x,y) pertenece al conjunto H si y solosi, x >0y
x.y =1. Una region de la hipérbola se obtiene cuando fijamos dos numeros reales
positivos A, B, donde A < B, y tomamos una region del plano limitada por dos rectas
verticales x = Ay x = B, por el eje de las abscisas y por la hipérbola H.Por lo tanto la
region HY esta formada por los puntos (x, y) cuyas coordenadas cumplen simultaneamente
las condiciones: A < x < By0 <y <1/x.

A continuacion explicaremos como calculamos el area de una region HZ . Por medio de
puntos intermedios descomponemos el intervalo [A, B] en un ndmero finito de intervalos
yuxtapuestos. Con base en cada uno de los intervalos [c, d] de descomposicion (donde ¢ <
d) consideramos la altura de los rectangulos como 1/d. El vértice superior derecho de cada
uno de esos rectangulos toca a la hipérbola H. Esto es lo que llamaremos un rectangulo
inscrito en la region HZ . De modo que la reunion de estos rectangulos inscritos constituye
lo que llamamos un poligono rectangular inscrito en la region HY .

5.2.1.1.1. Ejemplo del area bajo la curva de la hipérbola equilatera por poligonos
rectangulares

Suma superior = 2.3107117417 b=10

Suma inferior = 2.2945119015 * b
Diferencia ss-si = 0.0161998402

Applet 2: Aproximacion por poligonos del area bajo lacurvay = 1/x

DESCRIPCION DEL APPLET 2: El punto A es fijo, el punto B (situado a la derecha del
punto A), se mueve con el deslizador b, los poligonos de color rojo representan la suma
superior, y los de color azul la suma inferior, el deslizador n varia el nimero de poligonos.
Los puntos rojos muestran la tendencia del area superior de los poligonos, y los azules
muestran la tendencia del area inferior de los poligonos.

De acuerdo con la informacion presentada en la seccion anterior y con base en el applet 2:
Aproximacion por puntos, se dan algunas indicaciones, cuyos valores deben ser registrados
en la tabla 1.
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1. Mueva el punto B (con el deslizador b) hasta (2,0), luego aumente el numero de
poligonos por medio del deslizador n, y observe hacia donde tiende la suma superior y
la suma inferior de los poligonos, marcados con los puntos rojos y azules
respectivamente.

2. Repita el procedimiento anterior, y ubique el deslizador en b = 3 que corresponde al
punto B(3,0), luego mueva el deslizador n. Observe hacia donde tiende la suma
superior y la suma inferior de los poligonos.

3. Repita el mismo procedimiento para b = 4,5,6,...10. ;qué observa con respecto a los
puntos hacia los que tiende la suma superior e inferior para cada uno de los valores de
b, a medida que aumenta el valor al deslizador n?

4. Registre los valores aproximados hacia los que tiende las sumas superior e inferior de
los poligonos para cada uno de los valores de b.

b Suma Superior Suma Inferior Promedio

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Tabla 1. Aproximacion de area superior e inferior por el método de poligonos

Observando la tendencia de los puntos para las areas superiores e inferiores de los
poligonos mostrados por el applet 2 ;En qué punto coincidiran las sumas superiores e
inferiores para cada valor de b?

5.

¢ Qué relacidn encuentra entre el valor que toma b y el punto hacia el cual tiende el area
superior e inferior de los poligonos?

Trace una linea o curva que permite unir los puntos de tendencia de las sumas
superiores e inferiores de los poligonos para cada uno de los valores de b.
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7. ¢Qué forma describe esta linea o curva? ¢Tiene alguna similitud con alguna funcion
conocida?

5.2.1.1.2. Aproximacion por poligonos con rastro

DESCRIPCION APPLET 3: Al igual que en el applet 2, en este applet el punto A es fijo, el
punto B (situado a la derecha del punto A), se mueve con el deslizador b, y las particiones o
poligonos rectangulares de color rojo representan la suma supe