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1.Descripcion

Este trabajo presenta un andlisis de informacion de documentos de la literatura en Educacion Matematica,
consistente en un aporte, analizado a la luz de la teoria del Conocimiento Didactico de Contenido, de los
conocimientos con respecto a la representacion gréafica de la funcion logaritmica vista desde su desarrollo
histérico, que deberian integrar el conocimiento del profesor en formacién. Con el objetivo que sea un
compendio de conocimientos y elementos que permita que el profesor no solo apropiarse del objeto
matematico, sino también proponer actividades para el aula fundamentadas en la caracterizacion que se
hace de las construcciones de la representacion grafica de la funcion logaritmica, contenida en los
documentos, a través los mecanismos de construccion y las construcciones mentales, propuestas en la
teoria APOS,

2.Fuentes

Se consultaron varios documentos, dentro de estos, 8 tesis y 1 libro y mas de 11 publicaciones. A

continuacién se mencionan 16 de las fuentes mas relevantes:
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3.Contenidos

El documento esta organizado en tres capitulos y previos a ellos se encuentra la descripcién del contexto
general del estudio. En esta primera seccion se contextualiza y ubica la investigacion dentro del marco del
Conocimiento Didactico del Contenido concerniente a la representacion grafica de la funcién logaritmica,

ademas se propone la pregunta, objetivos y metodologia de la investigacion.

En el capitulo 1, se presentan los referentes tedricos en los cuales se sustenta el estudio; este se encuentra
dividido en cuatro secciones. En primer lugar, se tiene la Teoria del Conocimiento Didactico del Contenido
(CDC), seguido de la Teoria de Construccién del Conocimiento APOS: Accién, Proceso, Objeto y Esquema;
las dos ultimas secciones de este capitulo se concentran en el objeto matematico, iniciando por la explicacion
del concepto de logaritmo a través de la relacion entre una progresion geometria y otra aritmética, posterior
a eso se encuentra una descripcion del desarrollo histérico del objeto representacion gréfica de la funcion

logaritmica.

El Capitulo 2 esta dedicado a describir la metodologia empleada en la investigacion. Se resalta la intencion
de realizar un andlisis de informacion, centrado en las fases de definicion y limitacién, blsqueda y
clasificacion de documentos y desarrollo del andlisis; se expone el tratamiento que se le dio al conjunto de

datos que se tomaron como unidades de analisis y el planteamiento de las categorias de analisis.

El Capitulo 3 presenta el andlisis, considerando la informacion obtenida de los documentos, del marco de
referencia y de las categorias de andlisis; e inmerso en este se expone una caracterizacion de las

construcciones propuestas por los autores de los documentos a través de la teoria de comprensién APOS.

El Capitulo 4. Esta dedicado a las conclusiones y proyeccion del trabajo.

4. Metodologia

El estudio estd enmarcado en una dimensién de investigacion cualitativa y desde ahi, se hace una analisis
de informacién, como técnica directa de recoleccion de informacién; esta metodologia es un proceso
mediante el cual se definen las necesidades del estudio, se busca la informacion, validando las fuentes, se
procesa la informacion, se procesa la informacién y se realiza el andlisis integrando el contenido de la

informacion con los referentes del estudio y por Ultimo se presentan los resultados.

Vii
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El proceso se desarrolla en tres fases que son: definicion y limitacién, blsqueda y clasificacion de los

documentos, y finalmente el desarrollo del andlisis.

La busqueda de los documentos, se realiz6 mirando aquellos que evidenciaran un andlisis, propuesta o
contenido respecto al concepto de logaritmo o funcion logaritmica, en los cuales se considerd que se puede
encontrar evidencia de la construccién de la representacion grafica de la funcién logaritmica, basada en su
desarrollo histérico. La limitacion radica en que fueran documentos enmarcados en la Educacion

Matematica, se clasificaron de acuerdo a categorias propuestas y se realizé a través del software Atlas.ti.

5.Conclusiones

El desarrollo de esta investigacion, permitié obtener una red de conocimientos desde una caracterizacion
de la informacién contenida en los documentos analizados y el empalme con los conocimientos reconocidos
desde la teoria del conocimiento didactico de contenido. Los elementos especificos de la representacién
gréfica de la funcién logaritmica identificados en cada categoria de analisis constituyen un sistema de
andlisis que permite poner en evidencia (en este caso desde la literatura en Educaciéon Matematica) un
conjunto de conocimientos propuestos para integrar el conocimiento didactico de contenido del profesor de

matematicas en formacion.

El sistema puede trasladarse y complementarse, como un mecanismo de caracterizacion de los
conocimientos que deban poseer los profesores respecto a otros conceptos y objetos matematicos vistos
desde su desarrollo historico, lo anterior propenderia por (1) el conocimiento por el desarrollo histérico de
un concepto, (2) pero no solo a nivel de conocer sino de herramienta para proponer actividades de aula

desde el mismo desarrollo.

Elaborado por: Castafieda Cortés, Maureen Eliana; Novoa Olaya, José Eduardo.

Revisado por: Carranza Vargas, Edwin Alfredo.

Fecha de elaboracién del
Resumen:
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CONTEXTO GENERAL DEL ESTUDIO

En este capitulo planteamos y describimos el problema de investigacion. El punto de partida
son las motivaciones personales y profesionales, seguido del acercamiento al estudio desde
los antecedentes tedricos que nos permiten circunscribir este trabajo en el marco del
conocimiento didactico del contenido concerniente a la representacién grafica de la funcién
logaritmica. Para ello recurrimos a una revisién de literatura del concepto, desde su génesis

histérica. Finalizamos el capitulo, con la pregunta de investigacién y los objetivos.

MOTIVACION Y APROXIMACION AL PROBLEMA

En el marco del programa de Maestria en Docencia de las Matematicas, y en particular en
el seminario de innovacidn e investigacion, se decididé unir intereses personales para forjar
un proyecto que aporte a la formacién profesional del docente de matemadticas.
Inicialmente son tres los incentivos, que desde la formacion profesional nos inquietan. El
primero de ellos estd dado por la necesidad de indagar en los conocimientos de y para la
formacién de los docentes, el segundo interés corresponde a la forma en que un concepto
se ha desarrollado histéricamente; y finalmente el tercer elemento, estd dado por el objeto
matematico a estudiar, este se propone a partir de nuestros conocimientos tedricos, la

experiencia en la practica docente y con la ayuda de la investigadora Jeannette Vargas H.,
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quien sugiere que ella tiene un proyecto de investigacion! que estudia la funcién logaritmica
y por lo tanto se puede centrar el foco de esta investigacion en la representacién grafica de

dicha funcién desde la génesis historica .

La importancia de las funciones en la modelacién de los fendmenos y especialmente la
aplicabilidad de la funcién logaritmica a un gran niumero de ellos han llevado a un auge de
investigaciones en Educacién matemadtica sobre los procesos de aprendizaje de los
estudiantes respecto al logaritmo y su funcién (Vargas, Pérez, & Gonzdlez, 2011). Estas
investigaciones evidencian problemas que se presentan en la ensefianza de los logaritmos
y la funcidn logaritmica, y dificultades de los estudiantes para su comprensién. Como un
aporte a dichas investigaciones, en este trabajo, se pretende utilizar algunas de las
publicaciones existentes en Educacion Matematica (EM) para identificar elementos que
facilitarian una visién y conocimiento mds amplio al profesor sobre cémo ensefar la
construccion grafica de la funcidn logaritmica y cémo el mismo, en su formacion puede dar
un significado diferente y mas completo al logaritmo y a la funciéon logaritmica, partiendo

de elementos histéricos para la comprensién de dichos conceptos matematicos.

Estudios como el de Ferrari (2001) evidencian la problemdtica que presentan los
estudiantes a la hora de comprender y apropiarse de la nocién de logaritmo y la funcidn
logaritmica, debido en gran parte a la manipulacion errédnea de los mismos, por lo cual se

sugiere estrategias de ensefianza que retomen el desarrollo histérico y la naturaleza del

! Proyecto Historia y Epistemologia de la funcidn logaritmica; conceptualizacién y marco tedrico para la
ensefianza de la funcion logaritmica. GRUPO BIOMA de la Universidad Colegio Mayor de Cundinamarca.
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concepto en su ensefianza, puesto que la forma actual de abordarlos genera una dislexia
entre los logaritmos en su forma operativa y su concepcién como funcién (Ferrari, 2001, p.

43).

Por otra parte, los libros de texto donde se trata la funcién logaritmica muestran una
tendencia a abordarla a partir de su expresion algebraica, como duplas en una tabla, como
una funcidn inversa o a partir del teorema fundamental del calculo. Todas estas formas de
aproximacion no cuentan con elementos suficientes que permitan comprender y asimilar la
construccion de la funcion logaritmo llevandonos a aceptar que es indispensable conocer
la expresidn algebraica para construir la grafica de una funcidn, hecho que se reafirma con

las actividades que se proponen para explorar la funcién (Ferrari & Farfan, 2008).

A partir del conocimiento de estudios como los mencionados, se consideré importante en
esta investigacion revisar la bibliografia existente en cuanto a la construccion grafica de la
funcién logaritmica y tomar de ella aquellos casos que presentan una propuesta de
ensefianza diferente a la tradicional; que se basa en las expresiones algebraicas. De tal
forma que pueda permitir a los docentes comprenderla y potencialmente contribuir a
solucionar en parte, los problemas que los estudiantes presentan en la comprension de la

funcién logaritmo y su naturaleza.

Se pretende realizar un aporte y se considera que es importante que estos andlisis sean
conocidos por los docentes en formacién como alternativa en el abordaje de los logaritmos

y profundizacion en la comprension de la funcién logaritmica y posible aplicacion en sus
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estrategias de ensefianza. En este sentido es significativo que el profesor en su formaciény
durante su practica docente, se pregunte por las diferentes maneras de lograr que los
estudiantes se aproximen a la comprensién de un objeto matematico, por lo cual es
conveniente que cuente con material que le permita referenciar, analizar y aplicar
diferentes maneras de abordar un concepto, con base en las diferentes teorias del
aprendizaje. “Si se considera como tarea del profesor, por excelencia, el acercar a sus
estudiantes al estudio de una ciencia, se deben propiciar actividades de estudio que ayuden
a los estudiantes a hacer conexiones entre ideas y descubrir sus interrelaciones ldgicas.
Esto, puede hacer mas plausible contextualizar la ensefianza de las matematicas mediante
la presentacidn de un concepto en donde se exploran respuestas a preguntas tales como
éide dénde vino?, équién, por qué y cédmo alguien pudo mencionar esto? (Vargas et al.,
2011). Esto sugiere la necesidad de que el profesor conozca la historia de un concepto

matematico y posibles estrategias de ensefianza que involucren elementos de la misma.

Es importante reconocer que las contribuciones de los investigadores en EM al docente,
pueden darse bajo criterios diferentes, regidos desde perspectivas socioculturales,
epistemoldgicas, cognitivas, entre otras; pero como iniciativa autores como Nava, M. y

Reyes, A. (2009, p. 128) reconocen que:

“La falta del conocimiento de la materia a impartir constituye la principal dificultad
para que los profesores se impliquen en actividades innovadoras; esto se
complementa considerando que un buen conocimiento de la materia para un

docente supone también, entre otros aspectos: Estar al corriente de la historia de
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las ciencias, no sélo como cultura cientifica general, sino, como una forma de asociar
los conocimientos cientificos con los problemas que originaron su construccién. Asi
se pueden comprender también cuales fueron las dificultades y los obstaculos
epistemoldgicos que hubo que superar, lo que constituye una ayuda imprescindible
para entender las dificultades de los estudiantes. Ser consciente de las estrategias
empleadas en la construccion de los conocimientos. Conocer las interacciones
Ciencia, Tecnologia y Sociedad asociadas a la construccion de saberes. Tener algin
conocimiento de los desarrollos cientificos recientes y sus perspectivas. Adquirir

conocimientos de otras disciplinas relacionadas”. (Nava & Reyes, 2009, p. 128)

Teniendo en cuenta lo planteado por estos autores y la experiencia propia en el desempefio
docente, se reconoce la ausencia de material estructurado de la perspectiva histérica de la
construccidn de los conceptos matematicos que muestren al estudiante la cercania de los
conceptos matematicos con contextos socioculturales y generen un mayor interés hacia el
aprendizaje de la matematica. Por ello el trabajo pretende indagar al interior de algunas
propuestas de ensefianza que involucren el desarrollo histérico del concepto de funcidn
logaritmica, especificamente en su representacion gréfica, de tal manera que los profesores
en formacion puedan consultar este analisis, estudiarlo y determinar si las involucran en sus

practicas.

Este ejercicio investigativo, pretende ir mas alld de la mera exposicion y descripcion de las
propuestas de ensefianza mencionadas anteriormente. A partir del conocimiento de varias

teorias de ensefianza y aprendizaje, durante los estudios de pregrado y especializacion,
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nace el interés e inclinacion por la teoria Conocimiento Didactico del Contenido (CDC), que
presenta un andlisis de los elementos que la formacién de un docente deberia involucrar.
Adicional a ello también se encuentra la teoria APOS, como herramienta que permite
determinar en alguna forma, cdmo los individuos aprenden matematicas. Al respecto Asiala
et al., (1996 citado en Vargas, 2012) afirma que una forma de entender la construccion del
conocimiento matematico en el aula es a través del modelo APOS que considera distintas
maneras de conocer los conceptos matematicos y diferentes mecanismos de construccion

de éstos.

Por lo expuesto en los pdarrafos anteriores la intencién del trabajo, consiste en realizar un
aporte, analizando a la luz de la teoria del CDC, qué elementos con respecto a la
representacion grafica de la funcién logaritmica es posible que hagan parte del
conocimiento del profesor, y por otra parte, cdmo estas propuestas de aproximacién a la
representacion grafica de la funcidn logaritmica; que involucran su desarrollo histérico, se
pueden caracterizar a través los mecanismos de construccién y las construcciones mentales,
propuestas en la teoria APOS, con la opcidn de que sea un conocimiento que permita que
el profesor no solo apropiarse del objeto matematico, sino la propuesta de actividades para

el aula fundamentadas en esta caracterizacion.

10



Contexto General del Estudio

PREGUNTA Y OBJETIVOS DE INVESTIGACION

Pregunta:

¢Qué del desarrollo de las construcciones de la representacidon grafica de la funcion
logaritmica propuestas con elementos de su desarrollo histdrico, potencia un proceso de la

comprensién y, es necesario integrarlo al conocimiento didactico del contenido?

Objetivo general:

Constituir a la luz de la teoria del CDC un compendio de elementos propuestos para hacer
parte del conocimiento del profesor, en lo concerniente al desarrollo histérico de la
representacion grafica de la funcién logaritmica y caracterizar la construccién de dicho

objeto de acuerdo con las formas de conocer planteadas en la teoria APOS.

Objetivos especificos:

e Sistematizar un analisis de informacion a partir de la literatura existente en
Educacion Matemadtica en lo concerniente a la construccién de la representacién
grafica de la funcién logaritmica asociado a su desarrollo histérico; la relacion entre
una progresion geometria y una progresion aritmética.

e Caracterizar las construcciones de la representaciéon grafica de la funcion
logaritmica, desde las formas de conocer accién, proceso y objeto que pueden
potenciar el estudio de dichas construcciones.

e Organizar un compendio de elementos, que se propone como parte del

conocimiento didactico del contenido de los profesores de matematicas.

11
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ORGANIZACION DEL TRABAJO

El documento estd organizado en tres capitulos y previos a ellos se encuentra la descripciéon
del contexto general del estudio, en esta seccidn se contextualiza y ubica la investigacidon
dentro del marco del conocimiento didactico del contenido concerniente a la
representacion grafica de la funcidn logaritmica, ademas se propone la pregunta, objetivos

y metodologia de la investigacion.

En el capitulo 1, se presentan los referentes tedricos en los cuales se sustenta el estudio, se
encuentra dividido en cuatro secciones. En primer lugar, se tiene la Teoria del Conocimiento
Didactico del Contenido (CDC), y en ella los elementos extraidos de esta teoria que permiten
identificar un conjunto de componentes que se consideran fundamento para hacer parte

del conocimiento del profesor de matematicas.

El segundo referente, es la Teoria de Construccién del Conocimiento APOS: Accidn, Proceso,
Objeto y Esquema, que es la teoria que permite caracterizar las construcciones de la

representacion grafica de la funcion logaritmica, propuestas en los documentos analizados.

Como tercer referente se presenta el concepto de logaritmo como la relaciéon entre una
progresion aritmética y una geométrica, esta explicacidn se expone basada en el contenido

de uno de los documentos encontrados en la etapa de busque da y clasificacion.

Finalizando el capitulo y como cuarto referente, se describe el desarrollo histérico del

objeto representacion grafica de la funcidn logaritmica, realizando una descripcién de los

12
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hechos que los investigadores en EM resaltan como parte del desarrollo histérico del

objeto.

El Capitulo 2 estd dedicado a describir la metodologia empleada en la investigacidn. Se
resalta la intencién de realizar un analisis de informaciéon, centrado en las fases de
definicién y limitacién, busqueda y clasificacién de documentos y desarrollo del analisis; se
expone el tratamiento que se le dio al conjunto de datos que se tomaron como unidades

de andlisis y el planteamiento de las categorias de andlisis.

El Capitulo 3 presenta el analisis, considerando la informacion obtenida de los documentos,
del marco de referencia y de las categorias de analisis; se divide en dos secciones y se
comienza por presentar cudles fueron los documentos seleccionados y cdmo quedaron
catalogados; en la segunda parte se muestran las redes resultantes del andlisis de los dos
documentos de acuerdo con las categorias propuestas a través de los elementos de la
teoria del CDC, e inmerso en este se expone una caracterizacion de la construcciones

propuestas por los autores de los documentos a través de la teoria de comprensién APOS.

El Capitulo 4. Esta dedicado a las conclusiones y proyeccién de la investigacion.

13
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1. CAPITULO 1. REFERENTES TEORICOS

El contenido que se expone en este capitulo, tiene el propdsito de contextualizar y describir
brevemente la teoria en la cual se fundamenta esta investigacién. Se encuentra dividido en
cuatro partes y en cada una de ellas se describen los referentes que se consideran para el
desarrollo de este andlisis, el cual se enfoca en publicaciones concernientes a propuestas
de construccion de la representacion grafica de la funcién logaritmica a partir de elementos

de su desarrollo histérico.

En primer lugar, se tiene la Teoria del Conocimiento Didactico del Contenido (CDC) cuyo
iniciador es Lee Shulman (1986), quien la propone con el fin de darle un valor adecuado al
conocimiento que debe tener el profesor para la ensefianza; integrando en ella el

conocimiento del contenido disciplinar con el conocimiento pedagdgico.

Los elementos extraidos de esta teoria permiten identificar un conjunto de componentes
gue se consideran fundamento para hacer parte del conocimiento del profesor de

matematicas.

El segundo referente, es la Teoria de Construccidn del Conocimiento APOS: Accién, Proceso,
Objeto y Esquema, desarrollada por Ed Dubinsky (2000), la cual trata de dar una explicacién
a como en la mente del sujeto se desarrolla la comprensiéon de un concepto; esta teoria

permite caracterizar las construcciones de la representacion grafica de la funcidn

14
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logaritmica, propuestas en los documentos analizados, desde las formas de conocer accién,

proceso, objeto.

Como tercer referente se presenta el concepto de logaritmo como la relacidn entre una
progresion aritmética y una geométrica, esta explicacién se expone basada en el contenido
del documento publicado por Gonzalez, M., & Vargas, J. (2007). Segmentos de la historia :
la funcion logaritmica. Matemdticas: Ensefianza Universitaria: Universidad Del Valle., XV
(002), 129-144, y con el fin de exponer matematicamente la definicion del concepto de

logaritmo.

Finalizando el capitulo y como tercer referente, se describe a través de los documentos
revisados, el desarrollo histérico del objeto representacion grafica de la funcién logaritmica,
realizando una descripcién de los hechos que los investigadores en EM resaltan como parte

del desarrollo histérico del objeto.

1.1. TEORIA DEL CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

La perspectiva tedrica de Conocimiento Didactico del Contenido (CDC) la plantea Lee
Shulman en la década de los 80°s y ha evolucionado gracias a la importancia e implicaciones
gue tiene en la formacién de profesores y en las investigaciones, particularmente en la
Educacién Matematica (EM) (Pinto, 2010); dicha evolucién, le ha dado espacio a varias

interpretaciones, adaptaciones, investigaciones y componentes de esta teoria.
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Jesus Pinto (2010) en su tesis doctoral, presenta una resefia de cdmo ha evolucionado el
concepto CDC, desde que lo plantea Lee Shulman hasta el 2010, evidenciando el desarrollo

de este constructo tedrico, sus concepciones, caracteristicas y componentes.

Por lo anterior, lo presentado en este apartado se apoya en el contenido de la citada tesis
de Pinto, con el fin de tener una mirada mds amplia de la teoria, permitiendo describir el

CDC que el profesor deberia tener para la ensefianza de un concepto.

En lo que sigue, la intencién es exponer cémo se entendera en esta investigacién la
nocion CDC; las categorias y componentes que funcionan como organizadores de los
elementos a proponer para hacer parte del CDC del profesor. Resulta importante en este
punto aclarar que para efectos del desarrollo de este trabajo no se hara uso de todos los

componentes que Pinto (2010) propone.

1.1.1. Nocion de Conocimiento Didactico del contenido

Entendiendo el CDC, como el conocimiento que el profesor debe poseer para la ensefianza
de un concepto; éste vincula los elementos que intervienen en el proceso de ensenanza,
gue no consisten simplemente en el conocimiento del contenido disciplinar matematico,
sino que va mas alld, ya que debe abarcar los aspectos del contenido mas relevantes y
necesarios para su escolaridad (Pinto, 2010); por ejemplo: el conocimiento de estrategias
de ensefianza, el conocimiento del curriculo, el conocimiento de los alumnos y sus

caracteristicas, entre otras.

16
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Los significados del CDC, se pueden constituir de distintas maneras, que pueden
ser, a partir de los resultados de investigaciones, de las implicaciones o relaciones
obtenidas en los diferentes analisis hechos por investigadores. Para comenzar, Shulman

(1993, p. 56 citade en Pinto, 2010, p. 13) lo caracteriza asi:

“1. el CDC es una forma de comprender o conocer lo que los profesores poseen (o
deberian poseer) que distingue su pensamiento y razonamiento de las meras
caracteristicas de un experto en la materia en cuestion, siendo éste un ejemplo de
“sabiduria de los practicantes”, con lo cual diferencia al matematico y al educador,

del profesor de matematicas,

2. el CDC es una parte del conocimiento base para la ensefanza, un cuerpo de
conocimientos, habilidades y -para algunos- una disposicion, que distingue a la
ensefianza como una profesién y que incluye aspectos como técnicas racionales y
capacidades de juicio, improvisacion e intuicién; lo que Schén (1983) denomind
como “reflexidon-en-la-accion” y “reflexidn-sobre-la-accién”, con lo cual justifica su
naturaleza, su interrelacidon con otros dominios de conocimiento y su metodologia

para la formacion, y

3. el CDC es un proceso de razonamiento pedagdgico y accidn a través del cual los
profesores crean sus conocimientos cuando se enfrentan a problemas de ensefanza
en contextos particulares, expresando sus planes y corrigiendo espontaneamente

incluso improvisando ante los inevitables momentos impredecibles que surgen de

17
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la ensefianza, con lo cual estos profesores desarrollan nuevos conocimientos,

intuiciones y disposiciones.” (Shulman, 1993, p. 56 citado en Pinto, 2010, p. 13)

Mientras que Pinto (2010) en su investigacidn, agrupa las conceptualizaciones derivadas de

las investigaciones y de su evolucion en cuatro categorias de la siguiente manera:

“(1) el CDC es contextualizado, tanto con base en la naturaleza del contenido de la
asignatura, como de la instruccidn; (2) consiste en la transformacién, transferencia
o transposicion didactica del contenido para la ensefanza (o al dmbito escolar), (3)
es diferente al conocimiento de la materia y no es una simple conjuncién o mezcla
de pedagogia y contenido ni tampoco un modelo Unico de desarrollo, por lo cual
requiere de caracteristicas especiales para su formacidon y estudio con los
profesores; y (4) para la formacién de los profesores, se requiere la reflexion y
aplicacion sobre la accidn, la integracion de psicologia y contenido, la investigaciéon
en diddctica de la disciplina y el estudio de los diferentes modos de representar el
contenido a ensefiar. Caracteristicas que explican con mayor profundidad y que

amplian la comprensidn del significado del CDC.” (Pinto, 2010, p. 12)

Para el caso de la presente investigacion vamos a entender que la teoria del CDC es
contextualizada, con base en la naturaleza de un contenido de la asignatura, asi mismo esta
teoria permite reconocer bajo sus componentes, lo que los profesores poseen y deberian
poseer para la ensefianza de un concepto. Esta nocidn admite un proceso de razonamiento

a través del cual los profesores sean conscientes de las formas de ensefianza de un
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concepto, su interrelacidon con otros dominios de conocimiento y su metodologia para la

formacién de profesores.

Es importante precisar que esta investigacidon se enmarca en las implicaciones relacionadas
con la formacién inicial y permanente del profesor. Desarrollando sélo algunos aspectos y

componentes del CDC.

1.1.2. Componentes del Conocimiento Didactico del Contenido

Para el propdsito de este trabajo se tratardn las tres categorias que Shulman propone y que
Pinto (2010) denomina como: “Conocimiento del contenido matematico a ensefiar,
Conocimiento de las estrategias y representaciones instruccionales y Conocimiento de los
procesos de aprendizaje del alumno sobre el contenido a ensenar” (Pinto, 2010, p. 20).
Tanto las categorias como los componentes de cada una de ellas se conceptualizan de
acuerdo con: las consideraciones hechas por investigadores y que Pinto (2010) resume en
su trabajo, y con las contemplaciones propias del desarrollo de este ejercicio investigativo,
como el uso de sélo algunos componentes de las categorias que plantea Pinto (2010),

aquellos considerados como pertinentes para elaboracion de esta investigacién.

1.1.2.1. Conocimiento del contenido matemadtico a ensefiar

Hace referencia a los contenidos especificos de la materia, que le permita incrementar la
capacidad de efectuar actividades diferentes en el aula, asi como también justificar la

ensefanza y aprendizaje de un tépico.
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En este sentido Pinto (2010, p. 23) agrupa en tres grandes conocimientos los componentes

de esta categoria

a)

Conocimiento sobre la actividad matemdtica general: el cual comprende tdpicos
como el conocimiento de la historia de la disciplina, la naturaleza de las explicaciones,
la heuristica y de los valores histérico-filoséficos, el conocimiento de las diferentes
posturas o escuelas filoséficas en relacidon a cdmo se crea y se construye el saber
cientifico basico, los cambios en las nociones o conceptos y los principales problemas
presentes en la evolucién del mismo, entre otros.

Conocimiento por tdpico especifico matemdtico: del cual hacen parte, entre otros, el
conocimiento conceptual y procedimental del concepto, las caracteristicas
esenciales, la comprension de los conceptos en diferentes representaciones,
trasladar y formar conexiones entre estos, el conocimiento de las caracteristicas y
propiedades relevantes del concepto y la relacidn con otros conceptos. Asi mismo las
formas alternativas de aproximacidn, consistente en la familiarizacion con las
principales alternativas de aproximacién del concepto, sus usos en las diferentes
ramas de la matematica, en otras disciplinas y en la vida diaria, asi como el estudio
de posibles adecuaciones de estas aproximaciones a ciertas situaciones.
Conocimiento sobre el curriculo matemadtico: este incluye conocimientos como, el de
las justificaciones para aprender un tema dado, las ideas importantes para ensefiarlo
y los prerrequisitos de conocimiento para efectuar su ensefianza; comprender qué

es lo que los alumnos necesitan aprender, cémo son los procesos, conceptos del
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curriculo, la capacidad y esfuerzo del estudiante, formas intuitivas de representacién

y otros.
1.1.2.2. Conocimiento de las estrategias y representaciones instruccionales de

las matemadticas

Como ya se ha manifestado anteriormente, los profesores ademas de saber y comprender
el contenido de su materia, también deben saber cémo ensefarlo, en tanto, no es
suficiente con conocer y comprender el contenido de un tépico, sino también el cémo
ensefar ese contenido de forma efectiva, y esto incluye: el cbmo organizar, secuenciar y
presentar el contenido; para ello, se debe tener un conocimiento pedagdgico (de métodos
de ensefanza y aprendizaje) adaptado al contexto especifico de la materia, es decir, el

conocimiento de la didactica especifica (Pinto, 2010).

Los elementos de esta categoria Jesus Pinto (2010, p. 30) los clasifica en tres amplios

componentes que son:

a) Conocimientos sobre las representaciones instruccionales: este incluye entre otros, el
conocimiento y comprensién de las representacion de un contenido especifico de sus
relaciones, los fundamentos, los multiples recursos instruccionales especificos para la
disciplina; que conduzcan a rutinas, estrategias, métodos, técnicas instruccionales
puntualizadas del contenido matematico.

b) Conocimiento de los materiales curriculares: se reconoce como el conocimiento de los

materiales para la instruccidon (textos, materiales, software, calculadora, etc.), y del
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tratamiento y evaluacion de ellos como seleccion adecuada para la enseifanza vy
aprendizaje de un tdpico.

c) Conocimiento sobre el curriculo matemdtico: Este componente recoge los elementos
sobre el conocimiento de la planificacion de la ensefianza de un contenido, que incluye
el disefio, evaluacién, modificaciones de programas, las caracteristicas de un curriculo,
el reconocimiento de un curriculo en otras disciplinas y el disefio e implementacion de

nuevos materiales en la materia.

1.1.2.3. Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante sobre el

contenido matemadtico

Esta categoria consiste en el conocimiento que el profesor posee sobre errores, creencias y
concepciones de los estudiantes, los procesos de aprendizaje de los estudiantes, en
particular los procesos de comprensidn del concepto y las formas de justificacién; conocer
las formas mds adecuadas y correctas en que la mayoria de los estudiantes comprende un
tdépico, conocer los conocimientos particulares de los estudiantes a partir del estudio y

observacion de su desarrollo y desempeno en el aula.

Los componentes que Pinto (2010, p. 35) describe en esta categoria, se exponen a

continuacion:

a) Conocimiento del proceso cognitivo del estudiante de matemdticas: Este vincula los
conocimientos sobre las necesidades y conocimientos particulares del estudiante de
matematicas, los procesos de aprendizaje de los estudiantes y el conocimiento de

las creencias y concepciones inadecuadas comunes para los estudiantes.
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b) Conocimiento del diagndstico del proceso cognitivo del estudiante: Este se describe
como el conocimiento de las técnicas de medicidn y diagndstico de las concepciones

de un estudiante.

c) Conocimiento de estrategias instruccionales: Este componente se especifica para el
conocimiento de las estrategias determinadas para corregir las creencias vy
concepciones inadecuadas, también, los errores y dificultades; y las estrategias de

aprendizaje de los estudiantes.

1.2. LA TEORIA DE CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO APOS.

El desarrollo de la teoria APOS (Accidn-Proceso-Objeto-Esquema), surge en la investigaciéon
en Educacion Matematica a partir de la propuesta de Piaget sobre el proceso de abstraccion
reflexiva, siendo la clave de la construccion de los conceptos l6gico-matematicos. Dubinsky
plantea este modelo de desarrollo de la comprension (la teoria APOS), basado en el proceso
de abstraccidn reflexiva, en el que consideran tanto los mecanismos de construccién como

las diferentes formas de conocer un concepto; accion, proceso, objeto y esquema.

Esta teoria de aprendizaje, considera que el conocimiento matematico de un individuo “es
su tendencia a responder ante situaciones matematicas problematicas reflexionando sobre
ellas; construyendo y reconstruyendo acciones, procesos y objetos matematicos y
organizdndolos en esquemas con el fin de manejar las situaciones” (Dubinsky, 1996, p.32

citado en Vargas, 2012, p. 34).
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Para describir lo que en esta investigacidon se va a entender por APOS, es importante tener
claro que es un modelo de desarrollo de la comprensiéon y que de esta manera estara
definido para ello, en tanto esta teoria serd un medio de caracterizacion del desarrollo de
la comprension, el cual “comienza con la manipulacién de los objetos fisicos o0 mentales
previamente construidos para formar acciones; las acciones se interiorizan para formar
procesos que se encapsulan para formar objetos; los objetos se pueden volver a
desencapsular hacia el proceso desde el cual se formaron. Finalmente, las acciones, los
procesos y los objetos se pueden organizar en esquemas” (Asiala et al., 1996, p. 8 citado en

Meel, 2003, p. 243).

1.2.1. Formas de conocer Accidn, Proceso y Objeto

Accion: una accion “se equipara con cualquier operacién mental o fisica repetible que
transforma de alguna manera un objeto fisico o mental. Como resultado, las acciones
tienden a ser algoritmicas por naturaleza y en forma externa” (Clark et al., 1997 citado en
Meel, 2003, p. 244), estas se dan como reaccidn a estimulos externos que indican los pasos

a realizar.

Ademas, son el inicio para lograr comprension de un concepto, y en definitiva no se pueden
excluir del modelo de desarrollo de la comprensién, debido a que las acciones se realizan

en objetos matematicos dentro del ambito de la experiencia del estudiante.
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Conforme una accién se repite de manera manual o mental y no es estimulada
externamente, se dice que la accidn se interioriza, volviéndose una construccion interna

llamada proceso.

Proceso: Un proceso es considerado, como una actividad interna y completamente
controlada por el sujeto. “El logro de esta concepcidn de proceso indica que el estudiante
puede reflejar el proceso, describirlo e incluso revertir los pasos de transformacion sin
requerir el estimulo externo” (Meel, 2003, p. 245). La interiorizacion de la accion le permite
al sujeto ser consciente de esta y reflexionar sobre ella; también puede coordinar dos o mas
procesos permitiéndole construir un nuevo proceso o un objeto. Cuando el estudiante
puede reflejarse en un proceso y transformarlo por medio de una accién, el proceso se

considera como encapsulado para convertirse en un objeto.

Seguramente, al estudiante le va a resultar necesario encontrar elementos de un nuevo
tema y/o reconocerlos en las construcciones anteriormente hechas, para que le permitan
la aplicacion de otros procesos y objetos en un contexto distinto; de igual manera, en
ocasiones le va a tocar realizar la composicion de procesos aparentemente no relacionados

para crear una estructura mas compleja (Meel, 2003).

Objeto: cuando el sujeto puede efectuar transformaciones sobre el proceso, y realizar
reflexiones mas generales se dice que el proceso estd encapsulado y se convierte en Objeto.
“Una vez encapsulado, el objeto existe en la mente del individuo y necesita la asignacion de
una etiqueta para el objeto (Duninsky et al, 1994 citade en Meel, 2003, p. 245). La etiqueta

resultante permite al estudiante nombrar el objeto y conectar dicho nombre con el proceso
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a partir del cual se construyd el objeto perseguido; esta visién dual del objeto resulta
esencial debido a que el estudiante necesita ser capaz de desencapsular un objeto y
regresar al proceso en una forma anterior a su encapsulamiento. El desencapsulamiento
permite al estudiante utilizar las propiedades inherentes al objeto para realizar nuevas

manipulaciones a partir de él” (Meel, 2003, p. 245).

En el caso de la forma de conocer esquema, no serd evaluada en este estudio ya que esta
se define como una coleccion que puede ser mas o menos coherente, y que el estudiante
la utiliza para organizarse, comprender y crear un sentido del fendbmeno o concepto
observados. Ademds un esquema contiene generalmente otros esquemas subordinados
para abarcar varios puntos de un dominio particular; con el fin de ser utilizados para
resolver una situacidon problematica de esta manera se tendria que mirar el concepto
funcién logaritmica como al esquema, planteamiento que no se propone como objetivo de

este estudio.

1.2.2. Mecanismos de construccion

Para realizar la construccién mental de procesos, objetos y esquemas el individuo hace uso
de unos mecanismos denominados abstracciones reflexivas. “Los mecanismos para hacer
dichas construcciones se llaman abstracciones reflexivas e incluyen la repeticion, la
interiorizacién, la encapsulacion, la desencapsulacion, la coordinacion, la inversion,

etcétera.” (Dubinsky, 2000 p. 60 citado en Vargas, 2012, p. 35).
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Se presenta la descripcidon de los mecanismos de construccién realizada por Bodi, 2006,

concerniente a la propuesta del grupo de investigadores de RUMEC asi:

Interiorizacion: “Es la construccion mental de un proceso relativa a una serie de acciones

sobre objetos cognitivos. La accidn se interioriza en un proceso.” (Bodi Pascual, 2006, p. 69)

Cuando el individuo realiza la repeticién de la misma accidn sobre uno o varios objetos
cognitivos, la cual puede ser el seguimiento de una instruccién o un algoritmo; y reflexiona
sobre la misma, de tal forma, que llega a pensar en las acciones sin necesidad de realizarlas,

entonces ha interiorizado la accidon en un proceso.

Coordinacion: este mecanismo de coordinaciéon centra la reflexion sobre procesos,
“Dubinsky (1991) explica la coordinacién volviendo a los procesos, considerando el acto
cognitivo de coger dos o mas procesos y usarlos para construir un nuevo proceso” (Bodi

Pascual, 2006)

Este mecanismo, permite al individuo relacionar diferentes procesos que lo conducen a uno
nuevo donde estan involucrados todos los que relaciond, de tal forma que obtienen un

proceso unico y diferente a los involucrados.

Inversion: es un mecanismo de construccion que parte de un proceso, de tal forma que
“Una vez que el proceso existe internamente, al sujeto le es posible pensarlo invertido, el
sentido de deshacer, como un medio para construir un nuevo proceso que consiste en el

inverso del original” (Bodi Pascual, 2006, p. 69).
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Este mecanismo posibilita al individuo devolverse en un proceso, de tal forma que puede
generar otro diferente al original, mediante la reflexion sobre la forma en que el proceso

fue construido.

Encapsulacion: este mecanismo se refiere a la reflexidn sobre procesos para gestar objetos,
“Es la transformacion mental de un proceso en objeto cognitivo. Este objeto puede ser visto
como una entidad total y puede ser transformado por acciones o procesos.” (Bodi Pascual,

2006, p. 69).

Este mecanismo permite transformar un elemento dindmico, como lo es un proceso, en
otro estatico, como es un objeto. La encapsulacion le da la identidad de objeto, con

determinadas e invariantes caracteristicas.

Desencapsulacion: Consiste en regresar del objeto al proceso mediante el cual fue
encapsulado. Este mecanismo permite construir nuevos objetos, puesto que al volver al
proceso, este mediante la coordinacion puede relacionarse con otros procesos que podrian

terminar en una nueva encapsulacién en objeto.

1.3. EL LOGARITMO: RELACION ENTRE UNA PROGRESION ARITMETICA Y UN PROGRESION

GEOMETRICA

El hecho de que los logaritmos se construyeran a partir de la relacidn de una progresion

geomeétrica y una aritmética se cimienta en el contenido de la obra:
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“La Arithmética Integra (1544) de Stifel (1487-1567), se establece que los términos
de la progresién geométrica:
1,712 r3r4rs5,.

se corresponden con los términos de la progresion aritmética formada por los

exponentes O, 1, 2,3,4,5,...,

La multiplicacion de dos términos de la progresién geométrica produce un término,
cuyo exponente es la suma de los términos correspondientes en la progresion
aritmética, y la divisién de dos términos de la progresion geométrica produce un
término, cuyo exponente es la diferencia de los correspondientes términos en la

progresion aritmética”?(Gonzélez & Vargas, 2007, pp. 130-131).

La idea clave en la definicion del concepto de logaritmo la propone Napier

“era que para conseguir que los términos de una progresion geométrica formadas
por las potencias enteras de un nimero dado estuvieran muy préximas unas a otras,
era necesario tomar esta razén muy préxima a 1; asi, los huecos entre los sucesivos
términos de la progresién se mantenian pequefios, Napier decidi®é tomar como
razén elnimero1 — 1077 = 0,9999999; los términos de la progresidn de potencias
enteras crecientes asi formada, estan ciertamente muy préximos entre si, de hecho,
demasiado préoximos. Para conseguir un cierto equilibrio y evitar el uso de

decimales, multiplico todas las potencias por 10”.

2 Esta misma relacion la establecen para fraccionarios y negativos.
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L
Entonces, si N = 107 (1 —%07) ,L sera el “logaritmo” de Napier del nimero N
Eduards (1979, 144) denota este logaritmo (para distinguirlo del logaritmo actual)

como Nog, porlotanto L = Nog N, de acuerdo con esta definicion, se cumple que,
el logaritmo de 107 sera 0, el logaritmo de 107 (1 — %) = 9999999 sera 1, etcy

Nog N decrece a medida que N crece contraposicion con lo que ocurre con los

LI
. L 1
logaritmos actuales. Ademdssi N' = 107 (1 - 1—07) , se cumple que:

N 1 L-L'
¥ - (i)
N’ 107

Luego la diferencia entre los logaritmos de L y de L' sélo dependen de la razén entre
Ly L'y se puede concluir que si N;,N,,..., N, es una progresién geométrica
entonces la sucesion de logaritmos correspondiente es una progresion geomeétrica.

Ademas, si se dividen tanto los nimeros como los logaritmos por To7 ' € tiene

L
. . . 1 1
practicamente un sistema de logaritmos de base ) puesto que (1 - F) no se

diferencia ya demasiado del lim (1 — %)n =1

n—oo

Estudiemos detenidamente esta visidon aritmética del logaritmo:
e Se elige un nimero, 1 — 1077, “préximo” a 1
e Se construye la progresion geométrica de razéon 1 — 1077:

(1 — 1077)°, 1 —-1077)L, @@ — 1077)2,...,(1 — 1077), ...

gue es una progresion decreciente de términos “préximos” a 1.
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e Para reducir la aparicién de decimales en la progresidn anterior, se multiplica cada
término de la sucesién por 107 (a los términos de la nueva progresién geométrica
se les llama numeros de Napier: N)

107(1 — 1077)°,107(1 — 1077)%,107(1 — 1077)2,...,107(1 — 1077)L, ...
N

* Se hace la asignacion:
N - NogN =L
* Asi:
0 = Nog 107,1 = Nog 107(1 — 1077),...,L = Nog 107(1 — 10~7)t
* Si se dividen N y L por 107, la correspondencia:
N/107 - NogN /107 = L/107

es una correspondencia similar a la correspondencia:

N 1 N
— ﬁ —
107 °BL7p7
N 107
107 logi (757)  loga(107(1 - 107))
1 — e — e
°81\107 107 107
1 \107
= L.log% (1 - F)
1 N 1 L'logl(i)
1 I — = e — Tn - _
Al_r)glo (1 N) =< - v 1/107”(Gonzalez & Vargas, 2007, pp. 132-134)

La definicion de logaritmo como la relacion entre una progresion aritmética y una
geométrica fue utilizada en el siglo XIX por Serret de la siguiente manera:

“Dadas las progresiones crecientes e indefinidas:
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0,d,2d,3d,4d ...
Una por cociente comenzando por 1, y la otra por diferencia d comenzando por
cero, se llama logaritmos de los nimeros que forman parte de la progresién por
cociente a los numeros que les corresponden respectivamente en la progresion por
diferencia.
Las dos progresiones de las cuales se trata constituyen un sistema de logaritmos
sujetos solamente a la condicion de comenzar la primera en 1y la segunda por cero”

(1887, p. 270, citado en Vargas et al., 2011).

Si se toma una progresion donde r sea, por ejemplo 2. La progresidn por cociente seria:
1,2,22,23, 24,25 ...
Ahora, de manera trivial se toma la progresion por diferencia donde d es 1.
0,1,2(1),3(1),4(1),5(1) ...
Recurriendo a la nocién de logaritmo de un nimero a como el exponente al cual elevamos
la base b, para obtener el nimero a, claramente podemos ver que los nimero de la
progresidn por aritmética se corresponden con los exponentes de la progresidon geométrica.

Es posible afirmar que este es un sistema de logaritmos en base 2.

Observando la relacién de las dos progresiones, se verifica que en la parte inferior estan
ubicados los logaritmos en base 2 de los correspondientes nimeros ubicados en la parte

superior:
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1 2 4 8 16 32

0 1 2 3 4 5
Sin embargo, équé sucede si en la progresidn aritmética se toma un d diferente de 1? Por
ejemplo tomemos la diferencia d como 2.
La progresidn geométrica continta siendo la misma:

1,2,22,23,24,25 ...
Y la progresién aritmética es:
0,2,2(2),3(2),4(2),5(2) ...

Resolviendo operaciones las progresiones respectivas quedan de la asi:

1 2 4 8 16 32

0 2 4 6 8 10
En este caso no es muy claro que la correspondencia entre las progresiones constituya un
sistema de logaritmos. Sin embargo recurriendo a las operaciones como la radicacién,
podemos deducir que efectivamente estas progresiones determinan un sistema de
logaritmos de base /2.
De acuerdo con estos dos ejemplos observamos que efectivamente como al relacionar una
progresion geométrica con una aritmética, segun lo afirma Serret y Napier, es posible

establecer un sistema de logaritmos.
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1.4. EVOLUCION HISTORICA DEL CONCEPTO REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION

LOGARITMICA.

A partir del analisis de los documentos, realizado durante el desarrollo del presente trabajo,
donde se fijo el objeto de estudio, representacion grafica de la funcién logaritmica,
fundamentado en el propio desarrollo histérico de este, se considera necesario exponer de
manera muy sucinta, la evolucion de este objeto; haciendo uso de la informacién contenida
en la bibliografia encontrada de acuerdo con los parametros de busqueda del andlisis, que
bajo el acuerdo de clasificacién, (ver Capitulo 2. Aspectos metodoldgicos) quedaron
clasificados en los documentos que solo hacen referencia al desarrollo histdrico del

concepto de logaritmo y funcién logaritmica.

La intencién de esta descripcién, se fundamenta en la necesidad de conocer la evolucidn
del concepto, y las pretensiones de los investigadores en rescatar dichas cosas que son
fundamento del concepto; para ello se ha estructurado una tabla de clasificacidn de algunos
segmentos de texto contenidos en los documentos que permiten ver el origen y evolucién

del concepto.

A continuacion, se presentan los resultados en dos tablas independientes de acuerdo con
el documento de donde se extraen, los segmentos de texto alli presentados no se editaron.
El primer documento es el de Javier Tapia escrito en el afo 2003 vy titulado Historia De Los
Logaritmos, el segundo es el de Maria Teresa Astudillo y Jeannette Vargas escrito en el 2007

y titulado Segmentos de la historia: La funcidn Logaritmica.

34



Capitulo 1. Referentes Tedricos

1.4.1. Historia De Los Logaritmos. Apuntes de Historia de las Matematicas.

El documento, Historia de los logaritmos escrito por Javier Tapia, que es analizado en esta

investigacidn, fue publicado en Apuntes de Historia de Las Matemadticas, en el Volumen 2.

Numero 2., de las pagina 5 a la 22. Mayo 2003. México.

Caracteristica

Hechos

Cronologia

ANTECEDENTES AL CONCEPTO DE LOGARITMO

Circunstancias

Los cdlculos que se precisaban hacer, debido
principalmente a la expansion comercial y al
perfeccionamiento de las técnicas de
navegacién, eran de tal magnitud que surgia la
necesidad de encontrar algoritmos menos
laboriosos que los utilizados hasta entonces, es
decir, algoritmos de la multiplicacién, de la

division, etc.

Siglo XVI

Dos caminos condujeron a su hallazgo: los
calculos trigonométricos para las investigaciones
astrondmicas aplicables a la navegacion, y el
calculo de las riquezas acumuladas en lo que se

refiere a las reglas de interés compuesto.

Siglo XVI

Concepto

Napier fue el inventor de la palabra logaritmo
(del griego "logos", razdn, y "arithmos", nimero:
numero de razones, pues en el caso de ser el
logaritmo un ndmero entero, es el numero de
factores que se toman de la razén dada (base)

para obtener el antilogaritmo.

1619
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CONCEPTO DE LOGARITMO

Tablas

El descubrimiento de Napier fue avidamente
acogido por los astronomos Tycho Brahe y
Johann Kepler. En Edimburgo aparecen sus
Mirifici logarithmorum canonis descriptio, o
“descripcion de la maravillosa regla de los
logaritmos”, es decir, las primeras tablas de
logaritmos; sin embargo, no se describe aqui la

forma en que fueron construidas.

1614

Henry Briggs, publicé sus Logarithmorum chilias
prima, que comprende los logaritmos de los
numeros 1 a 1.000, con una precision de 14

decimales.

1617

En la obra Arithmetica logarithmica, de Henry
Briggs ya aparece la palabra caracteristica (parte
entera). La palabra mantisa (parte decimal), y las
tablas que aparecen en la obra contienen los
logaritmos decimales de los nimeros 1 a 20.000
y de 90.000 a 100.000, con 14 cifras decimales de

precision.

1624

Adrian Vlacq y E. Decker, publicaron en Holanda
los logaritmos desde 1 a100.000, aproximados

hasta 10 cifras decimales.

1628

Henry Briggs, quien fue el primero que hizo las
tablas logaritmicas en base 10, en su obra
Logarithmall Arithmetike: "Los logaritmos son

nimeros inventados para resolver mas

1631
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Tablas

facilmente los problemas de aritmética y
geometria... Con ellos se evitan todas las
molestias de las multiplicaciones y de las
divisiones; de manera que, en lugar de
multiplicaciones, se hacen solamente adiciones,
y en lugar de divisiones se hacen sustracciones.
La laboriosa operacion de extraer raices, tan
poco grata, se efectua con suma facilidad... En
una palabra, con los logaritmos se resuelven con
la mayor sencillez y comodidad todos los
problemas, no soélo de aritmética y geometria,

sino también de astronomia."

Concepto

Napier, publica, bajo el titulo Mirifici
logarithmorum canonis constructio, es decir,
“construccién de la maravillosa regla de los
logaritmos”. La forma en que las tablas fueron

construidas

1619

El inventor de la "Regla de cdlculo”, William
Oughtred, establece las propiedades de los

logaritmos

s.f

P

RELACION ENTRE PROGRESION

3

GEOMETRICA Y ARITMETICA

Primeras

aproximaciones

Los origenes del descubrimiento, o invencidn, de
los logaritmos se remontan hasta Arquimedes,
en la comparacidén de las sucesiones aritméticas
con las geométricas.

Regla de Arquimedes: "para multiplicar entre si
dos numeros cualesquiera de la sucesion de
abajo, debemos sumar los dos nimeros de la

sucesién de arriba situados encima de aquellos

287-212 a.C.
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Primeras

aproximaciones

dos. Luego debe buscarse en la misma sucesion
de arriba dicha suma. El nimero de la sucesion
inferior que le corresponda debajo sera el

producto deseado".

Miguel Stifel, su obra "Arithmetica integra", se
encuentra por primera vez el calculo con
potencias de exponente racional cualquieray, en
particular, la regla de la multiplicacién:
a-a® = a"t™, para todos los numeros

racionales n, m.

1544

Dos matematicos daneses, Wittich y Clavius,
sugirieron la aplicacion de las tablas
trigonométricas para abreviar los calculos,
mediante el uso de las férmulas del seno y del

coseno de la suma de dos angulos.

1593

Pero para hacer realmente aplicables los
logaritmos al calculo numérico, le faltaba a Stifel
todavia un medio auxiliar importante, las
fracciones decimales; y sélo cuando se
popularizaron éstas, después del afio 1600,
surgié la posibilidad de construir verdaderas

tablas logaritmicas.

1600

Relacion entre
las

progresiones

Hoy se sabe que el relojero y constructor de
instrumentos suizo Jobst Biirgi, se hallaba en
posesion de este conocimiento antes que Napier,
incluso se afirma que concibiéo la idea del

logaritmo ya en el aio 1586

1586

38




Capitulo 1. Referentes Tedricos

Relacidn entre
las

progresiones

Napier, introdujo los logaritmos mediante una
concepcién cinematica, cuyo origen, segun él se
imaginaba, era un movimiento sincrénico, una
especie de fluctuacidon entre dos sucesiones. A

continuacion se describe esta concepcion.

1614

Sean un segmento ABy una semirrecta HF.
Supongamos que los moéviles ¢ e i parten
simultdneamente de A y H con la misma
velocidad inicial y en direccion a B y F,
respectivamente. Supongamos que el moévil ¢
tiene una velocidad numérica igual a la distancia
y; ademas, el moévil i se desplaza con una
velocidad uniforme numéricamente igual a su
velocidad inicial. Napier definié la longitud x

como el logaritmo de y.

1619

Biirgi publicé en Praga sus tablas logaritmicas
bajo el titulo Arithmetische und geometrische
Progress Tabulen. Estas tablas se publicaron en
circunstancias exteriores desfavorables, pues el 8
de noviembre de 1620 fue tomada Praga, vy
permanecieron desconocidas. Reconocié el valor
practico de las sucesiones de Stifel es aplicable
con provecho en el caso de que sus respectivos
términos se aproximen uno al otro, lo mas
posible. A la vez observd que las propiedades
logaritmicas no se extendian solamente sobre la
sucesion de potencias de base dos, sino sobre

sucesiones con cualquier razén racional q.

1620
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7

7z

REPRESENTACION GEOMEERICA DEL LOGARITMO

Por otra parte, observemos el grafico de
1 - .
fx) = ~ Y averigliemos el area de cada uno de

los "rectdngulos inferiores" que dependera de la

particion que hayamos tomado

1 hlh2 X

Pensemos una particién en que h — 0 para que
el valor del area de cada rectangulo se aproxime
mas a la de la zona sombreada y como el
intervalo [1,x] es continuo, integramos para

. dh
calcular el dreay = [T =Inhf =Inx —In1

Pero para poder aceptar esta interpretacion del
logaritmo debe comprobarse que se cumpla la
propiedad fundamental, por la cual el logaritmo
del producto es la suma de los logaritmos de los
factores; lo que puede demostrarse muy
facilmente. Este ultimo andlisis se corresponde
también con el proceso histérico. En el afio 1650,
gracias a los adelantos en geometria analitica y
en el calculo infinitesimal, pudo llegarse a los

resultados anteriores. Con estos

1650
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descubrimientos, de principios del siglo XVII, se
lograron efectuar operaciones que

anteriormente ni siquiera podian pensarse.

P

TRANSICION DE LA VISION

P

3

ARITMETICA A LA GEOMETRICA

3

En una parte de su libro, Stifel hace la siguiente
observacion: "Se podria escribir todo un libro
nuevo sobre las propiedades maravillosas de
esos numeros, pero debo ponerme coto a mi
mismo en este punto y pasar de largo con los ojos
cerrados". Mds adelante agrega: "La adiciénen la
sucesion  aritmética  corresponde a la
multiplicacién en la geométrica, lo mismo que la
sustraccion en aquélla corresponde a la divisidn
en ésta. La simple multiplicaciéon en la sucesidn
aritmética, corresponde a la multiplicacién por si
mismo, potenciacidon, en la geométrica; y la
division en la primera corresponde a la
extraccién de la raiz en la segunda, algo asi como
la divisidon por dos, corresponde a la extraccién

de la raiz cuadrada".

1600

Pe

P

TRANSICION DE LA VISION

7z

GEOMETRICA A LA ALGEBRAICA

Gracias a los adelantos en geometria analitica y
en el calculo infinitesimal, pudo llegarse a una
., . . dy 1 ,
ecuacién de diferencias =Y de aqui dy =

dx . . .y
7; Sl se tomemos una particion

{1, hy, h,, ..., h,, x} en el intervalo [1, x]para un
x cualquiera. Podemos pensar que dy ird

variando para cada valor h; de la particién, ya

que dyx = Yk — Vk-1- De dy = % obtenemos

1650
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dh . 4
que dy, =-~(en particular,dy = dy, = ?")_
. dh , ] o
Siendo " el drea de un rectdngulo inferior

cualquiera, del grafico f(x) = i

.

z

FUNCION LOGARITMICA

Leonard Euler descubrid las profundas relaciones
entre la funcién exponencial a* = bysuinversa
x = log, b.

En palabras de Egmont Colerus: Sin embargo,
aun no se sospechaba que el nuevo método
calculistico, sobre todo en sus ultimos principios
constructivos, simultaneamente se
transformaria en eje de toda la Matematica
infinitesimal. Nadie pensaba aun en que la
funcidn logaritmica se habria de transformar en
un puente tendido sobre el camino que lleva a la
solucién de integraciones, aparentemente
insolubles. Y menos aun se pensaba en el futuro
del magico nimero e, para el cdlculo de intereses

y de probabilidades.

siglo XVIII

LOGARITMO NATURAL

Edward Wright publicé una traduccion inglesa
del tratado de Napier, en la que se encuentran

algunos logaritmos naturales.

1614

John Speidell, en una obra titulada New
logarithmes, publicada en Londres en 1619,
reajusta los logaritmos de Napier introduciendo,
a partir de las funciones trigonométricas, los

logaritmos naturales (de base e).

1619

Tabla 1. Evolucidn histdrica del concepto de logaritmo y funcién logaritmica basada en Tapia (2003).
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1.4.2. Segmentos de la historia : la funcion logaritmica.

El documento, Segmentos de la historia : la funcion logaritmica, escrito por Maria Teresa

Gonzdlez y Jeannette Vargas Herndndez, que es analizado en esta investigacién, fue

publicado en Matemadticas: Ensefianza Universitaria, revista de la Universidad Del Valle., XV

(002), de las paginas 129 a 144 en el afio 2007. Colombia.

Caracteristica

Hechos

Cronologia

Circunstancias

ANTECEDENTES AL CONCEPTO DE LOGARITMO

Dos caminos condujeron a su hallazgo: los
calculos trigonométricos para las investigaciones
astrondmicas aplicables a la navegacién, y el
calculo de las riquezas acumuladas en lo que se

refiere a las reglas de interés compuesto.

Ademds, en el siglo XVI, comenzaron a
popularizarse diversos tipos de identidades
trigonométricas por toda Europa para simplificar
los calculos astronédmicos. Entre ellas estaba el
grupo de férmulas conocidas como “Reglas de
Prosthaphaeresis”, es decir, permitian convertir
el producto de funciones circulares en una suma
o diferencia y, como se describe mas adelante,
tuvieron repercusion en el desarrollo de los

logaritmos.

Siglo XVI

La invencién de Napier (1550-1617) del
logaritmo fue mas que el fruto de una
elaboracion aritmética del estilo de las de Stifel,

el resultado del estudio de un problema de

Siglo XVI
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Circunstancias

mecanica, para el que se construyd un modelo
adecuado que permitiera conjugar ([8], p. 341)

ideas del mundo aditivo y el multiplicativo.

La invencidn de los logaritmos data de principios
del siglo XVII y se considera hija de la
preocupacion de los matematicos del siglo XVI
por las técnicas practicas de cdlculo, siendo un
fruto tardio de éstas. En relacién con dicha
invencion, Bell (2000), destaca el papel que ésta
ejercié en aquel momento, las aplicaciones que
tuvo y las facilidades que concedid a los

matematicos.

Siglo XVII

Concepto

Si recordamos que Napier muridé antes de que
Descartes (1596 - 1650) introdujera la notacidn,
n,nn,n3, . . . para las potencias, no nos
maravillaremos tanto de que le costara no menos
de veinte afios razonar las propiedades y la

existencia de los logaritmos.

CONCEPTO DE LOGARITMO

Tablas

No es necesario decir que Napier calculd sus
tablas numéricamente y no geométricamente,
desde luego, tal como indica la palabra
“logaritmo” inventada por él. Al principio Napier
llamo a sus indices de potencias o exponentes
“numeros artificiales”, pero mas tarde se decidié
por la palabra compuesta de las dos palabras
griegas logos (o razon) y arithmos (o namero).
Napier no pensaba, en una base para su sistema,
pero no obstante sus tablas venian calculadas

por medio de multiplicaciones repetidas,
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Tablas

equivalentes a elevar a potencias el nimero
0.9999999. Obviamente la potencia (o numero)
disminuye segun el indice (o logaritmo) aumenta,

lo cual era de esperar ya que estaba utilizando
o 1
implicitamente como base - Que es menor que

1.

Mas tarde se publicd una obra pdstuma de
Napier titulada Mirifici logarithmorum canonis
constructio (1619) en la que aparecen las tablas
de Napier que fueron recibidas con entusiasmo
por astronomos y navegantes ya que convertia
los tediosos calculos de multiplicaciones y
divisiones en simples sumas y restas. Hay que
sefialar que en la época de Napier todavia no se
habia desarrollado las potencias con exponente
fraccionario ni la notacidn exponencial. Tampoco
estaba extendido el uso del punto decimal para
separar las cifras decimales, de hecho fue Napier,
y su uso sistematico del punto decimal, el

responsable de la generalizacién de su uso.

1619

Casi al mismo tiempo que Napier, en Suiza Jobst
Biirgi (1552-1632) desarrollaba ideas muy
parecidas. Existen referencias de que a Biirgi la
idea de logaritmo se le ocurria seis afios antes;
sin embargo, no publicd sus resultados hasta
1620, en Praga, en su obra titulada Arithmetishe

und geometrische Progress-Tabulen.

1620
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Z

Z

z

z

RELACION ENTRE PROGRESION GEOMETRICA Y ARITMETICA

Primeras

aproximaciones

Esta observacion aunque habia sido hecha
anteriormente por Nicolds Chuquet (1445-1488)
en Le Triparty en la science des nombres (1484),
establece estas reglas sélo para las potencias de
2 con exponentes de 0 a 20. Stifel sigue
trabajando con potencias de dos pero amplia a
los exponentes fraccionarios y negativos. Asi, la

division de r%2  por 73 produce 77!

qué
corresponde al término -1. A pesar de advertir
las posibilidades de estos hallazgos, Stifel
manifestaba: “se podria escribir un libro
totalmente nuevo sobre las maravillosas
propiedades de estos numeros, pero he de
resignarme y pasar por él con ojos cerrados”.Esta
propiedad fue importante en la época, puesto
qgue simplificaba los cdlculos que tenian que
hacerse con numeros grandes,
fundamentalmente en relacion con la

astronomia, rebajando de esta forma en un

grado cada una de las operaciones aritméticas.

1484

Posteriormente, en la Arithmética Integra (1544)
de Stifel (1487-1567), se establece que los
términos de la progresion geométrica:

1,713 r3r%r5 . . se corresponden con los
términos de la progresion aritmética formada

por los exponentes O, 1, 2, 3, 4,5, ..., La

multiplicacién de dos términos de la progresion

1544
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geométrica produce un término, cuyo exponente
es la suma de los términos correspondientes en
la progresidon aritmética, y la division de dos
términos de la progresién geométrica produce
un término, cuyo exponente es la diferencia de
los correspondientes términos en la progresidn

aritmética.

Relacion entre

las progresiones

En cuanto a la versidon geométrica del concepto
de logaritmo, Napier lo explica de la siguiente
manera: Sea el segmento AB y una semirrecta
CDE dados en la figura 1. Sea un punto P que
parte de A y se mueve a lo largo de AB con
velocidad variable que decrece en proporcién a
su distancia B; supongamos que un punto Q
parte al mismo tiempo de C y se mueve alo largo
de la semirrecta CDE con velocidad uniforme
igual a la velocidad inicial del punto P; entonces
Napier llama a la distancia variable CQ el

logaritmo de la distancia PB .

Para obtener un paso lo suficientemente
pequefio en la tabla, Biirgi tom6 como razon

para su progresion geométrica un nimero mayor
. 1 .
quel, elnimeror = 1 + Tos La tendenciaano

encontrarse, en lo posible, fracciones le obligd a
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Relacion entre

las progresiones

introducir un factor complementario; a = 108

Los valores de la progresién geométrica obtenida

gk = 108(1+$)k (k = 0,1,2,3...) los puso en
correspondencia con los términos de la
progresion aritmética: 0, 10, 20, 30, ...y obtuvo
dos series de valores:

108,108(1 + 1074), 108(1 + 10~4)2,108(1 + 10~4)3, ...
0 10 20 30

Los numeros de la serie de abajo fueron impresos
en pintura roja y se denominaban rojos; los
ndimeros de la serie de arriba, en pintura negra,
se denominaban negros. De esta forma, en la
tabla de Biirgi los niUmeros rojos constituian los
logaritmos de los negros divididos entre 108 con
base '3/1,0001. Como Biirgi orienta su tabla a
los numeros rojos, serd una tabla de
antilogaritmos, lo que no cambia la esencia de la
cuestion. Entre las diferencias de los dos
acercamientos al concepto de logaritmo, hemos
visto que Napier eligié al principio log 107 = 0,
mientras que Birgi parte de log 108 = 0.
Ademas, la relacion logm <logn sim > n,
es cierta en el sistema de Napier, mientras en el
de Biirgi se verifica logm >lognsim > n,lo
gue permite afirmar que el sistema del relojero
Blirgi estaba mas cerca del nuestro que el de

Napier.

En una parte de su libro, Stifel hace la siguiente

observacion: "Se podria escribir todo un libro

1600
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Relacion entre

las progresiones

nuevo sobre las propiedades maravillosas de
esos numeros, pero debo ponerme coto a mi
mismo en este punto y pasar de largo con los ojos
cerrados". Mas adelante agrega: "La adicidon en la
sucesion  aritmética  corresponde a la
multiplicacidén en la geométrica, lo mismo que la
sustraccion en aquélla corresponde a la division
en ésta. La simple multiplicacién en la sucesidn
aritmética, corresponde a la multiplicacién por si
mismo, potenciacién, en la geométrica; y la
division en la primera corresponde a la
extraccién de la raiz en la segunda, algo asi como
la divisidon por dos, corresponde a la extraccién

de la raiz cuadrada".

La obra de Napier era que para conseguir que los
términos de una progresion geométrica formada
por las potencias enteras de un numero dado
estuvieran muy préximas unas a otras, era
necesario tomar esta razéon muy proxima a uno;
asi, los huecos entre los sucesivos términos de la
progresion se mantenian pequeios. Napier
decidi6 tomar como razén el nuimero 1 —
1077 = 0,9999999; los términos de |la
progresion de potencias enteras crecientes asi
formada, estan ciertamente muy préximos entre
si, de hecho, demasiado préximos. Para
conseguir un cierto equilibrio y evitar el uso de
decimales, multiplicd Napier todas las potencias

por 107.

1619
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Z

z

REPRESENTACION GEOMETRICA DEL LOGARITMO

Fermat habia calculado en 1629 el area bajo la
curva y = x" entre dos valores x = Oyx =
a subdividiendo el subintervalo [0,a] en una
cantidad infinita de subintervalos tomando como
abscisas los puntos correspondientes a la
progresion geométrica a, aE, aE?, ... siendo E un
numero menor que 1. En estos puntos considera
las ordenadas correspondientes y aproxima el
area de Ila curva mediante rectdngulos
circunscritos. Las dreas de estos rectangulos

forman una progresion geométrica:
a*(aE — a),a"E™(aE? — aE),...

La suma de los infinitos términos de esta
progresion es:

an+1(1 +E) an+1

0]
(1-E™1) 7’ 1+E+E2+---+E"

a medida que los rectangulos se hacen mas

pequeios, es decir, E tiende a 1, la cantidad

an+1

anterior nos da
n+1

Fermat habia demostrado esto para exponentes
de x naturales, fraccionarios y negativos, excepto
cuandon = —1 que es el caso de la hipérbola.
Gregory de Saint Vincent resolvié este problema.
El se apoya sobre el hecho de que, cuando se
toman abscisas tales que los intervalos que se

forman crecen en progresion geométrica y se

1629
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levantan las ordenadas correspondientes,
entonces el drea bajo la curva de dos abscisas
sucesivas son iguales. Luego a medida que crece
la abscisa geométricamente, el area bajo la curva
crece aritméticamente. Por lo tanto, la funcion
area bajo la hipérbola cumple la propiedad
aditiva caracteristica de los logaritmos

(Lxy) = L(x) + L(¥))

ya que:

Al,xy = Al,x + Ax,xy = Al,x + Al,y

En referencia a los logaritmos, gradualmente se
introdujeron variaciones sobre la idea de Napier
siendo identificada, como etapa esencial del
desarrollo matematico del concepto, su relacién
con la hipérbola. Para llegar a esta relacién hay
gue tener en cuenta el trabajo del jesuita
Gregoire de Saint-Vincent (1584-1667), quien
habia acabado la redaccién de un “Opus
geometricorum quadrature circuli et sectionum
coni” (1630), en el cual pretendia haber resuelto
los problemas de la cuadratura del circulo y de la
hipérbola. Esta obra no fue publicada hasta 1647,
y aunque fue un fracaso en cuanto a la
cuadratura del circulo, puso en evidencia que las
areas bajo la hipérbola se parecen a los

logaritmos.

1647
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7

7

TRANSICION DE LAVISION ARITMETICA A LA

GEOMETRICA

Mientras Briggs realizaba sus tablas, el profesor
de matematicas inglés John Speidell, reajusta los
logaritmos de Napier introduciendo, a partir de
las funciones trigonométricas, los logaritmos
naturales (o neperianos), publicados en su obra

New Logarithmes (1619). Como complemento a las
tablas, el inventor de la “regla de calculo”, William
Oughtred (1574 -1660) enuncié de forma explicita,
hacia 1650, las siguientes propiedades de los

logaritmos:logmn = logm + logn,

m
log; =logm —logn; logx™ = n*logx

1650

TRANSICION DE LA VISION
GEOMETRICA A LA ALGEBRAICA

La publicacion en 1614 del sistema logaritmico
fue acogida y aceptada con rapidez. Uno de los
admiradores mas entusiastas fue Henry Briggs
(1561-1639), primer Savilian Profesor de
Geometria en Oxford, que al afio siguiente de
esta publicacién, durante una visita a Napier,
discutio con éste sobre posibles modificaciones
del método de logaritmos. Briggs propuso utilizar
potencias de diez, y Napier confirmdé que ya
habia pensado en ello y estaba de acuerdo.

Napier, en cierto momento, habia sugerido una
tabla basada en las igualdades logl =0y
log 10 = 1019, para evitar las fracciones, pero al
final estos dos personajes llegaron a concluir que
lo mds conveniente seria que el logaritmo de uno

fuese cero y que el logaritmo de diez fuese uno.

1614
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z

FUNCION LOGARITMICA

En 1646, entre los problemas que ocupaban a
Torricelli (1608-1647), estaba uno en el que
representa la curva cuya ecuacién escribiriamos
nosotros como x = log y, en la que es quizas la
primera representacién grafica de una funcién
logaritmica; Torricelli calculd el drea limitada por
la curva, su asintota y una ordenada, asi como el
volumen del sdlido obtenido al girar esta area

alrededor del eje OX (Boyer, 2003).

1646

z

FUNCION LOGARITMICA

Sin embargo, su muerte en 1647 retrasa la
difusion de la grafica. Serd Huygens (1629-1695)
a quien corresponderd exponer sus propiedades
en el “Discurso sobre la causa de la gravedad”,
(1690). Huygens estaba interesado, desde 1651,
por los logaritmos y su calculo, en particular, la
cuadratura de la hipérbola y retomo el problema
mucho mds tarde (1666), cuando participaba en
los trabajos de la nueva Academia Real de
Ciencias de Paris utilizando esta nocién en

cuestiones de probabilidad y de combinatoria.

Bernoulli (1667-1748) propone en 1718,
considerar que una funcidon es una expresiéon
analitic. Posteriormente, Euler (1707-1783)
escribié su Introductio in analysin infinitorum
(1748) que estd dedicada al estudio de las

funciones, a su clasificacion, propiedades,

1718, 1748
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Métodos de desarrollo de funciones en series y
productos infinitos, en fracciones continuas y en
suma de fracciones simples. Asi, Euler da la
siguiente definicion de funcidn: “Functio 1718, 1748
guantitatis variabilis, est esspressio analytica
guomodocunque composita ex illa quantitate

variabili, et numeris seu quantitatibus

constantibus”.

En su obra, Euler introduce asi el logaritmo como
funcidon inversa de la exponencial. También
enuncia Euler su “regla de oro para los
logaritmos”, la cual afirma que si hemos
calculado log,y, entonces se puede calcular

logy, y siendo b cualquier otra base mediante la

p lo
férmula: log, y = loz—az
a

Ademas, establece que los logaritmos de los 1748
nimeros negativos no son reales, sino
imaginarios y que tendran un nimero infinito de
éstos. Partiendo de la formula e = cos 6 +
i sen @ y sustituyendo 6 por m, resulta que
e® = —1, con lo que In(—1) = if. Ademas,
cualquier numero positivo o negativo tiene no

sélo un logaritmo sino infinitos.

Tabla 2. Evolucion histdrica del concepto de logaritmo y funcion logaritmica basada en Gonzdlez, M., y

Vargas, (2007).
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2. CAPITULO 2. ASPECTOS METODOLOGICOS

En este capitulo se especifica el tipo de estudio realizado, describiendo el andlisis de
informacién como metodologia de investigacion; se da una explicacion a las fases que se
siguieron durante el desarrollo de la investigacién, y se expone el tratamiento que se le dio

al conjunto de datos que se tomaron como unidades de analisis.

2.1. CARACTERIZACION DEL ESTUDIO

Al iniciar la descripcidn de la metodologia, se considera necesario registrar la intencion de
esta investigacion: se pretende examinar la naturaleza histdrica de la representacién grafica
de la funcién logaritmica, con el fin de hacer uso de esta para constituir a la luz de la teoria
del CDC un compendio de elementos propuestos para hacer parte del conocimiento del
profesor, mostrando cdmo a partir de algunas propuestas para la construccién grafica de la
funcidn logaritmica, es posible caracterizar la comprensién de dicho objeto de acuerdo con

las formas de conocer planteadas en la teoria APOS.

Para desarrollar cada uno de los estos propésitos, arriba citados, se ha decidido enmarcar
el estudio en una dimensién de investigacion cualitativa y desde ahi, se ha decidido hacer
un andlisis de informacién, como técnica directa de recolecciéon de informacion; esta

metodologia admite un proceso mediante el cual se definen las necesidades del estudio, se
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busca la informacidn, validando las fuentes, se procesa la informacion y se realiza el analisis
integrando el contenido de la informacién con los referentes del estudio y por ultimo se

presenta el resultado .

2.2.  FASES DE LA INVESTIGACION

El desarrollo del presente trabajo se llevd a cabo en tres fases que son: Definicion y
limitacion, busqueda y clasificacion de documentos, y finalmente el desarrollo del analisis.
Las cuales no implicaron un orden estricto, pues en algunas ocasiones su desarrollo se dio

de manera simultanea o alterna.

2.2.1. Fase 1. Definicion y Limitacién

Esta primera etapa, se centra en un estudio tedrico que permite definir un marco
conceptual apropiado posibilitando refinar los objetivos y la pregunta de investigacion,
facilitando la ubicacidon en el contexto propio de interés, limitando el tema de la propuesta

de investigacion y haciendo claridad sobre el objeto de estudio.

De acuerdo con las diferentes motivaciones e intereses que dieron origen a esta propuesta
de investigacion, en el capitulo uno se incluyd tres tépicos dado que en ellos se concretan

dos aspectos de la investigacion:
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Primero, la fuerza que adquiera la nocién conocimiento didactico del contenido para
caracterizar las publicaciones y por lo tanto proponer elementos para la formacién inicial y

permanente de los profesores, basados en un objeto.

Segundo, se detecta la necesidad de contar con unas categorias de analisis

especificas para analizar la informacion contenida en los documentos seleccionados.

De este modo lo que se desea relacionar es el objeto (representacion grafica de la funcidn
logaritmica) desde una vision histérica con el conocimiento didactico de contenido del
profesor y las formas de conocer planteadas en la teoria APOS. De ahi que el marco tedrico
se define a partir de las teorias del CDCy APQOS, aunado también se realiza y se utiliza como

marco de referencia una sintesis de momentos del desarrollo histérico del concepto.

En especifico se propone el uso de la teoria del CDC porque es una teoria que permite
examinar de manera detallada, comprehensiva y sistematica el conocimiento profesional
del profesor, la cual permite una visién especifica sobre el conocimiento de la didactica del
contenido desde tres componentes: el conocimiento del contenido de la disciplina a
ensefiar, el conocimiento de las representaciones o estrategias instruccionales para la

ensefanza del tépico y el conocimiento del estudiante.

En cuanto a la teoria APOS y como se describié es un modelo de comprension matematica,
lo que se desea es que sea un medio de caracterizacidon de las formas de conocer la

construccion de la representacion grafica de la funcion logaritmica, permitiéndole al
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profesor poseer un conocimiento de la construccidon de la representacion grafica de la

funcién logaritmica basado en este modelo de comprensidn.

La delimitacion en este caso estd restringida por los documentos a analizar; seleccionados
a favor del andlisis del desarrollo histdrico de la funcidn logaritmica, especialmente aquellos
que evidencien alguna forma de abordar la ensefianza o construccién grafica de dicho
objeto rescatando elementos de su desarrollo histérico, En cuanto a los documentos se
escogen de acuerdo con investigaciones ya hechas sobre la evolucidn histérica del concepto
de logaritmo o trabajos que evidencian alguna aplicacién de la evolucidn histdrica del
logaritmo para su enseifanza, ya que estas dejan ver perspectivas diferentes de

investigacion y seguimiento histérico del objeto.

2.2.2. Fase 2. Busqueda y Clasificacion de Documentos

La busqueda de los documentos, se realizé revisando aquellos que evidenciaran un analisis,
propuesta o contenido respecto al concepto de logaritmo o funcién logaritmica, en los
cuales se considerd6 que se puede encontrar evidencia de la construccién de la
representacion grafica de la funcion logaritmica basada en su desarrollo histérico. Para ello
no se tuvo ninguna exclusividad en cuanto a su enfoque tedrico ni al tratamiento del objeto,
la limitacién radica en que fueran documentos enmarcados en la Educacién Matematica,

para la clasificacion se utilizd una tabla como en el ejemplo siguiente:
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NUMERO CARACTERISTICAS DEL DOCUMENTO

Los logaritmos, un abordaje desde la Historia de la

TITULO,
. Matematica y las aplicaciones actuales. (Abrate &
AUTOR Y ANO
Pocholu, 2007)
CLASE DE
Articulo
DOCUMENTO
1
En este trabajo se presentan algunas sugerencias de disefio
de actividades para la clase de logaritmos, en el intento de
) apartarse del tratamiento tradicional, proponen recuperar
DESCRIPCION

la construccién histdrica por la que atravesaron, las
nociones de progresion geométrica y aritmética, y algunas

de sus multiples aplicaciones.

Tabla 3. Ejemplo de la tabla de clasificacion de los documentos seleccionados.

Identificando titulo, autor, ano, clase de documento y descripcidén; de esta manera se
procedid para los trece documentos resultantes de la busqueda (Ver Capitulo 3. Analisis y

Resultados).

Ya con los documentos, y con el propdsito de responder a tres elementos que se consideran
importantes desde el marco tedrico, y como unidades clasificadoras y organizativas de la

informacion, los trece documentos se catalogaron en tres grupos asi:

El primer grupo, son los documentos que evidencian una construccién de la representacién
grafica de la funcidon logaritmica basadas en elementos de su desarrollo histdrico, estos

serdn los documentos que se examinen bajo las categorias de analisis propuestas mds
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adelante; ademas con las construcciones propuestas en estos documentos, se pretenden

caracterizar a la luz de la teoria APOS, las formas de conocer accion, proceso y objeto.

La segunda, son los documentos que se dedican solo a hacer una descripcion de los hechos
y desarrollo histdrico del concepto de logaritmo o funcién logaritmica; dichos documentos
se tuvieron en cuenta como referentes tedricos, puesto que permiten una fundamentacion

de la evolucién del concepto.

Por ultimo, los documentos que quedan por fuera de las dos categorias anteriores, serdn
reconocidos como las evidencias, estrategias y apoyo para el profesor de matematicas para
la ensefianza de los logaritmos y funcidn logaritmica; estos textos, como bien se nombré
anteriormente seran la evidencia y sustentacion de muchas de las consideraciones a los

elementos propuestos para hacer parte del conocimiento didactico de contenido.

Es de aclarar, que la forma en que se clasificaron los documentos no excluye que en ellos
se puedan evidenciar solamente elementos en las cuales quedaron clasificados, sino
también elementos de las otras categorias. Las tablas de cdmo quedaron clasificados se

encuentran en el Capitulo 3 Analisis y Discusion.

2.2.3. Fase 3. Desarrollo del analisis

De la fase anterior en la cual se seleccionaron y catalogaron los documentos, surgieron tres
grupos de clasificacién de los documentos, el primer grupo son los documentos que
exponen formas de construir la curva logaritmica (en el quedaron clasificados dos

documentos (ver Tabla 5.), utilizando conceptos como la progresién aritmética y geométrica
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y la semejanza de tridangulos, elementos de su evolucidn histérica (ver seccion 1.4. Evolucidn
histérica del concepto representacion grafica de la funcion logaritmica) a partir de los cuales

se puede construir la grafica de la curva mencionada.

Los dos documentos presentan en su contenido construcciones de la grafica de la funcién
logaritmica apoyada en los recursos de construccién geométrica y movimiento que brinda
la tecnologia, realizando una aproximacién a la curva logaritmica a través de la relacién
entre una progresién geométrica y una progresion aritmética, elementos que inspiraron a
Napier en el siglo XVII; ademas, exponen consideraciones al por qué estos elementos
histéricos deben estar ligados a la explicacién que se presente actualmente en las aulas,
contribuyendo en la generacidn de reflexiones sobre la pertinencia, el conocimiento y la

ensefianza de este objeto.

Debido a lo anterior y a las motivaciones que dieron origen a este estudio, se considera que
estos serdn los documentos que se analicen en la totalidad de su informacién ofrecida, ello
con el fin de contribuirle al profesor en formacidn, un conocimiento sobre el objeto
matematico, identificando en estos documentos el conocimiento didactico del contenido y

por lo tanto proponer un conjunto de conocimientos para el profesor de matematicas.

Para realizar el analisis pertinente de los documentos se eligié la herramienta Atlas.ti,
puesto que ella constituye un medio idéneo, altamente reconocido y utilizado en las

investigaciones de tipo cualitativo; para la extraccion, organizacién y categorizacién de
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datos, asi como también el establecimiento de redes y relaciones conceptuales.

Permitiendo el manejo y andlisis de un gran volumen de datos de manera eficiente.

2.2.3.1. Categorias de Andlisis

Para la construccién de las categorias, se inicid por resaltar en los dos documentos (ver
Tabla 5.) los segmentos de texto que ofrecian informacién importante sobre el CDC del
profesor, de acuerdo con el contenido del segmento se construyeron categorias de
clasificacién los cuales permitieron obtener una red y una caracterizacion de lo tratado en
dichos segmentos. Las categorias resultantes se empataron con la propuesta de Pinto
(2010, p. 23) y los componentes que se describen en esta propuesta. Para el tratamiento
de las construcciones que inicialmente fueron consideradas como parte del CDC que el
profesor debia tener como estrategias de ensefianza, se considera que se le debia dar una
atencion especifica con el fin de no desatender la riqueza de estas construcciones, en tanto
se hace uso de la teoria APOS con el fin de hacer una caracterizacion de la comprensién del
objeto, es importante que se considere esta caracterizacién como una entre varias que se

pueden realizar y ademas como parte de ese CDC que el profesor debe poseer.

Las categorias de andlisis se pueden clasificar en cuatro grandes grupos pertenecientes a
una general titulada: Conocimiento didactico del contenido del profesor; con el animo de
especificar cudles son las caracteristicas de los segmentos de texto que pertenecen a cada
uno de estos grupos, se presenta a continuacion la red de las categorias de analisis, seguido
de la descripcion de las caracteristicas generales de ellas y luego de manera especifica se

define cada categoria.
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JUSTIFICACIONES
Y FUERZA DEL
CONCEPTO

CONCEPTO DE < MANIFIESTO
LOGARITMO .

CONCEPTO DE MANIFIESTO
CONOCIMIENTO s <
DEL CONTENIDO LOGARITMICA DESEABLE

MATEMATICO A

ENSENAR
GENESIS DEL CONCEPTO DE
LOGARITMO

CONOCIMIENTO GENESIS DEL CONCEPTO DE LA
DE LA HISTORIA REPRESENTACION GRAFICA DE
DEL CONCEPTO LA FUNCION LOGARITMICA

CONOCIMIENTO DE LOS
HECHOS ASOCIADOS AL
DESARROLLO DEL CONCEPTO

ESTRATEGIAS
CONOCIMIENTO ENSENANZA
DIACTICO DEL CONOCIMIENTO DE USUALES

CONTENIDO DEL ESTRATEGIAS DE
PROFESOR | ENSENANZA Y PROCESO DE

REPRESENTACIONES CONSTRUCCION DE LA

INSTRUCCIONALES REPRESENTACION FORMAS DE
GRAFICA DE LA \[ CONOCER PROCESO
FUNCION

LOGARITMICA

OBJETO

CONOCIMIENTO DE
LOS PROCESOS DE
APRENDIZAJE DEL

ESTUDIANTE

SENTIDO REFLEXIVO
DEL PROFESOR

Red 1. Red de categorias de andlisis.

Para la descripcién general de los cédigos, es necesario volver a ratificar lo que vamos a
entender por Conocimiento Diddctico Del Contenido Del Profesor, que resulta siendo la

categoria principal y en la cual se encuentran incluidas todas las otras; se entenderd por
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conocimiento didactico del contenido del profesor a los conocimientos que debe o deberia
tener el profesor con base en un contenido de la asignatura para la ensefianza de este, en
particular la representacion grafica de la funcidén logaritmica desde su naturaleza histérica.
Esta categoria se encuentra dividida en cuatro categorias y la primera de estas se titula
Conocimiento del Contenido Matemdtico a Ensefiar esta es una aproximacién a la primera
categoria que establece Pinto (conocimiento del contenido matematico a ensefiar) y que
en ella se incluyen la Justificacion y fuerza del concepto como una union entre los elementos
especificos de la fuerza del concepto y algunas asociaciones con los conocimientos sobre el
curriculo matematico; las categorias de Concepto de logaritmo y Concepto de funcion
logaritmica hacen parte del componente de conocimientos sobre un tépico especifico; y el
Conocimiento de la Historia del Concepto con todos sus elementos hacen parte del

componente que Pinto titula los conocimientos sobre la actividad matematica general.

Para el caso de los elementos expuestos en la segunda de esas categorias el Conocimiento
de Estrategias de Ensefianza y Representaciones Instruccionales, ninguno apunta a uno
componente en especifico de los que describe Pinto en esta categoria, se considera que
puede desarrollar elementos de los tres componentes, pero no todos; sin embargo si se
mantiene esa nocion y consideraciones que Pinto propone para esta categoria. Otro rasgo
importante de los componentes mencionados en esta categoria, es que se propone a Los
Proceso de Construccion de la Representacion Grdfica de la Funcion Logaritmica como el
conocimiento de estrategias que ponen en evidencia el desarrollo histérico del concepto y

qgue evidentemente hace parte de ese amplio repertorio de representaciones y estrategias
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instruccionales, que deberia poseer el profesor, permitiéndole conocer una caracterizacién
de la comprensién del objeto a través de las formas de conocer planteadas en la teoria
APOS; ademas las Estrategias de Ensefianza Usuales seran aquellas se identifiquen a través

de la literatura como las que el docente conoce y usa de manera habitual.

En la categoria titulada Conocimiento de los Procesos de Aprendizaje del Estudiante, que se
corresponde a la cuarta categoria planteada por Pinto, se revisa, solo un elemento en
particular, pero con el fin de exponer un conocimiento que se identificé en los documentos
analizados y que el profesor debe conocer sobre los procesos de los estudiantes. No es de

interés en esta investigacidon ahondar en los otros elementos que propone Pinto.

La ultima categoria, que se propone en este trabajo, se considera que se encuentra envuelta
en las que describe Pinto, pero que indudablemente para el propdsito de la investigacion
es necesario resaltarla y proponerla como una cuarta categoria, E/ Sentido Reflexivo del

Profesor.

2.2.3.2.  Descripcion de las categorias de andlisis

A continuacion se presentarad la descripcion especifica de las categorias con el fin de mostrar

bajo qué definiciones se analizé la informacién de los documentos.

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO DEL PROFESOR: Son los segmentos de texto
donde se evidencia el conocimiento que el profesor posee o debe poseer para la ensefanza

de la representacion grafica de la funcién logaritmica.
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CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO MATEMATICO A ENSENAR: segmentos de texto
donde se evidencien los contenidos especificos del contenido matematico para la
ensefianza, sobre los cuales el profesor debe tener un dominio minimo y sélido, que
le permita incrementar la capacidad de implementar actividades diferentes en el aula

y justificar la ensefanza y aprendizaje de un tépico.

JUSTIFICACIONES Y FUERZA DEL CONCEPTO: son los segmentos de texto que le dan
la importancia a la ensefanza del concepto en el curriculo matematico, resaltando
las caracteristicas Unicas y relevantes del concepto, junto a la relacidn con otros
conocimientos (aplicaciones del concepto, y las consideraciones de este como

conocimiento previo a otros).

CONCEPTO DE LOGARITMO: segmentos de texto que demuestran los elementos,
gue el profesor debe tener de dominio del concepto de logaritmo, como lo son: las
caracteristicas esenciales, las diferentes representaciones, las principales
alternativas de aproximaciéon al objeto, sus usos en las diferentes ramas de la
matematica, el conocimiento conceptual y procedimental del concepto de
logaritmo. Estos segmentos se clasifican en dos componentes, el manifiesto y

deseable.

MANIFIESTO: Son los segmentos de textos que describen los conocimientos que

los investigadores manifiestan que ya poseen los profesores de matematicas.
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DESEABLE: Son los segmentos de texto que se reconoce como esperados para
gue el docente posea, con el fin de enriquecer la ensefianza de la representacién

grafica de la funcién logaritmica.

CONCEPTO DE FUNCION LOGARITMICA: segmentos de texto que demuestran los
elementos, que el profesor debe tener de dominio del concepto de funcién
logaritmica, como lo son: las caracteristicas esenciales, las diferentes
representaciones, las principales alternativas de aproximacién al objeto, sus usos
en las diferentes ramas de la matematica, el conocimiento conceptual vy
procedimental del concepto de logaritmo. Estos segmentos se clasifican en dos

componentes.

MANIFIESTO: Son los segmentos de textos que describen los conocimientos que

los investigadores manifiestan que ya poseen los profesores de matematicas.

DESEABLE: Son los segmentos de texto que se reconoce como esperados para
gue el docente posea, con el fin de enriquecer la ensefianza de la representacién

grafica de la funcién logaritmica.

CONOCIMIENTO DE LA HISTORIA DEL CONCEPTO: segmentos de texto que
describen la evolucion historica, los principales problemas y cambios en las

nociones o conceptos, los fendmenos sociales y culturales asociados con la
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apariciéon y desarrollo del concepto. Ademas el conocimiento de la naturaleza
conceptual y epistemolégica, los conocimientos aqui clasificados se organizan en

grupos de acuerdo con:

GENESIS DEL CONCEPTO DE LOGARITMO: los segmentos de texto que muestran
las concepciones que se tuvieron en cuenta en cada una de las etapas del

desarrollo histérico del concepto de logaritmo.

GENESIS DEL CONCEPTO DE LA REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION
LOGARITMICA: los segmentos de texto que muestran las concepciones que se
tuvieron en cuenta en cada una de las etapas del desarrollo histérico de la

representacion grafica de la funcion logaritmica.

CONOCIMIENTO DE LOS HECHOS ASOCIADOS AL DESARROLLO DEL CONCEPTO:
los segmentos de texto que describen los fendmenos sociales, culturales y

cientificos asociados con la aparicién y desarrollo del concepto.

CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE ENSENANZA Y REPRESENTACIONES
INSTRUCCIONALES: son los segmentos de texto que dan cuenta del conocimiento de
las estrategias y representaciones instruccionales para la ensefianza de un concepto
especifico, se hace referencia a el cdmo organizar, secuenciar y presentar el
contenido los métodos de ensefianza y aprendizaje especificos del concepto.

Teniendo en cuenta que se deben conocer las estrategias que los investigadores en
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educacién matematica catalogan como usuales y cdmo reconocer e implementar

nuevas formas de instruccion. En tanto dividimos este apartado en:

ESTRATEGIAS ENSENANZA USUALES: los segmentos de texto que describen las

estrategias instruccionales especificas que se manejan usualmente en el aula.

PROCESO DE CONSTRUCCION DE LA REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION
LOGARITMICA: los segmentos de texto que se catalogaran como las estrategias
instruccionales especificas que utilizan el desarrollo histérico del concepto, en este
caso especifico las tratadas bajo las construcciones de representacién grafica de la

funcidn logaritmica propuestas en los documentos.

FORMAS DE CONOCER: son los mecanismos de construccion del conocimiento

identificados en las propuestas de construccion.

ACCION: Los segmentos de texto que evidencian cualquier operacién mental
o fisica repetible que transforma de alguna manera un objeto fisico o mental,

tienden a ser algoritmicas y de formas externa.

PROCESO: Son los segmentos de texto que indican una actividad interna y
completamente controlada por el sujeto, cuando la accién es repetida
manual o mentalmente y no es provocada necesariamente por estimulos

externos.
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OBIJETO: Los segmentos de texto que permite al sujeto nombrar el objeto y
conectar dicho nombre con el proceso a partir del cual se construyé el objeto

perseguido.

CONOCIMIENTO DE LOS PROCESOS DE APRENDIZAJE DEL ESTUDIANTE: son los
segmentos de texto que describan las dificultades y problemas que presentan los
estudiantes durante el estudio del concepto de logaritmo y la representacién grafica

de la funcién logaritmica.

SENTIDO REFLEXIVO DEL PROFESOR: los segmentos de texto que evidencien los
cuestionamientos que el profesor debe hacerse, sobre la naturaleza de la
representacion grafica de la funcién logaritmica, con el fin de potenciar la ensefianza

del concepto.

Se hace necesario aclarar que varios de los elementos que se muestran en el esquema se
corresponden a factores identificados por Lee Shulman y Pinto como parte del CDC. Para
efectos de cumplir con el objetivo de la investigacidn, esta tercera fase del analisis, se
centraliza en dos de las categorias (1) el conocimiento del contenido matematico a enseiiar,
ya que este, nos permite identificar esos elementos que desde la literatura en EM se deben
considerar como parte del CDC, y (2) Conocimiento de estrategias de ensefianza y de
representaciones instruccionales, donde se ha identificado la categoria Construccion de la

representacion grdfica de la funcion y al interior de ella la categoria Formas de conocer, ya
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que desde las formas de conocer accidn, proceso y objeto se caracterizan las construcciones

propuestas de la representacién grafica de la funcién logaritmica.

Una forma de validar las clasificaciones o identificaciones de los investigadores en cuanto
acciones, procesos y objetos fue la elaboracion y gestion de un taller para profesores de la
linea de analisis en el Simposio de Sociedad de Educacidn e Investigacién en Educacidn
Matematica SEIEM en el aiio 2014 en la ciudad de Salamanca. En este taller se presentaron
algunas de las clasificaciones ya realizadas por el grupo investigadores para confrontarlas
con las consideraciones del grupo de profesores que integran GIDAM que asistio a dicho
evento en Espafia. También se socializaron las componentes del CDC mediante la

presentacion de ellas en el evento mencionado (Vargas, Castafieda, & Novoa, 2014)
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3. CAPITULO 3. ANALISIS Y RESULTADOS

En este capitulo, se presenta el analisis, considerando la informacién obtenida de los
documentos, del marco de referencia y de las categorias de analisis (expuestas en el
capitulo anterior); con el fin de exponer y proponer un conjunto de conocimientos para el

profesor de matematicas.

Para este analisis se comenzara por presentar cudles fueron los documentos seleccionados
y cdmo quedaron catalogados; posteriormente se exponen las redes resultantes del analisis
de los dos documentos de acuerdo con las categorias propuestas, para ello inicialmente se
muestran los resultados evidenciados del analisis realizado con la teoria del CDC, e inmerso
en este se expone una caracterizacién de la construcciones propuestas por los autores de
los documentos a través de la teoria de comprension APOS; los resultados del CDC se
describen sin hacer diferencia en el documento del cual fue tomado, mientras que en los
de APOS es necesario hacer dicha diferencia, ya que las construcciones presentadas en cada

uno de los documentos son diferentes.

3.1. DOCUMENTOS SELECCIONADOS
En la siguiente tabla se dan a conocer los 13 documentos resultantes de la busqueda en la

literatura en EM, en los cuales se podia encontrar evidencia de la construccion de la
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representacion grafica de la funcidn logaritmica basada en su desarrollo histérico) quedaron

seleccionados.

NUMERO

CARACTERISTICAS DEL DOCUMENTO

TiTULO,
AUTORY ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TITULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TITULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

Los logaritmos, un abordaje desde la Historia de la
Matematica y las aplicaciones actuales. (Abrate &
Pocholu, 2007)

Articulo

En este trabajo se presentan algunas sugerencias de disefio
de actividades para la clase de logaritmos, en el intento de
apartarse del tratamiento tradicional, proponen recuperar
la construccidon histérica por la que atravesaron, las
nociones de progresiéon geométrica y aritmética, y algunas
de sus multiples aplicaciones.

El discurso matematico escolar de los logaritmos en libros
de texto. (Castaneda, Rosas, & Molina, 2010)

Articulo

En este articulo se utiliza la nocién tedrica del discurso
matematico escolar para analizar el tema del logaritmo en
cinco obras de texto, con la finalidad de identificar los
rasgos de tipo conceptual, de enfoque didactico o referidos
a la organizacion del saber que son comunes en las obras
escolares y que han configurado un discurso oficial para la
clase de matematicas a partir del cual se escriben nuevas
obras, se organizan lecciones de clase, etcétera. Esta
investigacion ofrece una caracterizacidon del manejo escolar
del logaritmo, mostrando el sentido de las definiciones,
actividades, asi como los usos y aplicaciones que los
autores establecen.

Elementos histdricos para la ensefianza de la funcién
logaritmica en la educacion basica. (Escobar, 2012)

Trabajo de Pregrado
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DESCRIPCION

TITULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

Este trabajo de grado brinda algunos elementos desde la
perspectiva de la Historia de las Matematicas para
contribuir al mejoramiento de la ensefianza de la funcion
logaritmica en los grados 8° y 9° de la Educacion Bdsica.
Para ello, explora las representaciones del docente frente
a la caracterizacion matematica de la funcidon, su
metodologia de ensefianza, la Historia de las Matematicas
y asuntos curriculares e institucionales influyentes en la
ensefianza de la funcion, a través de entrevistas directas a
diez docentes de Matematicas en la ciudad de Santiago de
Cali seleccionados bajo pardmetros preestablecidos.
Ademas, realiza una propuesta de intervencion histérica
para la ensefianza de la funcién logaritmica, y recomienda
bibliografia a los docentes con el fin de incentivar la
consulta en Historia de las Matemdticas para su
implementacién en la transmisién de este objeto
matematico e influir en su eficaz aprendizaje.

Una Vision Socioepistemoldgica. Estudio de la Funcidn
Logaritmo. (Ferrari, 2001)

Trabajo de Maestria

Identificando una “dislexia” entre los enfoques aritmético
y funcional producida en la ensefianza de los logaritmos,
este trabajo proporciona elementos para explicar este
fendmeno asi como también, sentar las bases para un
posterior disefio de situacion didactica que se preocupe
por dotar de significado a tales nociones. Para ello,
recurren a varios textos originales vy libros de historia que
reflejan el desarrollo de la comunicacidn y divulgacion de
las nociones relacionadas con los logaritmos desde su
definicion en el siglo XVII, hasta nuestros dias. Presentando
en él, un analisis de los libros de textos considerados como
representativos, y de la curricula de los sistemas educativos
argentino y mexicano para conocer cdmo vivieron y viven
los logaritmos en el discurso matematico escolar de
distintas épocas.
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TiTULO,
AUTORY ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TITULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

Finalmente realizan una reflexion en torno a los posibles
disefios de situaciones diddacticas que pueden sustentarse
en este trabajo, dejando abierto a la discusidn tal topico.

Algunas consideraciones didacticas sobre el concepto de
logaritmo y de funcién logaritmica y sus posibilidades en
la educacion basica y media. (Gacharna, 2012)

Trabajo de Maestria

Este trabajo tiene por objetivo identificar aspectos
didacticos de los conceptos logaritmo y funcion logaritmica
por medio de las perspectivas disciplinar, histérica vy
epistemoldgica que logren generar actividades apropiadas
para la ensefianza de estos conceptos por estudiantes de
grado noveno. Esto se logra revisando los aspectos del
desarrollo histérico de los logaritmos distinguiendo entre
la exploracién algoritmica, la exploraciéon numérica
utilitaria, la exploracion grafica geométrica y la exploracion
analitica hasta llegar a la parte formal del concepto de
logaritmo.

Segmentos de la historia: la funcion logaritmica.(Gonzalez
& Vargas, 2007)

Articulo

El nacimiento, desarrollo y consolidacién del concepto de
funcién logaritmica, que ha sido estudiado desde
diferentes puntos de vista por distintos historiadores,
puede ser dividido en diferentes etapas. A lo largo de este
articulo, se muestran las diferentes concepciones que han
tenido los matematicos a través de la historia. Asi,
inicialmente, se muestran las concepciones aritmético-
geométricas que tuvieron Napier y Blrgi alrededor del
concepto de logaritmo. Posteriormente, se relaciona este
concepto con curvas y series para poco a poco ir formando
parte del mundo de las funciones trascendentes vy
finalmente relacionarlo con la funcién exponencial.
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TiTULO,
AUTORY ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TiTULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TiTULO,
AUTORY ANO

La Funcidn Logaritmo bajo la Perspectiva de la
Construccion dada por Agnesi (1748). (Lopez & Ferrari,
2007)

Articulo

Apoyados en un analisis del discurso matematico escolar,
contenido en libros de nivel bachillerato y licenciatura, este
articulo describe que: la forma de introducir la grafica de la
funcién logaritmo es realizada mediante: simetria, area
bajo la curva o una tabla, lo cual es presentado sin
argumentos suficientes que nos permita deducir vy
entender la construccion de la funcion logaritmo (Lopez et
al., 2003). En general, los logaritmos son presentados en un
sentido algoritmico o incluso, axiomatico, mds que como
resultado de un razonamiento o una construccion (Ferrari,
2001).

Basados en los supuestos de la socioepistemologia, busca
evidenciar que utilizar una herramienta distinta permitira
generar funcién logaritmo (Lépez et al., 2003), buscamos
evidenciar que utilizar una herramienta distinta permitira
generar significados mds alld de aquellos logrados
actualmente

Historia de los logaritmos. (Tapia, 2003)

Articulo

En este documento se hace una sintesis de la evoluciéon de
los logaritmos, describiendo hechos sociales y situacién
general de la época que facilitd cada una de las etapas de
su desarrollo. Iniciando por los aportes de Arquimedes y
Stifel, donde se comparaban funciones aritméticas con
geométricas, pasando por Naper, Blirgi y Briggs, con las
tablas de logaritmos, hasta Euler con la relacién entre la
funcidn exponencial y la logaritmica.

El logaritmo: écdmo animar un punto que relacione una
progresidon geométrica y una aritmética? (Vargas et al.,
2011)
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10

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TiTULO,
AUTOR Y ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

Articulo

Este articulo presenta en su contenido una construccion de
la grafica de la funcién logaritmica apoyada en los recursos
de construccidon geométrica y movimiento que brinda la
tecnologia, para realizar una aproximacién a la curva
logaritmica a través de la relacion entre una progresion
geométrica y una progresion aritmética, reconstruyendo el
concepto de logaritmo, usando algunos de los elementos
gue inspiraron a Napier en el siglo XVII, los cuales
consideran deben estar ligados a la explicacion que se
presente actualmente en las aulas. Dicha construccién
evidencia esta relacion entre las progresiones y propone
favorecer la comprensién del concepto logaritmo,
contribuyendo en la generacién de reflexiones como, por
ejemplo, por qué la base e y qué es lo “natural” del
logaritmo natural.

Un Estudio socioepistemolégico de lo logaritmico: la
construccion de una red de modelos. (Ferrari & Farfan,
2008)

Articulo

Desde una visidn socioepistemoldgica, y el entramado de
practicas sociales y representaciones sociales que las
mismas generan, se establece un didlogo diferente al
discurso escolar imperante. En este reporte, se hace una
reflexion sobre los argumentos que los alumnos de
licenciatura en matematicas utilizaron, ante Ia
construccion geomeétrica de las funciones cuadratica vy
logaritmica utilizando el ambiente de geometria dindmica,
para reconocer y describir las funciones mencionadas. Este
trabajo se desarrollé utilizando la ingenieria didactica como
metodologia de investigacién por tanto incluye algunas
reflexiones desde el discurso matematico escolar, desde la
epistemologia de la funcidn logaritmo y un breve estado de
arte de estas nociones.

77



Un Andlisis de la Representacion Grdfica de la Funcion Logaritmica: Historia y Conocimiento Diddctico del Contenido

11

12

TITULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TITULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

An inquiry into high school students' understanding of
logarithmis. (Berezovski, 1991)

Tesis de Maestria

El concepto matematico de los logaritmos juega un papel
crucial en muchos aspectos de la existencia humana. Este
estudio pretende analizar y describir las cuestiones
involucradas en la comprensién de los logaritmos en los
estudiantes de high school y se resaltan las dificultades mas
comunes a las que los estudiantes se enfrentan a medida
gue desarrollan su comprension.

Dos ideas tedricas generales guian esta investigacion: la
comprensidon y los obstaculos matematicos. La version
adaptada del modelo de Confrey para la comprension de
los exponentes por los estudiantes se aplico para investigar
la comprension de los estudiantes sobre los logaritmos.
Como resultado de ello se obtuvo una descripcion de
dificultades de los estudiantes con los logaritmos, y se
presentaron sugerencias de posibles explicaciones de las
fuentes de estas dificultades.

En cuanto a la practica docente, El trabajo se enfocd en la
introduccidn inicial de los logaritmos. En el curriculo
tradicional los logaritmos se introducen como exponentes.
Sin embargo, histéricamente logaritmos se desarrollaron
con total independencia de los exponentes. Mas alla la
investigacion intentara evidenciar la viabilidad y los
beneficios del enfoque histérico para la ensefianza.

O ensino dos logaritmos a partir de uma perspectiva
histdrica. (Oliveira, 2005)

Tesis de Maestria

Este estudio tiene como objetivo presentar una secuencia
de actividades para trabajo pedagdgico, teniendo como
hilo conductor la historia de las matematicas, la bdsqueda
de el origen del concepto de logaritmos, y la relacién de las
matematicas con la musica, con el fin de entender lo que el
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TITULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

13

DESCRIPCION

potencial de una actividad desde una perspectiva histérica,
tendria con respecto al proceso de ensenanza aprendizaje.
Para lograr este objetivo, realiza un estudio sobre las
potencialidades pedagodgicas del uso de la historia de las
matematicas.

La construccion de los logaritmos: Historia y proyecto
didactico. (Martinez, Sales, & Gumbau, 2013).

Libro

El logaritmo nace como respuesta a la imposibilidad de
calcular una potencia con un exponente decimal, de forma
que las soluciones a estos calculos exponenciales se
encuentran recogidas en las llamadas tablas de logaritmos.
Pero, si no se puede realizar el calculo, icomo se han
obtenido esas tablas?. Dar respuesta a esta y otras
cuestiones es lo que se plantean los autores cuyo trabajo
se divide en dos partes: la reelaboracién del concepto de
logaritmo en la historia y la creacién de una tabla propia de
logaritmos que pueda servir para iniciar en la investigacion
a futuros estudiantes de carreras cientificas

Tabla 4. Documentos seleccionados de la busqueda en la literatura en Educacion Matemdtica.

Ahora se mostrara como quedaron catalogados los 13 documentos anteriores, de acuerdo

con los grupos que se proponen en la metodologia.

3.1.1. Documentos que evidencian una construccion de la representacion

grafica de la funcidn logaritmica basada en elementos de su desarrollo

historico.

A este grupo pertenecen los documentos que evidencian una construccion de la

representacion grafica de la funcién logaritmica basadas en elementos de su desarrollo
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histdrico, estos son los documentos que se analizan bajo las categorias de andlisis; ademas

con las construcciones propuestas en estos documentos, se caracterizara a la luz de la teoria

APOQOS, las formas de conocer accidn, proceso y objeto.

NUMERO

TiTULO,
AUTOR Y ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TiTULO,
AUTOR Y ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

CARACTERISTICAS DEL DOCUMENTO

La Funcidon Logaritmo bajo la Perspectiva de |la
Construccion dada por Agnesi (1748). (Lopez & Ferrari,
2007)

Articulo

Apoyados en un analisis del discurso matematico escolar,
contenido en libros de nivel bachillerato y licenciatura, este
articulo describe que: la forma de introducir la grafica de la
funcién logaritmo es realizada mediante: simetria, area
bajo la curva o una tabla, lo cual es presentado sin
argumentos suficientes que nos permita deducir y
entender la construccion de la funcién logaritmo (Lopez et
al., 2003). En general, los logaritmos son presentados en un
sentido algoritmico o incluso, axiomatico, mas que como
resultado de un razonamiento o una construccion (Ferrari,
2001). Basados en los supuestos de la socioepistemologia,
busca evidenciar que utilizar una herramienta distinta
permitira generar funcién logaritmo (Lopez et al., 2003),
buscamos evidenciar que utilizar una herramienta distinta
permitird generar significados mas alld de aquellos
logrados actualmente

El logaritmo: ¢cdmo animar un punto que relacione una
progresion geométrica y una aritmética? (Vargas et al.,
2011)

Articulo
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Este articulo presenta en su contenido una construccion de

la grafica de la funcién logaritmica apoyada en los recursos

de construccidn geométrica y movimiento que brinda la

tecnologia, para realizar una aproximacién a la curva

logaritmica a través de la relacidon entre una progresion

geomeétrica y una progresion aritmética, reconstruyendo el

] concepto de logaritmo, usando algunos de los elementos

DESCRIPCION que inspiraron a Napier en el siglo XVII, los cuales

consideran deben estar ligados a la explicacion que se

presente actualmente en las aulas. Dicha construccién

evidencia esta relacion entre las progresiones y propone

favorecer la comprensiéon del concepto logaritmo,

contribuyendo en la generacién de reflexiones como, por

ejemplo, por qué la base e y qué es lo “natural” del
logaritmo natural.

Tabla 5. Documentos que evidencian una construccion de la representacion grdfica de la funcion logaritmica

basadas en elementos de su desarrollo historico.

3.1.2. Documentos que contienen una descripcion de los hechos y desarrollo

histérico del concepto de logaritmo o funcién logaritmica.

Este segundo grupo, se encuentra conformado por los documentos que se dedican solo a
hacer una descripcién de los hechos y desarrollo histérico del concepto de logaritmo o
funcién logaritmica; dichos documentos fueron los que se tuvieron en cuenta como
referentes tedricos (ver seccion 1.4.), puesto que permitieron una fundamentacion de la

evolucidn del concepto.

NUMERO CARACTERISTICAS DEL DOCUMENTO
TITULO, Segmentos de la historia: la funcion logaritmica. (Gonzalez
6 AUTORY ANO & Vargas, 2007)
CLASE DE )
Articulo
DOCUMENTO
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DESCRIPCION

TITULO,
AUTOR Y ANO
CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

El nacimiento, desarrollo y consolidacién del concepto de
funcién logaritmica, que ha sido estudiado desde
diferentes puntos de vista por distintos historiadores,
puede ser dividido en diferentes etapas. A lo largo de este
articulo, se muestran las diferentes concepciones que han
tenido los matemadticos a través de la historia. Asi,
inicialmente, se muestran las concepciones aritmético-
geométricas que tuvieron Napier y Biirgi alrededor del
concepto de logaritmo. Posteriormente, se relaciona este
concepto con curvas y series para poco a poco ir formando
parte del mundo de las funciones trascendentes y
finalmente relacionarlo con la funcién exponencial.

Historia de los logaritmos. (Tapia, 2003)

Articulo

En este documento se hace una sintesis de la evolucién de
los logaritmos, describiendo hechos sociales y situacion
general de la época que facilitd cada una de las etapas de
su desarrollo. Iniciando por los aportes de Arquimedes y
Stifel, donde se comparaban funciones aritméticas con
geométricas, pasando por Naper, Biirgi y Briggs, con las
tablas de logaritmos, hasta Euler con la relacién entre la
funcidn exponencial y la logaritmica.

Tabla 6. Documentos que describen el desarrollo histérico y los hechos que dieron origen a la construccion de

la representacion grdfica de la funcion logaritmica.

3.1.3. Documentos que aportan evidencias, estrategias y apoyo para el profesor

de matematicas para la ensefianza de los logaritmos y funcion

logaritmica.

A este tercer y Ultimo grupo, le pertenecen los documentos que seran reconocidos como

las evidencias, estrategias y apoyo para el profesor de matematicas para la ensefianza de
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los logaritmos y funcién logaritmica; estos textos, como bien se nombré anteriormente
serdn la evidencia y sustentacién de muchas de las consideraciones a los elementos

propuestos para hacer parte del conocimiento didactico de contenido.

NUMERO CARACTERISTICAS DEL DOCUMENTO

TiITULO, Los logaritmos, un abordaje desde la Historia de la
AUTORY ANO @ Matematica y las aplicaciones actuales. (Abrate &
Pocholu, 2007)

CLASE DE i
Articulo
DOCUMENTO
1
En este trabajo se presentan algunas sugerencias de disefio
de actividades para la clase de logaritmos, en el intento de
) apartarse del tratamiento tradicional, proponen recuperar
DESCRIPCION la construccién histérica por la que atravesaron, las
nociones de progresion geométrica y aritmética, y algunas
de sus multiples aplicaciones.
TITULO, El discurso matematico escolar de los logaritmos en libros
AUTORY ANO | de texto. (Castafieda et al., 2010)
CLASE DE )
Articulo
DOCUMENTO
En este articulo se utiliza la nocién tedrica del discurso
2

matematico escolar para analizar el tema del logaritmo en
cinco obras de texto, con la finalidad de identificar los
DESCRIPCION | Fasgos de tipo conceptual, de enfoque didactico o referidos
a la organizacién del saber que son comunes en las obras
escolares y que han configurado un discurso oficial para la
clase de matematicas a partir del cual se escriben nuevas
obras, se organizan lecciones de clase, etcétera. Esta
investigacion ofrece una caracterizacion del manejo
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TITULO,
AUTOR Y ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

3
DESCRIPCION
TiTULO,
AUTOR Y ANO
4
CLASE DE
DOCUMENTO

escolar del logaritmo, mostrando el sentido de las
definiciones, actividades, asi como los usos y aplicaciones
gue los autores establecen.

Elementos historicos para la ensefianza de la funcién
logaritmica en la educacion basica.(Escobar, 2012)

Trabajo de Pregrado

Este trabajo de grado brinda algunos elementos desde la
perspectiva de la Historia de las Matematicas para
contribuir al mejoramiento de la enseflanza de la funcién
logaritmica en los grados 8° y 9° de la Educacion Basica.
Para ello, explora las representaciones del docente frente
a la caracterizacion matematica de la funcidén, su
metodologia de ensefianza, la Historia de las Matematicas
y asuntos curriculares e institucionales influyentes en la
ensefianza de la funcion, a través de entrevistas directas a
diez docentes de Matematicas en la ciudad de Santiago de
Cali seleccionados bajo parametros preestablecidos.

Ademas, realiza una propuesta de intervencion histérica
para la ensefianza de la funcién logaritmica, y recomienda
bibliografia a los docentes con el fin de incentivar la
consulta en Historia de las Matematicas para su
implementacién en la transmision de este objeto
matematico e influir en su eficaz aprendizaje.

Una Vision Socioepistemoldgica. Estudio de la Funcién
Logaritmo. (Ferrari, 2001)

Trabajo de Maestria
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DESCRIPCION

TITULO,
AUTOR Y ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

Identificando una “dislexia” entre los enfoques aritmético
y funcional producida en la ensefianza de los logaritmos,
este trabajo proporciona elementos para explicar este
fendmeno asi como también, sentar las bases para un
posterior disefio de situacion didactica que se preocupe
por dotar de significado a tales nociones. Para ello,
recurren a varios textos originales y libros de historia que
reflejan el desarrollo de la comunicacién y divulgacion de
las nociones relacionadas con los logaritmos desde su
definicién en el siglo XVII, hasta nuestros dias. Presentando
en él, un analisis de los libros de textos considerados como
representativos, y de la curricula de los sistemas educativos
argentino y mexicano para conocer cdmo vivieron y viven
los logaritmos en el discurso matematico escolar de
distintas épocas.

Finalmente realizan una reflexiéon en torno a los posibles
disefios de situaciones didacticas que pueden sustentarse
en este trabajo, dejando abierto a la discusidn tal topico.

Algunas consideraciones didacticas sobre el concepto de
logaritmo y de funcion logaritmica y sus posibilidades en
la educacion basica y media. (Gacharna, 2012).

Trabajo de Maestria

Este trabajo tiene por objetivo identificar aspectos
didacticos de los conceptos logaritmo y funcion logaritmica
por medio de las perspectivas disciplinar, histérica y
epistemoldgica que logren generar actividades apropiadas
para la ensefianza de estos conceptos por estudiantes de
grado noveno. Esto se logra revisando los aspectos del
desarrollo histérico de los logaritmos distinguiendo entre
la exploracién algoritmica, la exploracion numérica
utilitaria, la exploracién grafica geométrica y la exploracién
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10

11

TITULO,
AUTOR Y ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

TiTULO,
AUTOR Y ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

analitica hasta llegar a la parte formal del concepto de
logaritmo.

Un Estudio socioepistemoldgico de lo logaritmico: la
construccion de una red de modelos. (Ferrari & Farfan,
2008)

Articulo

Desde una visidn socioepistemoldgica, y el entramado de
practicas sociales y representaciones sociales que las
mismas generan, se establece un didlogo diferente al
discurso escolar imperante. En este reporte, se hace una
reflexion sobre los argumentos que los alumnos de
licenciatura en matematicas utilizaron, ante la
construccion geométrica de las funciones cuadratica y
logaritmica utilizando el ambiente de geometria dindmica,
para reconocer y describir las funciones mencionadas. Este
trabajo se desarrollé utilizando la ingenieria didactica como
metodologia de investigaciéon por tanto incluye algunas
reflexiones desde el discurso matematico escolar, desde la
epistemologia de la funcidn logaritmo y un breve estado de
arte de estas nociones.

An inquiry into high school students' understanding of
logarithmis. (Berezovski, 1991)

Tesis de Maestria

El concepto matematico de los logaritmos juega un papel
crucial en muchos aspectos de la existencia humana. Este
estudio pretende analizar y describir las cuestiones
involucradas en la comprensidon de los logaritmos en los
estudiantes de high school y se resaltan las dificultades mas
comunes a las que los estudiantes se a medida que
desarrollan su comprension.
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12

TITULO,
AUTOR Y ANO

CLASE DE
DOCUMENTO

DESCRIPCION

Dos ideas tedricas generales guian esta investigacion: la
comprensién y los obstdculos matemadticos. La version
adaptada del modelo de Confrey para para la comprension
de los exponentes por los estudiantes se aplicd para
investigar la comprensiéon de los estudiantes sobre los
logaritmos. Como resultado de ello se obtuvo una
descripcién de dificultades de los estudiantes con los
logaritmos, y Se presentaron sugerencias de posibles
explicaciones de las fuentes de estas dificultades.

En cuanto a la practica docente, El trabajo se enfocd en la
introduccion inicial de los logaritmos. En el curriculo
tradicional los logaritmos se introducen como exponentes.
Sin embargo, histéricamente logaritmos se desarrollaron
con total independencia de los exponentes. Mas alla la
investigacidon intentara evidenciar la viabilidad y los
beneficios del enfoque histdrico para la ensefianza.

O ensino dos logaritmos a partir de uma perspectiva
histdrica. (Oliveira, 2005)

Tesis de Maestria

Este estudio tiene como objetivo presentar una secuencia
de actividades para trabajo pedagdgico, teniendo como
hilo conductor la historia de las matematicas, la busqueda
de el origen del concepto de logaritmos, y la relacidn de las
matematicas con la musica, con el fin de entender lo que el
potencial de una actividad desde una perspectiva histérica,
tendria con respecto al proceso de ensefanza aprendizaje.

Para lograr este objetivo, realiza un estudio sobre las
potencialidades pedagdgicas del uso de la historia de las
matematicas.
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TITULO, La construccion de los logaritmos.: Historia y proyecto
AUTORY ANO | didactico. (Martinez, Sales, & Gumbau, 2013).

CLASE DE
DOCUMENTO

Libro

El logaritmo nace como respuesta a la imposibilidad de
calcular una potencia con un exponente decimal, de forma
qgue las soluciones a estos calculos exponenciales se
13 encuentran recogidas en las llamadas tablas de logaritmos.
Pero, si no se puede realizar el cdlculo, icobmo se han

obtenido esas tablas?
DESCRIPCION
Dar respuesta a esta y otras cuestiones es lo que se

plantean los autores cuyo trabajo se divide en dos partes:
la reelaboracion del concepto de logaritmo en la historia y
la creacién de una tabla propia de logaritmos que pueda
servir para iniciar en la investigacion a futuros estudiantes
de carreras cientificas

Tabla 7. Documentos que aportan evidencias, estrategias y apoyo para el profesor de matemadticas para la

ensefianza de los logaritmos y funcion logaritmica.

3.2. COMPENDIO DE ELEMENTOS PROPUESTOS PARA HACER PARTE DEL CDC DEL PROFESOR,
CONCERNIENTE AL DESARROLLO HISTORICO DE LA REPRESENTACION GRAFICA DE LA

FUNCION LOGARITMICA

Una vez realizadas las etapas de busqueda, clasificacion y descripcién de los documentos
referentes a la funcién logaritmica y su desarrollo histérico, clasificdndolos de acuerdo con

tres caracteristicas, como se explicé en el capitulo de metodologia, fueron seleccionados
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entre ellos dos documentos, los cuales en su contenido presentan una construcciéon de la

representacion grafica de la funcion logaritmica basada en el desarrollo histérico de esta:

El primer documento, que se titula La Funcion Logaritmo bajo la Perspectiva de la
Construccion dada por Agnesi (1748), al cual en adelante nos referiremos como documento

numero uno.

El segundo documento titulado E/ logaritmo: icomo animar un punto que
relacione una progresion geométrica y una aritmética?, al cual en adelante nos

referiremos como el documento nimero dos;

Basados en los resultados de las categorias de analisis y las redes que nos ofrece el software
Atlas.ti, se organizara la presentacion de los resultados de dicho andlisis, para ello se
encontrara dividido en cuatro partes que se corresponden a cada una de las categorias que
pertenecen a Conocimiento diddctico del contenido del profesor asumiendo que lo
contenido en estas categorias compone la categoria nombrada, ademas segin como se
encuentre compuesta cada una de estas categorias se presentaran los conocimientos

identificados en ellas.
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3.2.1. Conocimiento del contenido matematico a ensefiar

De acuerdo con la red que se presenta a continuacién, se mostraran mostraran los
conocimientos identificados como parte de esta categoria, se hace a través de las redes
obtenidas de Atlas.ti respecto a: justificaciones y fuerza del concepto, concepto de
logaritmo, concepto de funcién logaritmica (diferenciando lo manifiesto y deseable), y el
conocimiento de la historia del concepto se presentard por medio de los resultados de sus

tres componentes.

JUSTIFICACIONES

¥ FUERZA DEL
COMNCEPTO

MANIFIESTO
CONCEPTO DE
LOGARITMO
DESEABLE

CONCEFTO DE MANIFIESTO

CONOCIMIENTO FUNCION

DEL CONTENIDO LOGARITMICA _
MATEMATICO A DESEABLE

ENSENAR

GENESIS DEL CONCEPTO DE
LOGARITMO

CONOCIMIENTO GENESIS DEL CONCEPTO DE L&
DE LA HISTORIA REPRESENTACION GRAFICA DE LA

DEL CONCEPTO FUNCION LOGARITMICA

CONOCIMIENTO DE LOS HECHOS
ASOCIADOS AL DESARROLLO DEL
CONCEPTO

Red 2. Conocimiento del contenido matemdtico a ensefiar
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>t

Aun cuando la definicion de
logaritmo de Napier no es la
definicion que em-

pleamos actuaimente (Hobson, 1914),
una adaptacion de su método original,
137

basado en movimiento de puntos,
podria usarse hoy en dia como una
alterna-

tiva para introducir los logaritmos
naturales (Katz, 1995)

Una construccion que evidencie esta
relacion entre las

progresiones favorece |a comprension
del concepto logaritmo y puede contri-
buir en la generacién de reflexiones
como, por ejemplo, por qué la base ¢
qué

¢5 1o "natural” del logaritmo natural.

B8)[1:2219)

Nuestro interés por el estudio de los
logaritmos partié, en un inicio, del
hecho que, segun se reportara en
Ferran (2001), la

manipulacion errdnea de los mismos
da cuenta de la no apropiacion de la
nocion logaritmo,

producto de no ser construida
escolarmente, En ese trabajo se reportd
1a dislexia escolar

producto del quiebre entre I3
presentacion operativa de los
logaritmos y la presentacion
funcional de los mismos.

a pesar de la importancia

que estos conceptos tienen a nivel de
1a educacion superior, el sinnumero de
aplicaciones en la modelacion de
fenomenos

ZI83:214d)

El logaritmo como funcion

Es importante tener presente que
muchas de las funciones estudiadas en
el siglo

XVI fueron primero examinadas como
curvas, antes de que el concepto de
funcion

estuviera totalmente determinado.
Esto ocurrio también en el caso de las
funciones

trascendentes elementales tales como
logx senxya

X

A

Justificaciones y FT:em del Concepto~

[1:68)[2:1965)

Si se considera como tarea del
profesor, por excelencia, el acercar a
sus estu-

diantes al estudio de una ciencia, se
deben propiciar actividades de estudio
que

ayuden 3 10s estudiantes a hacer
conexiones entre ideas y descubrir sus
interre.

laciones logicas.

[3:42][6:865)

Agnesi continga 1a discusion de la
curva logaritmo partiendo de este
grafico para obtener la

expresion algebraica, mediante

semejanza de tridngulos y extendiendo

las ideas a los
diferenciales.

Red 3. Justificaciones y fuerza del concepto

Los tres casos que hemos mostrado
nos llevan a aceptar, implicitamente,
que es imprescindible

conocer 1a expresion algebraica para
obtener la grafica de una funcién,
Hemos observado

también, que estas creencias son
fomentadas por ¢l uso de 1as
calculadoras graficadoras ya que

Ia mayoria de las actividades que se
diseRan para explorar las funciones y
enriquecer ¢l universo

gréfico, generan dependencia de las
expresiones algebraicas,

Tres son los argumentos que hallamos
al analizar algunos libros de texto de
nivel bachillerato y

licenciatura, en los que observamos
que la forma de introducir la grafica
de la funcién

logaritmo es realizada mediante las
duplas: expresion algebraica-tabla,
funcion inversa-simetria,

teorema fundamental del
Calculo-area. Todos estos
acercamientos son presentados sin
elementos suficientes que nos
permita deducir y entender la
construccion de la funcion
logaritmo, haciéndolo de modo
ostensivo,

Esto, puede hacer mas plausible
contextualizar la ensefanza

de las matematicas mediante Ia
presentacion de un concepto en
donde se ex-

ploran respuestas a preguntas tales
como ;de donde vino?, ;quién, por
quéy

como alguien pudo mencionar esto?

En los segmentos de texto que pertenecen a la Red 3 se evidencian tres cosas importantes
gue para el profesor de matematicas deberia ser de conocimiento e interés cada vez que se
concentra en la ensefianza de la representacion grafica de la funcion logaritmica, (1) la

manipulacidn que se puede titular como los autores lo dicen “errénea” de los logaritmos y
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funcién logaritmica en los libros de texto, en la ensefianza a través de las calculadoras, y de
la inmersidon de este concepto a través de la inversa de la funcion exponencial, (2) La
importancia de incluir este concepto a nivel de educacién superior y bachillerato con el fin
de potenciar todas las aplicaciones de este concepto y modelaciones de fendmenos, y (3)
el ensefiar este concepto desde su naturaleza histérica resalta del concepto elementos
como: porque la base e, lo natural del logaritmo natural, la relacidon entre una progresion
geométrica y una aritmética, y las conexiones con las construcciones de las
representaciones de otras funciones; ademas de propender por estrategias de ensefianza
gue hagan uso del desarrollo histdrico de un concepto. Estos conocimientos le ayudarian a
dar importancia a la ensefanza del concepto en el curriculo matematico, resaltando las
caracteristicas Unicas y relevantes de este concepto, junto a la relacién con otros
conocimientos (aplicaciones del concepto, y las consideraciones de este como

conocimiento previo a otros).

Si bien es importante que el profesor posea conocimientos que le permitan justificar la
fuerza de un concepto, también es pertinente que posea conocimiento del concepto; para
ello en este andlisis se identificaron en los documentos el conocimiento del concepto de
logaritmo y funcion logaritmica. Se encontré que ya hay conocimientos que el profesor
posee, pero otros que deberia poseer; luego los conocimientos en cuanto al Concepto de
Logaritmo y Funcidn Logaritmica, estaran definidos por los reconocidos como manifiestos

y deseables.
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El tercer momento corresponde ala Mannifiesto C.L~|— -
annifiesto C.L~ ;
etapa de los logaritmos como objetas & En general, los logaritmos son

tedricos, conceptos - presepta_dns en un sentiqn - )
trabajados en la ensefianza actual y glgorntmico o incluso, axiomatico, mas
que los encuentra escindidos de las que coma resultado de un
argumentaciones raznnamier]tn o una

necesarias, 1as cuales pueden construccion (Ferrari, 2001).

contribuir a dotarlos de un mayor
sentido, apartandolos de su
tratamiento actual que los reduce a
una aplicacion algoritmica de sus
propiedades apareciendo

en el aula sin ningdn antecedente
analitico que pudieran haber
adquirido los estudiantes hasta

ese momentao,

Red 4. Conocimientos manifiestos del concepto de logaritmo

se deben propiciar actividades de Estas facilidades tecnoldgicas
estudio que usadas sin reflexion alejan al
ayuden a los estudiantes a hacer estudiante de la comprension del
conexiones entre ideas y descubrir sus concepto de

interre- logaritmo y funciones logaritmicas,
laciones 16gicas. Esto, puede hacer razon por la cual se requiere que los

mas plausible contextualizar Ia ; pro-
ensenanza » [K% Deseable C.L.§ fesores e investigadores deban

de las matgma’ticas mediante la o plantear opciones que permitan,
presentacion de un concepto en / ‘\ mediante el

donde se ex- / '\. software, utilizar tanto las ideas de la

ploran respgestas 3 preounpgs tales / "\ construcciones de los conceptos origi
como ;de donde vino?, ;quién, por nales como el concepto actual.
quey ‘

¢émo alguien pudo mencionar esto?

\\

// \\
[1:80][8:1456) E [3:51][2:293]
Aun cuando la definicion de “el uso explicito de 1a covariacion de
logaritmo de Napier no esla progresiones
definicion que em- geométricas y aritméticas podria
pleamos actualmente (Hobson, 1914), constituirse en un importante
una adaptacion de su método original, elemento de resignificacion de
137 los logaritmos.

basado en movimiento de puntos,
podria usarse hoy en dia como una
alterna-

tiva para introducir los logaritmos
naturales (Katz, 1995).

Red 5. Conocimientos deseables del concepto de logaritmo
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En la Red 4 se identifican dos cosas del concepto de logaritmo, que siendo conocimientos
gue se reconocen como que ya poseen los profesores, deberian ser conocimientos
generadores de reflexiones propias del profesor y del curriculo en formacidn para incentivar
el estudio de este concepto; (1) el conocimiento y manejo algoritmico de los logaritmos,
gue no propone ningun tipo de razonamiento o construccion matematica y (2) la falta de

argumentos a la justificacion de la ensefianza de este concepto.

Lo anterior se complementa con lo identificado en la Red 5, que apunta a la necesidad de
un conocimiento apropiado que los profesores le deben dar al concepto de logaritmo,
alejandolo de la idea algoritmica y rescatando la definicién de logaritmo de Napier; es decir,
el conocimiento del logaritmo como la relacidn entre una progresion geométrica y
aritmética, ya que, este puede constituir un método de ensefanza que resignifique el
concepto, y permita establecer conexiones con otros conceptos, permitiendo actividades
innovadoras con el uso de software y las caracteristicas de la relacién entre las

progresiones.

Luego, los conocimientos que se identifican sobre el concepto de logaritmo en la literatura
en EM, son conocimientos que propician por una resignificacién del concepto y para ello los
investigadores reconocen que el acercamiento a su naturaleza histérica es un buen

mecanismo para darle justificacién y argumentacién al concepto dentro de un curriculo.
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— B:1)[1:270)

Apoyados en un analisis del discurso
matematico escolar, contenido en
libros de nivel

bachillerato y licenciatura,
observamos que la forma de
introducir 13 grafica de 1a funcion
logaritmo es realizada mediante:
simetria, drea bajo Ia curva o una
tabla, lo cual es presentado

sin argumentos suficientes que nos
permita deducir y entender la
construccion de 13 funcién
logaritmo (Lopez et al,, 2003).

Los tres casos que hemos mostrado
nos llevan 3 aceptar, implicitamente,
que s imprescindible

conocer 1y expresion algebraica para
obtener la grafica de una funcién.
Hemos observado

también, que estas creencias son
fomentadas por el uso de las
calculadoras graficadoras ya que

la mayoria de las actividades que se
disefian para explorar las funciones y
enriquecer ¢l universo

grafico, generan dependencia de las

¥ Manifiesto F.L.~|j

Tres son los argumentos que hallamos
al analizar algunos libros de texto de
nivel bachillerato y

licenciatura, en los que observamos
que la forma de introducir la grafica
de la funcién

logaritmo es realizada mediante las
duplas: expresion algebraica-tabla,
funcion inversa.simetria,

teorems fundamental del
Calculo-area. Todos estos
acercamientos son presentados sin
elementos suficientes que nos
permita deducir y entender |3
construccion de 1a funcién

logaritmo, haciéndolo de modo
ostensivo.

Varios textos escolares, tanto los
utilizados en cursos de Algebra en el
primer semestre del

Nivel Medio Superior; como los de
Calculo de quinto y sexto semestre de
este nivel escolary

primeros semestres de licenciatura,
presentan 1a grafica de la funcion
logaritmo como resultado

de determinar 13 expresion algebraica,
construir ia tabla numérica
correspondiente » cierto

Intervalo (abscisas positivas y en
general, enteras), ubicar 1os puntos en
un par de ejes

bosquejada) para,

finalmente, unir los puntos
seleccionados dando por hecho la
continuidad de esta curva.

(Alarcon, 2000)

Granville {2002)

El segundo argumento, la dupla
funcidn inversa-simetria, aparece
luego de haber definido a los
logaritmos como 13 funcion inverss de
la funcion exponencial (o viceversa).
Ejemplo de esto 10 hallamos en Rees
(1994) y Stewart (2001) que presentan
13 grafica como ¢l

reflejo de la funcion exponencial a lo
largo de la recta y=x, reforzando el
hecho de ser inversas.

Rees (1994)

Stewart (2001)

Por ultimo, el tercer argumento,
teorema fundamental del Calculo-area,
que hallamos en libros

como Apdstol (1999) y Thomas (2000)
donde muestran la fundidn logaritmo
como ¢l area bajo

1a curva de la hipérbola equilatera. Se
enfatiza asi, 13 utilizacion de la
derivada y Ia integral como

553Acta Latinoamericana de
Matematica Educativa Vol.18

expresiones algebraicas. coordenados (de forma explicita

auxiliada por una cuadricula o solo

Red 6. Conocimientos manifiestos del concepto de funcion logaritmica

El conocimiento que exponen los autores en los segmentos de texto categorizados en la Red
6, son evidencias del tratamiento y saber que se tiene de la funcion logaritmica a nivel
escolar y de educacién superior, donde no se favorece la comprensién y argumentacién de
la construccion de la grafica y surgimiento de la misma. Para el caso en que la funcién
logaritmica es introducida por la expresion algebraica-tabla se traslada al tratamiento que
se le da a nivel escolar y que no tiene ni tampoco recae sobre él algun argumento o
justificaciéon a la ensefanza de este; cuando se introduce por medio de la inversa-simetria,
aunque tiene un antecedente que es la funcién exponencial carece de esas justificaciones y
argumentaciones como conocimiento previo a otros; y finalmente la introduccién por el
teorema fundamental del calculo y area bajo la curva, que presenta mas elementos vy

conceptos matematicos, es usada en libros a nivel de educacién superior con el fin de
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desarrollarla y conectarla con otros conceptos, pero aun asi no expone elementos de su

desarrollo historico.

[3:52][4:1046)

T e = [1:78)11:631)
analizaralgunas 0 ) = e -~
de las herramientas utilizadas en los 1 Volver sobre el concepto de funcion
siglos XVIl y XVIIl enriquece los 3 logaritmica, con los recursos de
argumentos graficos A4 % Va construc- .
permitiéndonos proponer un S \ ¢ion geométricay movimiento que
acercamiento diferente, que pudierall /* / nos brinda la tecnologia, para una
contribuir a la construccion / Aprox- il .
escolar de la nocién funcion / \ macion a la curva logaritmica a través
logaritmo. / ‘v\ de la relacion entre una progresion

4 \ geo-

/ métrica y una progresion aritmética es
=z [3:49][1:1362] y reconstruir el concepto de logaritmo
e e usando algunos de los elementos que

Asi, en contraposicion a las inspiraron a Napier en el siglo XVII,
herramientas usuales tales como: los

tabulacion, graficadoras, nuestra cuales consideramos deben estar
propuesta, desarrollada con la ligados a la explicacion que se
ingenieria didactica (Artigue, 1995), presente ac-

considera herramientas tualmente en las aulas
fundamentadas en la construccion de T— d
Agnesi (1748) que considera tres . F

elementos: geometria B [3“"7607] _____

plana, continuidad y covariacion. ) Agnesi propone utilizar la semejanza

de tridngulos, las diferenciales y las
} [3:50](1:2890] progresiones

""" simultaneas como herramientas de

es vital reconocer 1a naturaleza de construccion, ya que mediante

cada progresiones y semejanza de
funcion para abordarla, nos vemos triangulos construye Ia grafica para |
obligados a reflexionar y analizar las luego, con semejanza de triangulos y|
propuestas que existen diferenciales obtener

551Acta Latinoamericana de la ecuacion de la curva, que es
Matematica Educativa Vol.18 distinta a la forma que existe en las

en el medio sobre la covariacion como escuelas.

una manera alternativa de abordar el
tema de funcién )

Red 7. Conocimientos deseables de la funcion logaritmica

Los documentos proponen para los conocimientos deseables del concepto de funcién
logaritmica, el reconocimiento de la naturaleza histérica de este, con el fin de que sea
abordado desde dichos elementos que enriquecen el concepto con argumentos graficos y
conceptuales permitiendo acercamientos diferentes a los nombrados en los conocimientos
manifiestos, entre ellos se encuentran los dos que exponen los documentos y que mas

adelante serdn expuestos.

La informacién ofrecida en los documentos pone en consideracidn el conocimiento de la

génesis histérica del concepto, por ello es que dentro del conocimiento del contenido
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matemadtico a ensefiar se encuentra el conocimiento de la historia del concepto, para el
caso de las intenciones del presente analisis se divide este conocimiento en tres partes; la
primera de ellas es la génesis del concepto de logaritmo, los conocimientos identificados en
esta categoria se presentan a continuacién en tres redes (Redes 8, 9, y 10) debido a la
cantidad de informacidn que se encontrd, sin embargo la separacién de la informacién no

depende de algun orden.

En la informacién expuesta en las redes, se reconocen algunas concepciones que se
tuvieron en cuenta en el desarrollo del concepto, entre ellos esta la relacion entre un
progresidn aritmética y otra geométrica utilizando una representacion de dos puntos en
movimiento uno con velocidad constante y el otro con velocidad variable, esta idea de
Napier en el siglo XVI, es la que permite poner al concepto de logaritmo en una relacion con
los hechos que dieron origen a este concepto y con el desarrollo del concepto, siendo esta
la primera etapa de desarrollo de la nocion de logaritmo, donde la idea es el tratamiento
numeérico y aritmético facilitando el calculo de sumas y restas; la segunda etapa se
caracteriza por la elaboracién de un modelo que involucra la variabilidad y covariacién,
generando una nocién geometria del concepto, ello permitié la elaboracién de tablas y la
revision de equivalencias entre logaritmos de un cociente y producto, a la de la suma y resta
de logaritmos; finalmente los autores reconocen una tercera etapa del desarrollo del
concepto de logaritmo, donde se da una aceptacion de igualdades que en la fase anterior
no se lograron establecer, ademds se generaliza la idea del concepto de logaritmo como

una de las operaciones inversas a la elevacion de potencias. En cada una de estas etapas se
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pueden encontrar ideas para actividades de ensefianza que resignifiquen el concepto de

logaritmo.

E Genesis del Concepto de looaritmo-'

El logaritmo definido por Napier
(1550-1617) utilizando una
representacion

de dos puntos en movimiento -uno
con velocidad constante y el otro con
ve-

locidad variable que va disminuyendo
proporcionalmente a la distancia del
punto inicial, desplazandose a través
de una semirrecta el primero y a través
de un segmento el segundo- ademas
de haber tenido una evolucion en el
am-

bito de 1a matematica que le ha
permitido su vigencia en esta dencia,

Se generaliza la idea y se define el
concepto de logaritmo

como exponente, considerando la
logaritmacion como una de las dos
opera-

clones inversas de 1a elevacion de
potencias, lo cual hace posible aplicar
alos

logaritmos procedimientos
algebraicos, Finalmente, se Hega a
una de 1as prin-

cipales etapas del desarrolio
matematico del concepto, puesto que
el estudio

del logaritmo como area bajo la curva
y, 3 través de series, elevé el concepto
de logaritmo al rango analitico, Esta
etapay el desarrollo del Andlisis, dan
pa-

50 2 la Introduccion de los logaritmos
en el ambito de las funciones trascen-
dentes (Vargas y Gonzalez, 2007, p.
1420

[3:15){2:1138]

Se distinguen tres etapas en la
consolidacion de esta nocion dentro
del discurso

matematico al tomar como ¢je central
las relaciones entre 135 progresiones
aritméticas y

geométricas, argumento utilizado por
Napier para su primera definicion.
Como primer

momento, consideramos a los
logaritmos como transformacion
numérica. Se desarrolian
fundamentalmente en el contexto
numérico comenzando con ideas
intuitivas de transformar

para facilitar operaciones intentando
regresar a la aritmética, es decir,
utilizar s6lo sumas y

restas. Asi, de la influencia de las
primitivas formulaciones de las
progresiones y de las

relaciones entre ambas surge la
definicion de los logaritmos.

T AN N

[1:75](9:149]
Asumamos que un punto P parte de 0
y 5¢ mueve hacia 13 derecha con veloci-
dad constante . Al mismo tiempo,
parte un punto Q, desde 1, también
hacia
Ia derecha, con la misma velocidad
(Figura 8), 13 cual se incrementa de mo-
do que en cualquier punto es
proporcional 3 su distancia de 0,
Supongamos
que para el mismo tiempo
transcurrido desde que salieron los
dos puntos, P se
encuentra a una distancia y de 0 y que
Q se encuentra 3 una distancia x de 0,
Definimos, de forma analoga a
Napier, el logaritmo de x como y:
Figura 8
Con ayuda del calculo podemos
mostrar que el logaritmo asi definido
esel
logaritmo natural:
Velocidad de P =
dy
v
dat

, 0}0y .Resolviendo tenemos: ywt
Velocidad de Q =
dx
kx
dat

, Oj1x , '0)xv .Resolviendo: In
xktec A, Como

O1x ,0¢cyyaque ‘O)xv , kv ,
fuego Inxvty

la relacion entre una progresion geo-
métrica y una progresion aritmética es
reconstruir el concepto de logaritmo
usando alqunos de los elementos que
inspiraron a Napier en el siglo XVII,

[1:61)[2:118}

en realidad, el concepto de logaritmo
surgid previo

3 la notacion de los exponentes
(Vargas y Gonzalez, 2007; Fauvel, 1995)

habia evolu-

cionado desde una etapa inicial, en la
cual se plantea la relacion entre 105 tér
minos de una progresion geométrica
y los correspondientes términos en la
progresion aritmética sin que
emergiera aun ningun concepto,
siendo en el si-

glo XVI cuando se nomina el nuevo
concepto y, desprendiéndose de la
mira-

da en las progresiones discretas, se
elabora un modelo que involucra
variabili-

dad, covarnacion y una busqueda de
continuidad, generando una
definicion

geométrica y la elaboracion de tablas
de calculo,

Sean el segmento AB y una semirrecta
CDE dados. Sea un punto P que parte
de

Ay se mueve a lo largo de AB con
velocidad variable que decrece en
propor-

¢ién a su distandia B; supongamos
que un punto Q parte al mismo
tiempo de C

y se mueve a lo largo de la semirrecta
CDE con velocidad uniforme igual a la
velocidad inicial del punto P,
entonces 3 1a distancia variable CQ se
le llama el

logaritmo de 1a distancia PB. (Boyer,
2003, p. 303}

Figura 1. Representacion del
logaritmo de Napier

(3:17]12:2442)

El tercer momento comresponde a la
etapa de los logaritmos como objetos
tedricos, conceptos

trabajados en la ensedanza actualy
que los encuentra escindidos de las
argumentaciones

necesarias, las cuales pueden
contribuir a dotarlos de un mayor
sentido, apartdndolos de su
tratamiento actual que los reduce a
una aplicacion algoritmica de sus
propiedades apareciendo

en el aula sin ningun antecedente
analitico que pudieran haber
adquirido los estudiantes hasta

ese momento

Red 8. Conocimientos asociados a la génesis del concepto de logaritmo (1)
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4 Generalizacion del logaritmo como
exponente de las potencias

La publicacion en 1614 del sistema
logaritmico fue acogida y aceptada
con rapidez.

Uno de los admiradores mas
entusiastas fue Henry Briggs
(1561-1639), primer

Savilian Profesor de Geometria en
Oxford, que al a0 sigulente de esta
publicacidn,

durante una visita a Napier, discutid
con éste sobre posibles modicaciones
del

método de logantmos. Briggs
propuso utilizar potencias de diez, y
Napier cormé

que ya habia pensado en ello y estaba
de acuerdo. Napier, en cierto t

El interés de John Napier por resolver
los problemas astronomicos de la
época

utilizando las recién descublertas
Reglas de Prosthaphaeresis

1

y los avances de

1a fisica, le permiten crear un sistema
mecdnico para efectuar calculos aritmé.
ticos que llevd a la invencion de los
logaritmos:

¥4 Genesis del Concepto de Logaritmo~

ol L 1.\

habia sugerido una tabla basada en
las iguaidades log 1 = 0y log 10 = 10
10

. para

evitar las fracclones, pero al nal estos
dos personajes llegaron a concluir que
lo

mas conveniente seria que el
logaritmo de uno fuese cero y que el
logaritmo de

diez fuese uno. Sin embargo, Napler
fallece en 1617, sin llevar a la practica
estas

ideas.

Asi pues, Briggs construye la primera
tabla de logaritmos Hamados
logartmos

vulgares o de Briggs y en 1617
publicé su obra Logarithmorum
chilias prima, de

los logaritmos de 1 hasta 1.000,
extendiendo luego sus tablas en su
Artmetica

logaritmica hasts 100.000 siempre con
catorce cifras decimales. En lugar de
tomar

potencias de un numero préximo a1,
como habia hecho Napier, Briggs parte
dela

igualdad log 10 = 1 y después va
calculando logartmos tomando raices
y haclendo

uso de la igualdad fog 10

n

x = n « log x. De esta forma aparecié
Ia primera tabla

de logaritmos decimales o logaritmos
vulgares. Es importante hacer notar
que, 2

partir de ese momento, ya se podia
trabajar con los logaritmos
exactamente comol38 M. Gonzalezy ).
Vargas

10 hacemos hoy, puesto que las tablas
de Briggs tenian todas las propiedades
[ les de los logartmos, ademas, 103
nombres Scaracteristica¥y Imantisa® se
derivan del libro la Arithmetica
Logaritmica de Briggs (1624).
Mientras Briggs realizaba sus tablas,
el profesor de matematicas inglés John
Spe..

€l término logaritmo acufado por
Napier proviene de “logos”, razéon y
arit-

mos’, nimero, y hace referencia al
‘numero de la razén’, es una medida
del

‘numero de veces” que 1a “accion
razén” ha ocurrido.

Definiciones de logaritmo como
vinculo entre una progresion
aritméticay una

geométrica fueron utilizadas en el
siglo XIX. Serret (1887), por ¢jemplo,
esta-

blecia 1a siguiente:

L. Dadas dos progresiones crecientes e
indefinidas:

LEr

2

s
-

0,d, 24, 3d, 4d....

una por coclente, comenzando por 1,
y 1a otra con diferencia d comenzando
por

cero, se llama logaritmos de los
numeros que forman parte de a
progresién por

cociente a los numeros que le
corresponden respectivamente en la
progresion

por diferencia.

Las dos progresiones de las cuales se
trata constituyen un sistema de
logaritmos

sujetas solamente a la condicion de
comenzar la primera por 1 y la segunda
por

0. (Serret, 1887, p. 270)

El no cumplimiento, en todos

los casos, de 1a equivalencia del
logaritmo de un codiente y producto,
con la

diferencia o suma de los logaritmos,
se supera en la etapa siguiente que se
ca-

1 Palabra griega que significa suma y
resta,

132

racteriza por combios que conlievan ia
aceptacion de las igualdades log 1l =

0;

109 10 = 1, y Ia utilizacion de 10 como
base de los logaritmos, situacion que
se

traduce en un esquema de logaritmo
con propiedades como las que se
conside.

ran actuaimente.

2 Antecedentes: Ias relaciones entre
las progresiones aritméticas y
geométricas

€l germen sobre el que se construye el
concepto de logaritmo, se puede
encon-

trar en un trabajo de Arquimedes
{aprox, 287-212 a.C.) relativo a los
numeros

gigantescos, donde s¢ menciona que
12 suma de los 6rdenesT de varios
numeros

{equivalentes a sus exponentes
tomando 1 base 1001000,000)
corresponde al for-

dentl del producto de dich r L]
{25). En su obra titulada Psammites
(mas

conocida como BEI Arenario®)
Arquimedes NHego a la condusion que
para Henar

el Universo Aristarco no serfan
necesarios mas de 10

63

granos de arena.

Cuando vanos numeros estan en
proporcién continua a partir de ls
unidad,

y algunos de estos ndmeros se
multiplican entre si, el producto estara
en

13 misma progresion, alejado del mas
grande de los numeros multiplicados
tantos nimeros como ¢l mas pequeno
de 105 numeros multiplicados 1o estd
de 1a unidad en la progresion, y
alejado de la unidad 1a suma menos
uno de

los nimeros de lugares que los
numeros multiplicados estén alejad
dela

unidad. (Arenano, atado por (191, p.1)
Posteriormente, en 1a Arithmética
Integra (1544) de Stifel (1487-1567), se
€5-

tablece que 1os términos de la
progresion geométrica

1

i, o
2

ghen

s¢ corresponden <on los términos de
1a progresion aritmética formada por
los

exponentes 0,1,2,3,4,5,...,

La multiplicacion de dos términos de
13 progresion geométrica produce un
tér-

mino, cuyo exponente es la suma de
los términos correspondientes en la
progresion

aritmética

2

.y I8 divisidn de dos términos de la
progresion geométrica produce un
término, cuyo exponente es 1a
diferencia de 105 correspondientes
términos en Iy

1

Por comodidad para el lector se va a
utilizar en el texto Is notacion actual
relativa a los

diferentes conceptos matematicos,
2

Esta propiedad de los exp tes fue
expuesta para numeros naturales en el

Red 9. Conocimientos asociados a la génesis del concepto de logaritmo (2)
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El logaritmo a partir de 1as series

El calculo de logaritmos por medio de

series innitas, se hizo mis tarde

Qracias

a James Gregory (1638.1675), Lord

Brouncker (1620.1634), Nicholas

Mercator

1620-1687), Wallis (1616-1703),

Newton (1642-1727) y Edmond Halley

(1656-

1762) u pﬂmeu parte de la
de M: , trata

del cleulo de

103 logaritmos por métodos que se

derivan de los que utilizaron Napiery

Briggs;

la segunda parte contiene varias

formulas de aproximacion para el

cdlculo de

locantmos una de las cuales es
imente la que hoy

:omo 1 serie

de Mercatord Al utilizar de nuevo 105

conocimientos actuales, 1a idea de

Mercator

derrvaba de que el area bajo 1a

hipérbolay =

1

1ex
desdex = 0 hastax = xes
igual ain (1 = ), por lo tanto:

=OX M -QonN
' .

= )-(

‘

=

-

sjdx=In{l )=

BAW R NRIN N W

Mercator dio ¢l nombre de logaritmos
naturales a los valores que se obtenian
a

partir de esta serie, Aungque |a serie
lleve el nombre de Mercator, parece
que la

conocian ya antes que él, tanto
Hudde (1629-1704) como Newton
1642-1727),

pero no |a publicaron. Broucknery
Gregory descubrieron también series
innnas

para los logarnitmos, pero éstas se
vieron eclipsadas por |a mayor
simplicidad de

1a serie de Mercator.

La serie de Mercator es divergente
para x = -1, lo que dio lugar a una
polémica entre Bernoulli y Leibniz
acerca de la naturaleza de los
logaritmos de

los negats Para B ulli,
creyendo que 1a curva logaritmica
debia

ser simétrica con respecto del eje de
ordenadas, debia cumplirse que log

(X =

En su obra, Euler introduce asi el
fogaritmo como funcion inversa de la
exponen-

cial. También enuncia Euler su 4 regla
de oro para los logaritmos4 ka cual a
ma

que si hemos calculado logay,
entonces se puede calcular logby,
siendo b cualquier

otra base mediante la férmula:

logby =

logay

loga

]

Ademas, establece que los logaritmos
de los numeros negativos no son
reales, sino

imaginarios y que tendrdn un numero
innito de éstos. Partiendo de la
16rmula

e

1?7 = cos 7 « | sen 7 y sustituyendo 7
por p, resuita que e

ip = -1, con lo que

in(-1) = Ip. Ademas, cual

positive 0 negativo hem no u‘uo un
logaritmo sino innitos.

1

Los lmoos del con(epto una base
tmética con un fund.

geométrico
La invencion de Napier (1550-1617) del
logaritmo fue mas que el fruto de una
elaboracion aritmética del estilo de las
de Stifel, el resultado del estudio de un
problems de mecanica, para el que se

truyd un modelo ad: do que
permi-
tiera conjugar (B), p. 341} ideas del

do aditivo y el mL
Cabe anotar el interés de Napm por
resolver los problemas astronomicos
de
Ia época, para lo que wtilizé 1as recién
descubiertas Reglas de
Prosthaphaeresis.
Estas reglas se habian adoptado en
los observatorios astronomicos,
incluido el de
Tycho Brahe (1546-1601) en
Dinamarca, de donde llego 1a noticia
a Napier en
Escocia, que al parecer le animé a
redoblar esfuerzos y a publicar en 1614
su obra
Mirici loqanthmomnu

[ﬁf nesis del C

pto de Logarit ~'

. o

[2:22}(15:698]
La revision de la evolucion del
concepto de logaritmo y funcion
logaritmica, nos ha
permitido caracterizar diferentes
etapas en el desarrolio matematico del
concepto,
Asi, en un primer momento se plantea
1a relacion entre 10s términos de una
pro-
gresion geommnu ylos
[ enla
p'oguslon mtmélxa. sin
que emer)d JUN ningun concepto. Se
presenta luego |3 etapa en donde se
noming
&l nuevo concepto y,

diéndose de |a mirada en las
ploovmoms discretas,

iptio (IDescripcion de 1a
maravillosa regia
de los logaritmosd en 13 que uulm
pov vezelt o y

tontem'a solamente una introducdon
¥ UN3 guia para el calculo de los
logaritmos.

Mas tarde s¢ publico una obra
postuma de Napier titulads Mirici
logarith-

3

Palabra griega que signica suma y
resta.

3

El término logaritmo acuiado por
Napier proviene de ! logos 1 razény
aritmos 4 numero,

y hace referencia al 4 numero de la
razénd ¢s una medida del + numerod
de veces que la 4 accion

razon4 ha ocurrido.132 M. Gonzalez y
J. Vargas

se elabora un modelo que 1a
variabilidad, covariacion y una
bosqueda de

[< constructio (1619} en
la que aparecen las tablas de Napler
Que

continuidad, qeneundo una de re con ' por
nicién ge ica y la elaboracién de astr6

tablas de S

caleulo. y gantes ya que ¢ i

El no cumplimiento, en todos los los tediosos calculos de

casos, de la equivalencia del itiplicaciones y d 185 en

logaritmo de
un coclente y producto, a la diferencia

simples sumas y restas.
Hay que sefalar que en 1a época de

0 suma de los logaritmos, se encuentra Napier todavia no se habia
superado en |3 etapa siguiente que se desarroliado las
cteriza por cambios que conll potencias con exponente {

s

aceptacion de las igualdades logl =
0; 10g 10 = 1, y 1a utitizacién de 10
como

base de los logaritmos, situacion que
se traduce en un esquema de
logaritmo

con propiedades explicitas como las
actuales, Se generaliza la idea y se de
neel

concepto de logaritmo como
exponente, viendo en 13 logantmacién
una de las dos

operaciones inversas de la elevacion
de potencias, 1o cual hace posible
aplicar a

los | 9 mt proced tos
algebraicos.

Finalmente, se llega a una de las
principales etapas del desarrollo

ni I notadion exponencial. Tampoco
estaba

extendido el uso del punto decimal
para separar 1as cifras decimales, de
hecho fue

Napier, y su uso sistematico del punto
decimal, el responsable de ..

Si recordamos que Napier murio antes
de que Descartes (1596 - 1650) in-
trodujera la notacion, n, nn, n

3

L+« - PAra Ias potencias (B, p.14), no
nos

maravillaremos tanto de que le
costara no menos de veinte afos
razonar las

propiedad |a existencia de los
logaritmos (2.

matematico

del conceoto puesto gue of estudio |

Red 10. Conocimientos asociados a la génesis del concepto de logaritmo (3)
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Los siguientes segmentos de texto hacen parte de la segunda parte del conocimiento de la
historia del concepto, y esta categoria se titula génesis del concepto de la representacion
grafica de la funcidn logaritmica y en ella se identifican los conocimientos que se tuvieron
en cuenta en las etapas de desarrollo del concepto para la ensefianza de este. Se presentan

en dos redes (11 y 12) debido a la cantidad de segmentos clasificados en la categoria.

4
Se repite este procedimiento hasta el

infinito. Los puntos O, C, D,P,R S

estaran en la curva

Logaritmica, por que en aquella época

cuando se mencionaban progresiones

aritmeéticas y

geométricas s¢ estaba hablando de

una curva logaritmica.

[1:62}{2:248)

histéricamente s¢ identificaban como
curvas logaritmicas las
representaciones

graficas que relacionaban las
progresiones aritméticas con las
geométricas o

Es importante decir que no habia
distincion entre uno y otro
comportamiento, ¢s decir, no
importaba si era progresién
antmética y geométrica 6 al revés, por
que para ese entonces 1o

que hoy conocemos como
exponencial y como logaritmo, ambas
estaban contempladas en el

mismo concepto, Por 50 no 5
extrafio que la que s¢ ha trazado es la
exponencial, sin

embargo, con s6lo girar ¢l gréfico se
obtendria la logaritmo. Otra
observacion interesante es

que en el siglo XVIH sélo se manejaba
un eje, el de las X

F. Debeaune (1601-1652), luego de
leer 13 geometria en 1637, le propone
3 René Descartes un

problema geométrico: encontrar una
curva yix) tal que para cada punto P la
distancia ente Vy

T, los puntos donde 1a vertical y 1a
linea tangente cortan al eje x, sean
siempre iguales.

T

v

P

Segun (Hairer, E. y Wanner, G, (1998)
este problema permanecio sin ser
resuelto, hasta que

Leibniz en 1684, casi 50 afos mas
tarde, propone 1a siguiente solucion:

viceversa. = % Sean x, y puntos dados.

. A “a z Entonces, para haltar la curva
S Yo Genesis del Conceptodela ook
1a construccion de Agnesi (1748) que r"':"tﬂ‘“‘m“ Grafica de la Funcion de modo que y Incremente (debido
considera tres elementos: geomet: Ogarkmica~ Ia semejanza de dos trisngulos) por

plana, continuidad y covariacion.

i I BN

1:22](3:422}

Sean el segmento AB y una semirrecta
CDE dados. Ses un punto P que parte
de

Ay se mueve a lo largo de AB con
velocidad variable que decrece en
propor-

aldn a su distanda B; supongamos
que un punto Q parte al mismo
tiempo de C

y se mueve 3 1o largo de 1a semirrecta
CDE con velocidad uniforme igual a la
velocidad inicial del punto P,
entonces 3 13 distancia variable CQ se
le llama el

logaritmo de ia distancia P8, (Boyer,
2003, p. 303)

Figura 1. Representacion del

Como segundo momento se define,
los logaritmos como modelizadores.
En esta etapa se determinan

sus caracteristicas geomeétricas; logran
pertenecer 3l discurso matematico de
principios del siglo

XVIL; se les dota de una grafica al
adecuarlos al nuevo registro
“algebraico-geométrico’; logran
completar un modelo matematico de
1a cuadratura de curvas
representativas de funciones
potencia; permiten descnbir
fendmenos fisicos y se descubren
nuevas formas para calcularlos

en series de potencias todo lo que
permite que accedan al discurso

a
yb

. Repitiendo, este

proceso se obtiene las siguientes
sucesiones de valores:

554La Fundion Logaritmo bajo la
Perspectiva de la Construccion dada
por Agnesi (1748)

vy

B, ... para las ordenadas y x, x=b,
x=2b, x+3b, ... para

125 abscisas.

y

z

x bbb bbb b

En 1748, Maria Agnesi interesada en
1a ensefaza del Calculo publica una
de 105 primeros libros

de caracter didactico, donde retoma
esta grafica buscando una solucion a

logaritmo de Napier matemético del siglo XVl expresiones como
7 y adquieran el status de funcién. : :
’/ ¥ ax

[3:25)[4:1033) Estrategias de
ensefanza qeu p.

Sin embargo, analizar algunas

de las herramientas utilizadas en los
siglos XVIl y XVII enriquece los
argumentos graficos
permitiéndonos proponer un
acercamiento diferente, que pudiers
contribuir 3 ka construccion

escolar de I3 nocién funcidn
logaritmo.

o

Finalmente, se llega a una de las prin-
cipales etapas del desarrollo
matemético del concepto, puesto que
¢l estudio

del logaritmo como drea bajo 1a curva
y, & través de series, elevo el concepto
de logaritmo al rango analitico.

logaritmica (1).

aque resultan de utilizar la térmula

3:9133——
=

,cuandon = -1,
Sefiala que en estos casos es
necesario recurrir a otros métodos

Red 11. Conocimientos asociados a la génesis del concepto de la representacion grdfica de la funcién
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reviieaiaar ey
Es importante tener presente que
muchas de las funciones estudiadas en
el siglo

XVILf primero adas como
curvas, antes de que el concepto de
funcién

estuviera totalmente determinado.
Esto ocurrio también en el caso de las
funciones

s el tales tales como
logx senxya
x

En 1646, entre los problemas que
ocupaban a Torricelli (1608-1647),
estaba

uno en el que representa la curva
Cuya ecuacion escribinamos nosotros
comoSegmentos de Ia historia: la
funcién logaritmica 141

x =109y, ¢n |3 que es quizds Ia
primera representacion graca de una
funcién

logaritmica; Torricelli calculd el drea
limitada por la curva, su asintota y una
ordenada, asi como el volumen del
s6lido obtenido al girar esta drea
alrededor del

eje OX (Boyer, 2003). Sin embargo, su
muerte en 1647 retrasa la difusion de la
graca. Sera Huygens (1629-1695) a
quien corresponderd exponer sus
propiedades

en el 4 Discurso sobre la causa de la
gravedadd (1690). Huygens estaba
interesado,

desde 1651, por los iogaritmos y su
célculo, en particular, 13 cuadratura de
la

hipérbola y retomo el problema
mucho ms tarde (1666), cuando
participaba en

105 trabajos de 1a nueva Academia
Real de Ciencias de Paris utilizando
esta nocion

en cuestiones de probabilidad y de
combinatonia.

[2:17][13:1625]
La serie de Mercator es divergente
para x = -1, lo que dio lugar a una
polémica entre Bernoulli y Leibniz
acerca de |a naturaleza de los
logaritmos de

los nimeros negativos. Para Bernoulli,
creyendo que Ia curva logaritmica
debia

ser simétrica con respecto del eje de
ordenadas, debia cumplirse que log
(-x) =

log (¥, punto de vista que parecia
conrmado puesto que

d

dx

In{x=

d

dx

In=

1

x

. Leibniz, en cambio, consideraba que
los logaritmos de los nimeros
negativos

debian serimaginar

- '

Logaritmica~

Genesis del Concepto de ly
Representacion Grafica de la Funcion

'~

H N

El nacimiento, desarrolio y
consolidacion del concepto de funcion
logaritmica, que ha sido estu-

diado desde diferentes puntos de
vista por distintos historiadores,
puede ser dividido en diferentes
etapas.

logaritmica (2).

El logaritmo como area bajo una curva
En referencia 3 los logaritmos,
gradualmente se introdujeron
variaciones ([18],

p.345) sobre la idea de Napier siendo
identicada, como etapa esencial del
desa-

rrollo matematico del concepto, su
relacion con la hipérbola {19). Para
Hegar » esta

relacion hay que tener en cuenta el
trabajo del jesuita Gregoire de
Saint-VincentSegmentos de Ia historia:
Ia funcién logaritmica 139
(1584.1657), quien habia acabado la
redaccidn de un 4 Opus
geometricorum qua-

drature circuli et sectionum coni 4
{1630), en el cual pretendia haber
resueito los

probl delac del circulo
y de 1a hipérbola. Esta obra no fue
publi-

cada hasta 1647, y aunque fue un
fracaso en cuanto a la cuadratura del
circulo,

PuUsO en evidencia que las dreas bajo
Ia hipérbola se parecen a los
logaritmos.

Fermat (1601-1665) habia calculado en
1629 el area bajo la curvay = x

n

entre
dosvaloresx=O0yx=a

bdividiendo el subintervalo P, 3] en
una cantidad
innita de subintervalos tomando
como abscisas 10s puntos
correspondientes a la
progresion geométrica 3, aE, at2
, v+« $16Nd0 E un numero menor que
1. En estos
puntos considera las ordenadas
correspondientes y aproxima el drea de
Ia curva
mediante rectangulos circunscritos.
Las dreas de estos rectdngulos forman
una
proqresion geométrica: a

{aE2 -aE), . . . La suma de los innitos
té de esta prog on es:

1+«E«E2«...«En

a medida que 105 rectangulos se
hacen mas pequenos, es decir, E
tiende al, la

cantidad anterior nos da

a

n-1
n=-1

Fermat habia demostrado ésto para
exponentes de x naturales,
fraccionarios

y negativos, excepto cuandon = -1
que ¢s ¢l caso de la hipérbola, Gregory
de

Saint Vincent resolvié este problema.
El se apoya sobre el hecho de que,
cuando

s¢ toman abscisas tales que los
intervalos que se forman crecen en
progresion

geométrica y se le..

Red 12. Conocimientos asociados a la génesis del concepto de la representacion grdfica de la funcion
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Dentro de esos segmentos de texto, se muestra el desarrollo de la representacion grafica
de la funcién logaritmica, se realzan tres momentos de ese desarrollo, (1) el reconocimiento
como curvas logaritmicas a las representaciones graficas que relacionaban progresiones
aritméticas y geométricas, sin hacer distincién en su comportamiento, en tanto lo que se
conoce ahora como la representacion de la funcidén exponencial, histéricamente también
se llama curva logaritmica; (2) el tratamiento del logaritmo como area bajo la curva pone
en evidencia que el drea bajo la curva de una hipérbola se parece a los logaritmos y de ahi
gue un modelo matematico de la cuadratura de curvas representativas de funciones
potencia, permita describir fendmenos fisicos y formas de calcular, (3) por ultimo, el
desarrollo histérico de la representacion grafica de la funcién logaritmica llevd a establecer

su expresion algebraica relacionando caracteristicas de su representacion gréfica.

Como tercera categoria en los conocimientos de la historia del concepto, se encuentran los
segmentos de texto agrupados en el conocimiento de los hechos asociados al desarrollo
histérico del concepto, esta categoria permite reconocer en el documento los fendmenos
sociales, culturales y cientificos asociados a la aparicidn y desarrollo del concepto de
logaritmo y funcién logaritmica. Aunque en el capitulo 1 se hace una descripcién mas amplia
de esos fendmenos, en la siguientes dos redes se exponen los que se encontraron en los
documentos analizados, en los cuales se evidencia al igual que en los expuestos en el
capitulo 1, el reconocimiento a Napier por la idea de la relacién entre progresiones para
resolver problemas astrondmicos que respondieran a los avances, identificacién vy

modelacion en los fendmenos fisicos.
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La invencidn de Mapier (1550-1617) del
lagaritmo fue mas que ¢l fruto de una
elaboracion aritmética del estilo de las
de Stifel, el resuttado del estudio de un
problema de mecanica, para el que s
construyt un modelo adecuado que
permi-

tiera conjugar [E], p. 341) ideas del
mundo adito y el multiplicativa.

aparécen las tablas de Napier que
fueran recibidas con entusiasmo por
astronomaos

5

¥ navegantes ya que convertia
los tediosos calculos de
multiplicaciones y divisiones en
simples sumas y restas.

Cabe anotar ¢l interés de Napier por
resokver los problemas astrondmicos
de

la época, para lo que utilizd las recién
descubiertas Reglas de
Prosthaphaeresis.

Estas reglas se habian adoptado en
los observatarios astrondmicos,
incluido el de

Tycho Brahe (1546-1601) en
Dinamarca, de donde llegd la moticia
a Napier en

Escocia, que al parecer le animd a
redoblar esfuerzos y a publicar en 1614
su obra

Minci logarnthmonumd

cangnis descriptio I!Dﬂtﬁntiﬁﬂ dela
maravillosa regla

de los logaritmos T en la que utiliza
por primera vez el término logarntmo y
que

contenia solamente una introduccidn
¥y una guia para el cdlculo de los
logaritmos.

Sea el segmento AB y una semimecta
CDE dados en la gura 1. Sea un
punto P gue parte de Ay 5& mueve &
lo large de AB con velodidad variable
que decrece en proporcon a su

“A:-! e

Conocimients de los hechos
asociados al desarrollo del concepto~

distancia B: supongamos que un
punta Q

parte al mismao tiempo de Cy se
mueve a lo largo de la semirrecta CDE
con

velogidad uniforme igual a la
welocidad inicial del punto P entonces
Hapier

llama a la distancia variable CC) el
lagaritme de la distancia PB (3], p.

Huygen: estaba interasada,

desde 1651, por los logaritmes y su
caloulo, en particular, la cuadratura de
la

hipérbala y retoma &l problema
mucho mas tarde (1665), cuando
partitipaba en

397, los trabajos de la nueva Academia
APE Real de Ciencias de Paris utilizando
¥ €3ts nodion
¥ en cuestiones de probabilidad y de
CDQE combinatoria,

FIGURA 1. Representacion de i

la comstruccidn de Napier Figura 1:
Representacion de la comstruccidn de

Hapie

La invencidn de los logaritmos,
contempordnes a Kepler (1571-1630),

habria
de reducir su labor sobrehumana a
proporciones mas manejables

[2:14][11:2514] I

En referencia a los logaritmaos,
gradualmente se introdujeron
variaiones ([18],

P.345) sobre la idea de Napier siendo
identicada, como etapa esencial del
desa-

rrollo matematico del concepta, su
relacion con la hiperbola [19). Para
llegar a esta

relacidn hay que tener en cuenta el
trabajo del jesuita Gregoire de
Saint-VincentSegmentos de 1a historia
la funcidn logaritmica 139
[15E4-1667], quien habia scabado |a
redaccion de un 4 Opus
geometriconum qua-

drature circuli et sectionum cani 4
(1630), en &l cual pretendia haber
resuelto los

problemas de |a cuadratura del circulo
y de la hipérbola.

En su manuscrito inédito (Opera
Péastuma, I 300-804), introduce por
primera

vez la denicion de logaritmo de un
numero positive como ¢l exponente al
cual hay

que elevar | potendia, cuya base ef la
elegida para que dé el numero pre
Jado

[18]. Euler utiliza esta denicidn para

I8 resolucidn de problemas relatives &
la

variacidn de interés compuesto y de
crecimiento de la poblacidn qgue
incluye al nal

del capitule VI de su Introductio. De
esta forma resuelve el problema
propuesta

por Descartes en su Géométrie [1637)
[E], &n tormo a las ourvas cuyas
ordenadas

¥

1+

b

]

n

crécen con las abscisas x+ni [14,
p-189]. Euler fue el primero que vio én
la logaritmacion una de las dos
operaciones inversas de la elevadion
de potencias,

con Io cual s& hizo posible aplicar &
los logaritmos procedimientos
algebraicos [26],

Su contribucion no se limitd a su de
nicidn en térmings de exponentes,
sino que

en 1747 esoribio a D' Alembert
[1717.1783) explicando el status de los
lagaritmos

de numeros negatives,

[29)[5:2562)
5

Kepler utilizd las tablas de Mapier para
el descubrimiento de su tercera ley de
los planetas

Red 13. Conocimientos de los hechos asociados al desarrollo del concepto (1).
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=2 [3:16][2:1831]
Como segundo momento se define,
los logaritmos como modelizadores.
En esta etapa se determinan

sus caracteristicas geométricas; logran
pertenecer al discurso matematico de
principios del siglo

XVIL se les dota de una grafica al
adecuarlos al nuevo registro
“algebraico-geométrico’; logran
completar un modelo matematico de
13 cuadratura de curvas
representativas de funciones
potencia; permiten describir
fenomenos fisicos y se descubren
nuevas formas para calcularios

en series de potencias todo lo que
permite que accedan al discurso
matematico del siglo XVIll

y adquieran el status de funcion.

Segun [Hairer, E. y Wanner, G. (1998)

este problema permanecid sin ser

resuelto, hasta que

Leibniz en 1684, casi 50 afos mas

tarde, propone la siguiente solucidn:
=

:} [1:67](2:902)

El logaritmo definido por Napier
(1550-1617) utilizando una
representacion

de dos puntos en movimiento —uno
con velocidad constante y el otro con
ve-

locidad variable que va disminuyendo
proporcionalmente a la distancia del
punto inicial, desplazandose a través
de una semirrecta el primero y a través
de un segmento el segundo

B s

N %

Conocimiento de los hechos
asociados al desarrolio del concepto~

e

N
RETRBRRI: - 2

Sean el segmento AB y una semirrecta
CDE dados. Sea un punto P que parte
de

Ay se mueve alo largo de AB con
velocidad variable que decrece en
propor-

cion a su distancia B; supongamos
que un punto Q parte al mismo
tiempo de C

¥ s¢ mueve a lo largo de la semirrecta
CDE con velocidad uniforme igual a la
velocidad inicial del punto P,
entonces a la distancia variable CQ se
Ie Hama el

logaritmo de Ia distancia PB. (Boyer,
2003, p. 303)

Figura 1. Representacion del
logaritmo de Napier

=3 [3:35](4:1296)

leer la geometria en 1637, le propone
3 René Descartes un

problema geométrico: encontrar una
curva yix tal que para cada punto P la
distancia ente Vy

T, los puntos donde la vertical y la
linea tangente cortan al eje x, sean
siempre iguales,

Este término, que incur-
siond como una practica para agilizar
los calculos astronémicos,

[1:21)3:122)

El interés de John Napier por resolver
los problemas astrondémicos de la
época

utilizando las recien descubiertas
Reglas de Prosthaphaeresis

1

y los avances de

1a fisica, le permiten crear un sistema
mecanico para efectuar calculos aritmé-
ticos que llevo a la invencion de los
logaritmos:

Red 14. Conocimientos de los hechos asociados al desarrollo del concepto (2).

3.2.2. Conocimiento de estrategias

de ensefanza vy

representaciones

instruccionales

Los conocimientos que se clasificaron en esta categoria dan cuenta del saber que deben
poseer los docentes sobre las estrategias y representaciones instruccionales para la
ensefanza de la representacion grafica de la funcién logaritmica, en este se presentan las
formas de organizar, secuenciar y caracterizar un método de ensefianza, para ello esta

categoria se compone de dos partes; la primera es la identificaciéon de esas estrategias
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catalogadas como usuales debido a su uso frecuente en el aula y en los libros, y en la

segunda se exponen los procesos de construccion de la representacién grafica de la funcién

logaritmica propuestos en los documentos analizados, para presentar las construcciones y

con el fin de caracterizar la comprensidon en este proceso, se identifican las formas de

conocer expuestas por la teoria APOS.

Varios textos escolares, tanto los
utilizados en cursos de Algebra en el
primer semestre del

Nivel Medio Superior; como los de
Calculo de quinto y sexto semestre de
este nivel escolary

primeros semestres de licenciatura,
presentan la grafica de la funcdn
logaritmo como resultado

de determinar la expresidn algebraica,
comstruir la tabla numeérica
comespondients a cierto

intervalo (abscisas positivas y en
general, enteras), ubicar los puntos en
un par de gjes

coordenados (de forma explicita
auxiliada por una cuadricula o sélo
bosquejada) para,

finalmente, unir los puntos
seleccionados dando por hecho la
continuidad de esta curva.

(Alarcdn, 2000]

Granville (2002)

El segundo argumento, la dupla
funcion inversa-simetria, aparece
luego de haber definido a los
logaritmos como la funcdn inversa de
la funcidn expanencial (o viceversa),
Ejemplo de esto lo hallamos en Rees
[1994) y Stewart (2001) que presentan
la grafica como el

reflejo de la funcién exponencial a lo
large de la recta y=x, reforzanda el
hecho de ser inversas.

Rees (1954)

Stewart (2001}

Por Gitimo, el tercer argumento,
tearema fundamental del Caloulo-drea,
que hallamos &n libros

como Apdstol [1999) y Thomas (2000)
donde muestran la funcion logaritmeo
como el drea bajo

Ia curva de |a hipérbola equildters., Se
enfatiza asi, la utilizacidn de la
derivada y la integral como

553Acta Latincamericana de
Matematica Educativa Vol.18
OPEraciones iNVersas, pers no se

[163)[2:413]

La presentacion de las fundiones
logaritmicas, que se acostumbra
hacer en las aulas, como inversa de las
funciones exponenciales ha
condutido

a que se descuiden aspectos que la
dotan de significado y que tienen que
ver

tante con dicha génesis histdrica,

T
Desde el punto de vista de su
ensefianza, en el caso de las funciones
logaritmi-

€34 5 ha realizado una inversion
respecto a su génesis historica dado
que lo 130

habitual es que se ensefie con
posterioridad a la fumdidn
exponendcial, mediante

Ia funcién inversa

muestra la relacidn entré una y otra
curva como la posibilidad

de completar el patron de las dreas de
las curvas xP

n

F

[potencias & hipérbolas).

Apostol [1999)

Thomas (2000)

Los tres casos que hemos mostrado
nos llevan a aceplar, impliuta ménte,
que es imprescindible

conocer la expresidn algebraica para
obtener la grafica de una funcion.
Hemos obienado

tambie’n, que estas creencias son
fomentadas por el uso de las
calculadoras graficadoras ya que

la mayoria de las activid..

E 3:24][4:794)
Hasta aqui, hemos presentado los
argumentos que actualmente son
utilizados en la
construccidn del discurso matematico
escolar poniendo en evidencia de la
predileccion por
herramientas matematicas que
privilegian una vision algebraica.

sustituido, en las aulas, por oprimir
una tecla en la calculadora o digitar ya
Sed

logyx o Inyx para obtener, de
inmediato, en una pantalla gracias a
algun

programa graficador, um numers o
una grafica.

Red 15. Conocimientos de estrategias de ensefianza usuales.
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En los conocimientos expresados en la red 15 se identifican tres formas de abordar la

ensefianza de la representacion grafica de la funcidn logaritmica: representacidn-tabla,

inversa-simetria y calculo-area bajo la curva. Ademas las reflexiones que se realizan frente

a estos métodos que primero privilegian una visidn algebraica del concepto y segundo que

sustituyen las actividades innovadoras por el manejo de calculadoras.

En la presentacién que hacemos,
acogemos dos de las fases en la
invencion de

los logaritmos que estuvieron
presentes en Napier (Moulton, 1915),
Una pri-

mera, de caracter aritmético, como
correspondencia entre progresiones
aritme-

ticas y geométricas y, la segunda, de

vimiento de puntos

caracter geométrico, que incorpora mo-

[1:74]18:1456)

Aun cuando I3 definicion de
logaritmo de Napier no es la
definicion que em-

pleamos actualmente (Hobson, 1914),
una adaptacion de su método original,
137

basado en movimiento de puntos,
podria usarse hoy en dia como una
alterna-

tiva para introducir 105 logaritmos
naturales (Katz, 1995)

En estalinea de ideas sobre
elementos

que conforman el concepto de
logaritmo desde su génesis histdrica se
pretende

desarrollar el contenido de este
documento que puede brindar una
estrategla

mas de acercamiento a su estudio.

Proceso de Construccion de |3
representacion grafica de Ia funcion
logaritmica~

Sin embargo, analizar algunas

de las herramientas utilizadas en los
siglos XVII y XVII enriquece los
argumentos graficos
permitiéndonos proponer un
acercamiento diferente, que pudiera
contribuir a a construccion

escolar de la nocion funcion
logaritmo.

g
s SN
[1:76)19:1091)
En el desarrollo de esta indagacion,
los argumentos geométricos y ¢l uso
de
programas de geometria dinamica nos
permitieron, no 5010 realizar una cons-
truccion para la aproximacion de la
curva logaritmica dependiente de d y

nos vemos obligados a reflexionar y
analizar 135 propuestas que existen
551Acta Latinoamericana de
Matematica Educativa Vol.18

en el medio sobre 13 covariacion como
una manera alternativa de abordar el
tema de funcion.

El presente trabajo de investigacion
tiene como propdsito identificar
cualidades en las ideas de

Agnesi, que usando una herramienta
geométrica nos permita disedar otra
forma para introducir

13 grafica de 1a funcion logaritmo,
distinta a la propuesta en los libros de
texto.

Agnesi propone utilizar 1a semejanza

para una aproxi-

macion a la curva logaritmica a través
de la relacién entre una progresion
geo-

métrica y una progresion aritmeética es
reconstruir el concepto de logaritmo
usando algunos de los elementos que
inspiraron a Napier en el siglo XVI,
los

cuales consideramos deben estar
ligados a la explicacion que se
presente ac-

tuaimente en las aulas,

de tridangulos, 1as diferenciales y las
progresiones

simultaneas como herramientas de
construccion, ya que mediante
progresiones y semejanza de
triangulos construye la grafica para
luego, con semejanza de tridngulos y
diferenciales obtener

13 ecuacion de la curva, que ¢
distinta a 1a forma que existe en 1as
escuelas.

[1:73][4:2046)
REPRESENTACION DE UN SISTEMA DE
LOGARITMOS CON GEOMETRIA
DINAMICA

[3:46)[1:1362)

Asi, en contraposicion a las
herramientas usuales tales como:
tabulacién, graficadoras, nuestra
propuesta, desarrollada con i3
ingenieria didactica (Artigue, 1995),
considera herramientas
fundamentadas en la construccion de
Agnesi (1748) que considera tres
elementos: geometria

plana, continuidad y covariacion.

Red 16. Conocimiento de los procesos de construccion de la representacion grdfica de la funcion logaritmica.
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Los procesos de construccién de la representacién grafica de la funcion logaritmica que
proponen los documentos emergen de las ideas que se presentan en la Red 16, cada uno
presenta de una manera diferente la construccién grafica de la funcidn logaritmica, desde
una perspectiva histdrica, las cuales se presentan y analizan aqui, teniendo en cuenta las

unidades de andlisis definidas desde las formas de conocer planteadas por la teoria APOS.

3.2.2.1. Formas de conocer

Esta parte del andlisis se presenta de manera distinta, haciendo diferencia en los segmentos
de texto de cada documento, para ello se va a hacer por separado, y en el desarrollo del
analisis se ira nombrando que se catalogé como accidn, proceso y objeto. Se da inicio por el
documento nimero uno (Pag. 92) que expone la construccidn propuesta por Agnesi, para

la curva logaritmica de la siguiente manera:

M N B K | A E F G H

llustracion 1. Parte 1 de la construccion propuesta por Agnesi.

Propone trazar una recta cualquiera MH, a la que se divide en partes iguales MN, NB, BK,
etc. y se toma a uno de los segmentos, por ejemplo NI. En el puntol se alza una

perpendicular 10 del tamafio que se quiera, y de N se traza una recta que pase por 0. Luego
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se traza una perpendicular por el punto A, cuyo encuentro con NO sea C (Lopez & Ferrari,
2007, p. 555)(llustracion 1). Hasta aqui se identifica la forma de conocer accidn puesto que
se limita a seguir instrucciones dadas de manera externa, sobre algunos objetos
matematicos, en especifico la accidon de construir tridngulos semejantes, siguiendo las

instrucciones de trazar cada perpendicular, cada recta, etc.

Es necesario hacer notar que se pretende construir la curva mediante tridngulos semejantes
como ANIO y ANAC, donde las alturas originan una progresion geométrica (Lépez &
Ferrari, 2007, p. 555) Este segmento de texto evidencia un proceso, puesto que implica la
relacion de varios objetos tales como: objetos geométricos (rectas, segmentos, tridngulos,
perpendiculares, altura), progresiones geométricas (objeto del cual se debe apropiar el
sujeto previamente), tridngulos semejantes; y la interiorizacion de la accidn, ya que el sujeto
no se limita al seguimiento de instrucciones sino que debe reflexionar sobre las ellas, lo
cual implica una apropiacién del objeto progresion geométrica, asi como también de la
semejanza de triangulos, conceptos fundamentales en esta construccion, de tal manera que
logre comprender que las alturas de los triangulos originan la progresion geométrica; si el

sujeto no interioriza la accidn, se queda en la construccién de rectas y tridngulos.

Ahora se traza por B una recta que pase por C y una perpendicular sobre E donde toque a
BC determindndose asi el punto D (Lépez & Ferrari, 2007, p. 555) (llustracion 2), Este
segmento implica una forma de comprender accidn, puesto que el sujeto se limita a seguir

la instruccion.
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= 4 * o o F Y
M N B K I A E F G H
llustracion 2. Parte 2 de la construccion propuesta por Agnesi.

Se repite este procedimiento hasta el infinito. Los puntos O,C,D,P,R,S estardnen la curva
Logaritmica, porque en aquella época cuando se mencionaban progresiones aritméticas y
geomeétricas se estaba hablando de una curva logaritmica (Lopez & Ferrari, 2007, p. 556).

La ilustracién 3 presenta la ubicacidn de puntos hasta S, antes del trazo de la curva.

M N B K 1| A E F G H

llustracion 3. Parte 3 de la Construccion propuesta pos Agnesi.
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El que se mencione la repeticidon del procedimiento hasta el infinito, implica llegar hasta la
apropiacion del objeto curva logaritmica. Sin embargo las cuatro lineas del parrafo tienen

una gran densidad.

Por una parte el hecho de continuar ubicando puntos, y trazando segmentos sin que estos
estén dados, implica una interiorizacién de la accién, mediante la reflexién, de tal manera
gue el sujeto es capaz de ir mas alld de seguir la instruccidn externa y mediante su
comprensién puede continuar con el procedimiento de manera correcta. Por otra parte,
los puntos que se tracen no son solamente sucesivos, sino que se debe tener en cuenta la
capacidad de abstraer la continuidad en la curva, deduciendo que si el tamano de los
segmentos en los cuales se divide la recta inicial tiende a cero, entonces se obtiene la grafica
de una funcion. Esto nos permite afirmar que una vez se ha llegado a esta parte se puede

afirmar que estd en proceso.

El paso de proceso a objeto mediante la encapsulacién del primero, se evidencia
especialmente de dos maneras: la primera, en la capacidad del sujeto para comprender
elementos inherentes a la grafica logaritmica, como la continuidad que se obtiene a partir
de la construccidn infinita de puntos mediante triangulos semejantes desligando la grafica
de la funcidn logaritmica de una posicién fija en un plano y asociarla con una progresién
geométrica y una aritmética. Sin embargo, implica ir un poco mas alla y tener claro el
proceso histdrico de la construccidn de esta curva logistica o logaritmica, aunque es similar
a la exponencial, inicialmente no se diferenciaba de ella. La segunda, derivada de la

primera, la capacidad para desencapsular el objeto, donde el sujeto tiene una vision global
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del proceso de construccion y es capaz de deshacerlo de devolverse hasta las acciones
originales, permitiéndole comprender todo el camino recorrido para llegar al objeto. En
otras palabras, ademas de ser capaz de reconocer el objeto, curva logaritmica, es capaz de
descomponerlo en todos los elementos que le dieron origen, comprendiendo cdmo estos

se coordinan entre si.

El hecho de desencapsular el objeto y ser capaz de devolverse hasta las acciones que le
dieron origen, pero teniendo la visidon del objeto construido, es lo que le permitira al sujeto
establecer nuevas relaciones entre la acciones, y mediante la coordinacion de procesos a
partir del que lo llevé al objeto, estaria en la capacidad de determinar pasa, por ejemplo, al
cambiar el tamafno de la primera perpendicular trazada o el tamafo de los segmentos en

gue se divide la recta inicial, siendo capaz de trazar una familia de curvas.

Es importante decir que no habia distincion entre uno y otro comportamiento, es decir, no
importaba si era progresion aritmética y geométrica o al revés, porque para ese entonces
lo que hoy conocemos como exponencial y como logaritmo, ambas estaban contempladas
en el mismo concepto. Por eso no es extrafio que la que se ha trazado es la exponencial, sin
embargo, con solo girar el grdfico se obtendria el logaritmo. Otra observacion interesante

es que en el siglo XVIIl sélo se manejaba un eje, el de las X (Lopez & Ferrari, 2007, p. 556).

Este segmento, evidencia un conocimiento histdrico que permite tener una vision mas

amplia de que es la curva logaritmica, y comprender por qué la curva obtenida, que se
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muestra en la ilustracion 4, corresponde a la grafica de una curva logaritmica bajo una

perspectiva diferente a la actual.

M M B K A E F G H

llustracion 4. Curva logaritmica construida en la propuesta de Agnesi, se asemeja a la representacion grdfica

de la funcion exponencial.

El documento numero dos (pag. 92), presenta una construccion de la grafica de la funcién
logaritmica a partir de la relacidn entre una progresidon aritmética y una geométrica con el

uso de la geometria dindmica, basdndose en el concepto de logaritmo dado por Serret.

A diferencia de la construccion propuesta en el documento numero uno, donde la curva se
obtiene a partir de tridngulos semejantes, cuyas alturas constituyen la progresion
geométrica, en este caso la construccion de la progresién geométrica se realiza utilizando
circunferencias y el plano cartesiano, de tal manera que la grafica obtenida es la
representacion actual de la funcién logaritmica. Los segmentos de texto que ilustran los

pasos seguidos en la construccidn se muestran a continuacion:
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Una representacion grafica del concepto de logaritmo dado por Serret, en un contexto de
geometria dindmica, se muestra a continuacion. Tomemos la progresién geométrica
1,7,72%,73,...ylaaritmética 0,d, 2d, 3d, ... en donde diremos, con Serret, que logaritmo de
1 es 0, logaritmo de r es d , logaritmo de r? es 2d, etc. En el eje horizontal colocamos la
progresion geométrica y en el vertical la aritmética (los logaritmos). (Vargas et al., 2011,
pp. 132-133). Este segmento de texto, por una parte, hace referencia a dos objetos que el
sujeto debe haber construido con antelacidn, como son el de progresién geométrica y el de
progresidon aritmética. Son estos un requisito necesario para poder llevar a cabo la

construccion de la gréafica logaritmica.

Por otra parte aparece lo forma de comprender, accion, cuando se enuncia el hecho de
colocar en cada eje correspondiente del plano cartesiano las respectivas progresiones,
puesto que es un estimulo externo que induce a una actividad concreta que se debe realizar.
Sin embargo de acd también puede deducirse que el plano cartesiano es otro objeto

involucrado, con el cual debe estar familiarizado el sujeto, sobre el que se realizan acciones.

Construimos geométricamente las potencias de r de la siguiente manera: se traza una
circunferencia de radio 1 centrada en el origen O vy sefialamos un punto P de ella,
cualquiera, ubicado en el primer cuadrante; trazamos luego el rayo OP cuyo angulo de
inclinacion llamamos 6. La tangente a la circunferencia por P determina un punto de
interseccion Q con el eje x (Vargas et al., 2011, p. 133) (llustracidn 5). Este segmento es

una instruccion que debe seguirse para la construccion de la grafica, por lo tanto, desde la
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teoria APOS la podemos asimilar a una accién que se da sobre objetos matematicos previos,

y que mediante la interiorizacidn deberia conducir a un proceso.

0 0 . ) .
Entonces: sec 8 = o_g = TQ = 0Q . El movimiento de P, en el primer cuadrante, permite

recorrer todos los valores de 0Q mayores que 1: (Vargas et al., 2011, p. 133) (llustracion
5). Este segmento puede ser catalogado como un proceso, puesto que implica ir mas alla
de una accion, se debe reflexionar sobre acciones que se realizan sobre varios objetos,
llegando a un nivel de comprension mas elevado que de la mera repeticiéon de acciones.

Implica esto que el sujeto sea capaz de pensar en las acciones sin necesidad de realizarlas.

f ¢
hp/

T oa=ses
. E! I1 Q X

llustracion 5. Parte 1 de la Construccion Propuesta en el segundo documento.

Construimos el dngulo 8 para cada valor particular de v > 1 asi: determinamos el punto Q
tal que OQ = r, con la construccion para trazar tangentes a una circunferencia desde un
punto exterior a ella, trazamos la tangente a la circunferencia desde Q, con punto de
tangencia P en el primer cuadrante, y luego, la semirrecta OP, la cual tiene el dngulo de
inclinacion 8 requerido. Trazando ahora la perpendicular al eje x por Q se determina el

punto de interseccion R con el rayo OP. (Vargas et al., 2011, pp. 133-134) (ilustracion 6)
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O = gagd =1

L= (secRf =12
Q5 = [zecs =12

llustracion 6. Parte 2 de la Construccion Propuesta en el segundo documento

Esta parte se puede catalogar como accidn, puesto que son instrucciones externas que

deben seguirse para la construccidn requerida.

El segmento OR tiene como longitud (sec 8 )?> = 12. Si de nuevo se traza la perpendicular
(ilustracién 7) al rayo OP por R y se determina la interseccion S con el eje x se tiene que 0S
tiene longitud (sec 8 )3 = r3. Continuando este proceso se construyen las potencias de 7,
con exponente entero positivo. (Vargas et al., 2011, p. 134). Dos cosas evidencian un
proceso en este segmento de texto, la primera es el hecho de que se debe comprender la
equivalencia de las longitudes de los diferentes segmentos con las expresiones secantes
relacionadas y las potencias de r. Esto sélo puede darse en el sujeto mediante Ila
interiorizacién de acciones mentales que lo lleven lograr describir qué y cdmo sucede esta
construccidon y como se da esta relacion, sin requerir de la construccién externa. La
segunda, es la capacidad de comprender que se puede continuar el proceso de construccion

de la potencias de r con exponente positivo, lo cual implica la interiorizacién de las acciones
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que dieron origen a la construccién de las primeras potencias y poder continuar con el
desarrollo de este proceso partiendo ya no de acciones externas sino de la interiorizacidon

gue se dio de ellas.

llustracion 7. Parte 3 de la Construccion Propuesta en el segundo documento

Serret extiende luego el concepto de logaritmo a los nimeros obtenidos para las potencias

1 2 ..-3

de r que tienen exponente entero negativo: r~,r~“,r~°,..,; para esto se amplia la
progresion aritmética a los multiplos negativos de d: — d,—2d,—3d, ...y decimos que el
logaritmo de r~' es - d, el logaritmo de es - 2d, etc... La construccién geométrica de estas
potencias de r (ilustracién 7) se continia como antes pero hacia el interior del circulo:

(Vargas et al., 2011, p. 134)

117



Un Andlisis de la Representacion Grdfica de la Funcion Logaritmica: Historia y Conocimiento Diddctico del Contenido

Lograr la construccién de las potencias de r con exponente negativo, aparece solamente
enunciado, en el segmento que acd se expone, no se da una instruccion del paso a paso
para obtener dichas potencias, esto implica una comprensién del procedimiento que debe
seguirse, relaciondndolo adecuadamente con la forma como se construyeron las potencias
positivas, esto permite afirmar que se da una forma de conocer proceso por parte del sujeto

cuando es capaz de llevar a cabo la construccidn citada, tal como lo muestra la ilustracion

llustracion 8. Parte 4 de la Construccion Propuesta en el segundo documento

Una vez obtenidas las potencias, graficando los puntos de la forma (+",nd), con n entero y
uniendo con segmentos dichos puntos (ilustracion 8), se tiene una primera aproximacion,

con segmentos rectilineos, a la curva logaritmica. (Vargas et al., 2011, p. 134)
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Este segmento implica una accién en cuanto a la instruccidn de unir con segmentos los
puntos obtenidos para las parejas ordenadas (™, nd). Y acto seguido remite a un proceso,
ya que al anunciar la aproximacién a la curva logaritmica con segmentos rectilineos, implica
gue se tenga un nivel de comprension mayor a seguir una instruccién, siendo capaz de
visualizar la forma de la curva, sin tener que construir cada punto y comprender que esta
grafica corresponde a la funcidn logaritmica. Sin embargo aln no se puede decir que
alcance la forma de conocer objeto, puesto que la grafica se vislumbra como la unién de

segmentos, no como una curva continua.

Una vez definido el logaritmo para las potencias enteras de r, Serret define los logaritmos
de los nUmeros que son medias geométricas entre potencias sucesivas de r (potencias de r
con exponente fraccionario) como las correspondientes medias aritméticas. Las medias
geomeétricas se construyen con el método de Descartes (1637/1952). (Vargas et al., 2011,
p. 134). La construccién de las medias geométricas sugerida aqui implica un proceso en
cuanto que involucra la capacidad de comprender el procedimiento para dicha construccion
y la capacidad de imaginar la posibilidad de construir estas medias geométricas de manera
continua de tal forma que los puntos obtenidos estén cada vez mas cercanos, sin embargo,
ante la imposibilidad de construir una infinita cantidad de medias, se debe tener claro,
independiente de que fisicamente no se pueda reproducir el procedimiento, que siempre
es posible construir una media mds, tantas veces como se quiera, razén por la cual se puede

afirmar que la accidn ha sido interiorizada y se piensa sin necesidad de realizarla.

119



Un Andlisis de la Representacion Grdfica de la Funcion Logaritmica: Historia y Conocimiento Diddctico del Contenido

En la (ilustracion 9) se tiene una mejor aproximacion a la curva logaritmica, obtenida al
afadir los logaritmos de las dos medias geométricas entre potencias enteras, sucesivas, de

r. (Vargas et al., 2011, p. 136)

Este Ultimo segmento se seleccioné para resaltar el hecho de que al trazar las medias se
tiene una mayor aproximacion a la grafica y por ende una vez se pase por esta fase, se
supone que se llega a la forma de conocer objeto, puesto que se podriamos decir que el
proceso ha sido encapsulado. Ahora, para que se puedan construir otras curvas del
logaritmo teniendo la idea de una base diferente a la original, es necesario que el objeto
sea desencapsulado en sus partes, para a partir del proceso que le dio origen obtener las

nuevas graficas.

i
=SS | L . - — . — — i — i — i i —

llustracion 9. Parte 5 de la Construccion Propuesta en el segundo documento
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3.2.3. Conocimiento de los procesos de aprendizaje del alumno

Los siguientes segmentos de texto presentes en la Red 17 hacen mencidn a las dificultades
y problemas que presentan los estudiantes durante el estudio del concepto de logaritmo y
la representacion grafica de la funcion logaritmica, solo se encontraron dos segmentos, uno
de ellos expone las consecuencias del uso de un procedimiento memoristico y algoritmico
de los logaritmos, que se encuentra asociado a la notacién y significado los logaritmos. El
segundo segmento es un cuestionamiento que se hacen los investigadores frente a las
dificultades didacticas que conllevan la  coordinaciéon de diferentes registros de
representacion del concepto. La informacién ofrecida es una clara evidencia de las

dificultades que como profesores se deben superar y reconocer en el trabajo en aula.

% Conocimiento de los procesos de
aprendizaje del estudiante~

Pl “a
F" [1:14][1:1915]
de estudiantes con dificultades rela-
cionadas con la notacion y el
significado de la palabra logaritmo
[Kenney,
2005; Toumasis, 1993), el claro arraigo
a los procedimientos memaoristicos de
algoritmos [Kastber, 2002; Berezovski,
2004], el concepto de logaritmo desli-
gado de su génesis histarica
[Berezovski, 2004; Toumasis, 1993)

:Eluso, en el aula de clase, del
registro de representacion grafica y su
coordi-

nacian con otros registros de
representacion, llevara implicito la
generacion de

obstaculos didacticos?

Red 17. Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante.
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3.2.4. Sentido reflexivo del Profesor

Esta ultima categoria que se decidid proponer como parte del conocimiento didactico del
contenido del profesor, son reflexiones que el profesor debe hacerse, sobre la naturaleza
de la representacion grafica de la funcidén logaritmica, para su ensefanza, sin embargo
algunos de estos cuestionamientos se pueden trasladar a otros conceptos matematicos, el
primero de ellos es la riqueza en el conocimiento de la naturaleza histérica del concepto,
gue permiten actividades innovadoras y conexiones con otros conocimientos de la misma

area o de otros, como lo es en el caso de la modelacién de fenédmenos fisicos.

El disefio de actividades para el aula, deben garantizar la construccién de un concepto de
manera correcta y en lo posible sin la generacién de obstdculos o dificultades, para el caso
de la construccion de la representacion de la gréfica de la funcion logaritmica. La
informacién que ofrecen los investigadores no debe desconocerse, por el contrario deberia

acogerse para mejorar la formulacién de actividades.

Uno de los segmentos de texto contenidos en esta red (Red 18) fue el que llevd a la reflexién
de por qué no caracterizar un proceso de comprension a través de una teoria que

favorezcan los procesos de aprendizaje y formulacidn de actividades.
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En este articulo presentamos los
aportes que Agnesi nos abriera una
fructifera linea de

reflexiones sobre 13 construccion de I3
curva logaritmica. Agnesi utilizando
geometria plana,

continuidad y covanacion nos
propone otra forma de introducir Ia
grafica de la funcion

logaritmo, dando un soplo fresco al
discurso matematico escolar, andado
actualmente en la

definicion, conocer su notacion y
expresion algebraica, crear la tabla,
graficar los puntos dados

y por ultimo unirlos,

Nuestro interes por el estudio de los
logaritmos partio, en un inicio, del
hecho que, segun se reportara en
Ferrari (2001), la

manipulacion erronea de los mismos
da cuenta de 1a no apropiacion de la
nocion logaritmo,

producto de no ser construida
escolarmente. En ese trabajo se reportd
Ia dislexia escolar

producto del quiebre entre la
presentacion operativa de los
logaritmos y la presentacién
funcional de los mismos.

\/
U

Una construccion que evidencie esta

Nos resta ahora disenar actividades  |)
matematicas para obtener resultados
interesantes sobre

este nuevo enfoque de Ia funcion
logaritmica y por ende de Ia
construccion grafica de

funciones, en respuesta a la hipotesis -

epistemologica que genero esta
investigacion,

Si se considera como tarea del
profesor, por excelencia, el acercar a
sus estu-

diantes al estudio de una ciencia, se
deben propiciar actividades de estudio

que

ayuden 3 los estudiantes a hacer
conexiones entre ideas y descubrir sus
interre-

710707
:Coémo continuar, profundizar o
lograr otras aproximaciones
relacionadas con

13 explicacion acerca de lo natural de
los logaritmos naturales?

inquietudes acerca de por qué, entre
tantas opciones que
podrian existir, el nUmero ¢ es

utilizado como Ia base de los
logaritmos natura-
les (Toumasis, 1993; Fernandezy
Pacheco, 2000; Katz, 1995).
i )
Sentido Reflexivo del Profesor~

laciones 10gicas.

Estas facilidades tecnologicas

usadas sin reflexion alejan al
estudiante de 13 comprension del
concepto de

logaritmo y funciones logaritmicas,
razon por la cual se requiere que los
pro-

fesores e investigadores deban
plantear opciones que permitan,
mediante el

software, utilizar tanto las ideas de las
construcciones de los conceptos origi
nales como el concepto actual,

relacidn entre las

progresiones favorece la comprension
del concepto logaritmo y puede contri-
buir en la generacion de reflexiones
como, por ¢jemplo, por qué labase e y
qué

¢s [0 "natural” del logaritmo natural,

} 11:40)[10:10)

Admiten los pasos aqui detallados
procesos de institucionalizacion del
saber

que favorezcan el
aprendizaje/comprension de la
funcién logaritmica?

B:7][1:1840]

la problematica de |a apropiacion de
la

nocion de funcion. En efecto, la
importancia conferida a |a misma
desde el paradigma

euleriano, al convertirla en eje del
estudio de las matematicas, y las
dificultades propias de una

nocion que admite varias
concepciones y representaciones, se
ve reflejada en el interés por su
estudio de investigadores de la mas
diversa indole,

11:69](2:2261)

contextualizar 1a ensefanza

de las matematicas mediante Ia
presentacion de un concepto en
donde se ex-

ploran respuestas a preguntas tales
como ;de donde vino?, ;quién, por
quéy

cOmo alguien pudo mencionar esto?

La presentacion de las funciones
logaritmicas, que se acostumbra

hacer en las aulas, como inversa de las
funciones exponenciales ha
conducido

a que se descuiden aspectos que la
dotan de significado y que tienen que
ver

tanto con dicha génesis histdrica,

(El uso, en el aula de clase, del
registro de representacion graficay su
coordi-

nacion con otros registros de
representacion, llevara implicito la
generacion de

obstaculos didacticos?

Red 18. Conocimientos asociados al sentido reflexivo del profesor
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4. CONCLUSIONES

El desarrollo de esta investigacion, permitié obtener una red de conocimientos, desde una
caracterizacion de la informacién contenida en los documentos analizados y el empalme
con conocimientos reconocidos desde la teoria del Conocimiento Didactico de Contenido.
Los elementos especificos de la representacion grafica de la funcién logaritmica
identificados en cada categoria de andlisis constituyen un sistema de analisis que permite
poner en evidencia (en este caso desde la literatura en EM) un conjunto de conocimientos

propuestos para integrar el CDC del profesor de matematicas en formacion.

La red de conocimientos puede trasladarse y complementarse, como un mecanismo de
caracterizacion de los conocimientos que deben poseer los profesores respecto a otros
conceptos y objetos matematicos vistos desde su desarrollo histérico. Lo anterior
propenderia por (1) el conocimiento del desarrollo histérico de un concepto, (2) pero no
solo a nivel de conocer sino de herramienta para proponer actividades de aula desde el

mismo desarrollo.

El conocimiento de la historia de los conceptos de logaritmo y funcién logaritmica genera
un visiéon diferente y enriquecida, que permite ver estos conceptos de manera diferente y
con mayor significado que el que tienen estos conceptos cuando se manipulan solamente
desde su definicién formal, como objetos matematicos dados, desconociendo que estos

surgen mediante un proceso que llevo cientos de afios para llegar al estado actual. Ademas
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al examinar las publicaciones concernientes a las formas de abordar la construccién de la
representacion grafica de la funcién logaritmica, diferentes a las usuales. Se encuentra por
un lado la construccién de la grafica de la funcidn a partir de tridngulos semejantes, y por
otra la construccién de la funciéon con elementos de geometria dindmica mediante la
construccidon de una progresién geométrica a partir de circunferencia. Para el caso del
documento uno (Pag. 92), se hace énfasis en la curva logaritmica, como en la antigliedad.
Mientras que en la segunda construccion dado que se enfatiza en las parejas ordenadas, alli
se tiende a construir la grafica de la funcién logaritmica actual. Esto nos permitié enriquecer
los conocimientos de dichos conceptos, posibilitdndonos descubrir nuevas alternativas para

su ensefanza en nuestra mision docente.

La informacién contenida en los segmentos de texto encontrados en las estrategias de
ensefianza usuales y en el sentido reflexivo del profesor, permite reflexionar sobre la
practica docente especialmente en lo referido a ensefar conceptos matemadticos solamente
desde lo formal, muchas veces limitado a describir y transmitir los contenidos establecidos
por alguin texto, desligando dichos conceptos de hechos de la vida real y sobre todo del
contexto que posibilitd el surgimiento de los mismos, genera que sea vea la matematica
como algo meramente abstracto y carente de significado cercano a los estudiantes y que
en ellos genera la sensacién de ver la matemadtica como algo inutil para su vida y de uso

exclusivo para un reducido niumero de personas dedicadas al desarrollo cientifico.

Estudiar la evolucidon de un concepto y saber que son varias las etapas por las cuales pasa,

superando diferentes concepciones e interpretaciones y que el significado que se le
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atribuye al objeto matematico dependen muchas veces de visiones personales, que con el
tiempo se van nutriendo con otras concepciones y miradas diferentes. De tal manera que
la construccién de un concepto no es facil ni inmediata, sino que afronta diferentes
problemas y cuestionamientos que hacen que vaya cambiando hasta llegar a su
determinacién actual; nos hace como profesores reflexionar sobre lo que esperamos de
nuestros estudiantes respecto a la comprension de los conceptos matematicos, las formas
como se construyen los conceptos, las etapas que pueden atravesar en su apropiaciéony la
evolucidn que tiene el concepto en la mente da cada estudiante, de tal forma que nos hace
pensar en las diferente concepciones que pueden tener profesores y estudiantes respecto
a un concepto, dejando de lado la ambicidn de que todos se apropien de un concepto de la
misma manera y le otorguen el mismo significado. Esto lleva a tener en cuenta que cada
persona enfrenta problemas diferentes en la comprension de los conceptos matematicos,
lo cual conduce a ver el aprendizaje como un acto que aunque pueda darse en forma

colectiva, depende en gran medida de factores individuales.

Con base en lateoria APOS y los dos documentos analizados en este trabajo es posible hacer
una caracterizacion de las formas de conocer, accién proceso y objeto presentes en la
construccion de la representacion grafica de la funcidn logaritmica a partir de la relacién
entre una progresion geométrica y una aritmética. Se evidencian acciones que
identificamos como seguir instrucciones, tales como el trazo de rectas, la ubicacidon de
puntos, la construccién de tridngulos semejantes, etc.; las cuales se debe realizar de

manera repetitiva. Sin embargo, ir mas alld del seguimiento de una instruccién en las
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construcciones, lleva a reflexionar como el proceso de construccidn se puede dar manera
auténoma, sobre qué es lo que se estd haciendo, implica una visién de la relacion del
trazado con mas puntos que definan la curva que se esta construyendo, sin necesidad de
realizarlo de manera fisica. Y finalmente asociar los objetos matematicos y las relaciones
entre ellos las formas de conocer, que incluye el aceptar la repeticidon de construccidn de
puntos intermedios entre los ya obtenidos, llevada al infinito, genera, desde la perspectiva

de los investigadores, una forma de conocer la gréfica de la funcién logaritmica.

Como posibilidad de proyeccion del trabajo se establece dos propuestas, la primera de ellas
es el contemplar el sistema de categorias de andlisis propuesto, con el fin de analizar otras
propuestas dentro de la literatura en Educacién Matemadticas sobre la construccidon de

objetos o conceptos matematicos vistos desde su desarrollo histdrico.

La segunda propuesta se da para el caso de la forma de conocer esquema, ya que para esta
forma de conocer lo que ocurre es que el sujeto organiza “mentalmente” unos grupos de
acciones, procesos, objetos, que son llamados esquemas. Se puede intentar hacer
investigaciones que examinen la forma de conocer esquema de la funcidn logaritmica. Lo
anterior con el fin de que pueda ser utilizado en la solucion de situaciones y fendmenos en

donde tenga sentido esta forma de la funcién.
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