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griegas desde las posturas de Szabd. El argumenta que se dio en el trabajo de los pitagéricos con
respecto a la musica; para ello hace un analisis filolégico fuerte frente a algunos términos musicales que
se transformaron a conceptos matematicos.
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4. Contenidos

El trabajo de grado cuenta con tres capitulos organizados de la siguiente forma:

En el Capitulo 1 se tratan las generalidades del trabajo de grado: Justificacion, asunto de estudio,
objetivos, aspectos metodolégicos.

En el Capitulo 2, en la primera parte se aborda en esencia la lectura exhaustiva del documento de Szabd
(1978) en el del cual hace un analisis histérico-filolégico del origen de la Teoria de las Proporciones
griegas. En la segunda parte, trata de los pormenores y asuntos tratados para entender la postura de
Szabd, para ello se proponen cinco categorias, que se consideran enmarcan todas las discusiones
planteadas en torno al tema.

Para el capitulo 3, habiendo estudiado histéricamente un caso puntual, se analiza el por qué este estudio
transformo los conocimientos como docentes de matematica; tomando de referencia dos categorias
propuestas por Guacaneme (2016): las visiones y los artefactos

5. Metodologia

Dentro de la metodologia hubo tres etapas principalmente,:

En la primera se hizo una interpretacion del texto guia, reconociendo los elementos principales e ideas,
gue luego fueron condensadas en un resumen. En la segunda etapa (que en algunos momentos fueron en
paralelo a la anterior) se trataron algunos autores para ampliar y entender las tematicas e ideas tratados
por Szabé. Por ultimo, en tanto se estudidé un tema particular, también se estudio y reflexioné sobre lo que
se aprendio gracias a la Historia de las Matematicas, siendo un proceso descriptivo, analitico e
introspectivo frente a influencia que tuvo esta frente al conocimiento adquirido

6. Conclusiones

Los procesos inmersos en la interpretacion de un documento histérico generan por si mismos
transformaciones en el conocimiento y, de forma colateral, discusiones valiosas para el docente de
matematicas.

El estudio del origen de la Teoria de las Proporciones griegas dio un espacio para reconocer desde un
tema especifico el valor de la HM y la diversidad de temas que da espacio para abordar.

Se reconocié la HM como fuente no solo de artefactos, sino como proveedora de conocimientos
matematicos que pueden transformar las acciones en el aula.
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Introduccién

En este documento se explicard el origen, visto desde la historia, de la Teoria de las
Proporciones tomando como base las ideas planteadas por Arpad Szab6. Se estudiara la
segunda parte de su libro (Szabd, 1978) titulada “The pre-euclidean theory of proportions”
la cual se fundamenta en el estudio linglistico de términos propios de la teoria, analizando
con minucia palabras como “diastema”, “horoi”, “logos” y “analogia”, entre otros; para
argumentar que el origen de esta teoria se dio a través del trabajo relacionado con la Teoria

Musical por parte de los pitagoricos.

A partir de este analisis se plantea tres capitulos, que dan forma a este documento y los

cuales se proceden a explicar:

En el primero, se tratan las generalidades del presente escrito. La justificacidn, objetivos y

metodologia usada al estudiar el tema de este trabajo de grado.

En el segundo, trata sobre el estudio realizado. En una primera parte se hace un resumen
analitico del texto de Szab6. La segunda trata de los temas paralelos y recursos que se

estudiaron para llegar a entender el texto mencionado.

En el tercer capitulo se hace una interpretacion acerca de como la historia de las
matematicas trasciende en el conocimiento del docente de matematicas en formacion y en

ejercicio, a través del andlisis de una seccion de la tesis doctoral de Guacaneme (2016).
Por ultimo, se anexa una traduccion no oficial del escrito de Szabo (1978).

De esta forma se busca generar interés y que sea una referencia para los docentes en
formacion tanto en el estudio de la historia de las matematicas, como en el de la teoria de

las proporciones.






1. Generalidades

En este capitulo se describirdn los aspectos generales que aborda el documento y hacen
parte del formato para la entrega de trabajos de grado escritos para la Licenciatura en

Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional.

1.1. Justificacion

La motivacion principal para el desarrollo de esta monografia son las experiencias vividas
en al menos dos cursos de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional (“Ensefianza y aprendizaje del Algebra y la Aritmética” y “Geometrias no
euclidianas™), donde se desarrollaron algunas de las teméticas desde un enfoque histérico,
logrando con ello generar gran interés en la Historia de las Matemaéticas, para nosotros

como estudiantes.

Estas experiencias nos llevan a considerar, basados en la idea de Gonzélez (2004) que el
estudio del desarrollo de un concepto matemético sirve como motivacion para los
estudiantes y como recurso didactico para los docentes en su ensefianza. Desde esta
postura, surge entonces la necesidad de responder pragmatica y efectivamente a un par de
inquietudes, a saber: ¢por qué la historia sirve para la formacion docente? y ¢ para qué sirve
cémo docente saber la historia de un concepto matematico? Preguntas fundamentales a la

hora de abordar este escrito.

En un primer momento se quiso centrar la investigacion en el concepto de antanairesis (un
método pre-euclidiano para determinar la razon entre magnitudes o ndmeros),
especificamente en su origen. En esta direccion el profesor Guacaneme reconoce en el
trabajo de Szab6 (1978), una opcion de respuesta que parece exponer que para los

pitagodricos la antanairesis surgio como una aplicacion a la antigua teoria musical, asunto




que podria contribuir a la historia de la proporcionalidad en sus origenes cientificos. Pero,
al hacer una revision detallada del texto se pudo reconocer que no trataba sobre el origen de
la antanairesis, sino del origen mismo de la teoria de las proporciones y como lo abordaron,
a traves de la teoria musical, en su primigenia los pitagdricos. El texto generd gran impacto
por lo cual se decidié continuar con el estudio de este; ademas, dada la complejidad de los
textos histdricos y este en especial por su andlisis linglistico-matemaético, se dispuso un

momento exclusivo para hacer un analisis exhaustivo de él.

De esta manera interesa abordar el estudio de tal documento y de otros que versan sobre las
teorias pre-euclidianas de la razén y proporcion. Asi, deberemos lograr conocimiento
suficiente para responder al menos dos interrogantes generales: ;,como entendian la teoria
de las proporciones los pitagoricos? y ¢cudl es la relacién entre la antigua teoria musical y

teoria de las proporciones?

1.2. Asunto de estudio

Teniendo en cuenta la justificacion planteada, se identifican dos asuntos de estudio. El
primero, trata un caso particular de estudio de un objeto matematico desde su historia; para
nuestro caso: el origen de la Teoria de las Proporciones griegas y su relacion con la teoria
musical. En segundo lugar, sobre como la Historia de las Matematicas influye en el

Conocimiento del Docente de Matematicas.

1.3.  Objetivos

A continuacion, se describen los objetivos planteados para este estudio.

1.3.1. Objetivo General

Identificar los elementos fundamentales del origen de la teoria de las proporciones en las
teorias pre-euclidianas, centrados en la teoria musical pitagérica y reconocer la importancia

del analisis de la historia de las matematicas dentro de la formacién docente.




1.3.2. Objetivos Especificos

e Reconocer la postura de diferentes autores con respecto a la teoria de las
proporciones y su origen, ademas de disponer de un texto, en nuestro idioma, sobre
el tema que sirva de apoyo y soporte a la investigacion, asi como a posibles futuras
investigaciones.

e Identificar en un tema puntual, en la teoria de las proporciones, qué elementos
inmersos en la historia de las matematicas pueden influir en el desarrollo del
conocimiento del docente de matematicas.

e Promover el estudio de la historia de las matematicas y del desarrollo historico de
conceptos matematicos, revelando la importancia en el proceso de construccion de

la actividad y conocimiento docente.

1.4.  Aspectos metodologicos

Las tareas propuestas para construir este documento se pueden organizar en tres momentos,

es de resaltar que muchas veces se llevaron en paralelo.

En el primer momento, se hizo una traduccion no oficial del documento de Szabd (1978).
Para el segundo, se hizo la interpretacion detallada del documento mencionado, haciendo
en paralelo investigaciones acerca de diversos temas a los cuales aludia y era necesario para
interpretarlo. En el tercer momento, se estudié cémo la Historia de las Matematicas (HM)
de un tema especifico influencid nuestro Conocimiento de Profesores de Matematicas
(CPM), haciendo un contraste entre las respuestas que dio Guacaneme (2016) frente al para

qué sirve la HM.







2. Estudio de las posturas de Szabé

En este segundo capitulo, en un primer momento, se sintetizan las ideas que plantea Szabd
(1978) en el texto utilizado como guia, haciendo el resumen analitico de la Parte 2: “The
pre-euclidean theory of proportions”. En el segundo momento, se categorizan en cinco
grupos los temas que se discutieron o abordaron en el marco del estudio de las ideas de
Szabo.

2.1. Resumen analitico

En esta seccion del escrito se resume la Parte 2 “The pre-euclidean theory of proportions”
del libro titulado “The beginnins of greek mathematics™ escrito por el autor hiingaro Arpad
Szabd donde principalmente argumenta la relacion que tuvo la teoria musical para el
desarrollo temprano de la teoria de las proporciones. EI documento de Szabo esta dividido

en 23 apartados de corta extension, donde para cada uno de ellos se presentard un resumen.

En el Apartado 1 discute el concepto de la inconmensurabilidad en la antigiiedad, tomando
del texto clasico Elementos de Euclides la Definicion 5 del Libro V (Definicion V.5). Por
medio de un analisis a esta definicién concluye que esta debid ser creada pensando en
magnitudes inconmensurables. Esta definicion, que se le atribuye a Eudoxo, pudo ser
concebida en un momento donde no importaba si las magnitudes que se estaban
comparando eran de este tipo o no. Siguiendo la idea mencionada, surge la pregunta del por
qué la definicion fue usada antes; la respuesta se puede dar analizando la Definicion 21 del
Libro VI (Definicion VI11.21) la cual versa sobre la razon entre niameros, dejando a un lado

las magnitudes.

Dado que en la Definicion VII1.21 se usa para nimeros y mientras que la Definicion V.5
necesariamente se usO con magnitudes, se concluye que la segunda tuvo un origen

posterior. Si, ademas, se toma la Proposicion VI1.13 donde se construye la media




proporcional, solo se podria demostrar teniendo la Definicion V.5, pero se tienen pruebas
de que la media proporcional fue usada mucho antes que el mismo Eudoxo viviera. Ahora
la cuestion es como pudo ser probada; histéricamente se plantean tres ideas para ello: En la
primera, se acepta una prueba intuitiva de la validez de la construccion; en la segunda, se
prueba a través de la Definiciéon V.5 bajo la idea de que esta es mucho méas antigua de lo
que se ha creido; por ultimo, cabe la posibilidad de que hubiese existido una definicion pre-

eudoxiana que la justificara.

Aristoteles aporta la llamada definicion “antifairetica” o “antanairetica”: “Si su
antifairesis es la misma las magnitudes estan en la misma razén”. Esta se supone debio
superar varias dificultades con respecto a la inconmensurabilidad, pero él no tuvo intencion

alguna de aportar a la demostracion.

Ahora la principal pregunta es si los griegos estaban pensando en la inconmensurabilidad o
Unicamente pensaban en aplicar esta definicibn a numeros. Estos cuestionamientos
mencionados muestran que la inconmensurabilidad ha influenciado el desarrollo de la
teoria de las proporciones, pero su génesis ha sido de menor interés. El texto pretende
dilucidar el origen histérico de la teoria pre-euclidiana de las proporciones mediante un

estudio filoldgico de algunos términos, que revelen una conexion con la teoria de la masica.

En el Apartado 2 retoma la primera parte del libro donde aborda principalmente el analisis
filologico del término “dynamei symmetros™, de este concluye que el estudio de la historia
de un término muestra el origen de algunos conceptos matematicos, pero no pasa lo mismo
para la teoria de las proporciones, puesto que esta no era una invencién griega y sefialar la
idea de su origen es dificil, puesto que se remonta al inicio mismo del pensamiento
humano. En general las investigaciones se preocupan por abordar el origen de la teoria de
las proporciones que presenta Euclides, pero para realizar esto se requiere abordar el origen
mismo de esta vision enfocado en un analisis pre-euclidiano. Este analisis se puede
construir mediante el estudio de términos como “logos” (razon), “analogia” (guardar la

misma razén), “andlogos” (en la misma razén) y “horos” (término de una proporcion).




Sostiene que el estudio de esta teoria de las proporciones pre-euclidiana se debe comenzar
desde el estudio del término “horos”, puesto que es usado reiterativamente en Elementos
como “definicion” pero también con el significado de “punto final”. Una investigacion
sobre esto debe responder algunos cuestionamientos: qué significa que una proporcién
tenga puntos finales o que tenga cuatro de estos y qué en cambio una razon tenga tan solo
dos. Estas preguntas cobran sentido cuando se relaciona con la Teoria Musical Pitagorica,
puesto que la razon entre dos nimeros era llamada diastema y tenia dos significados, el
primero, como intervalo musical, que expresa la razon entre dos nimeros de un intervalo; la
segunda, como segmento de linea. Si se interpreta en el segundo caso, cobra sentido el

analisis de la palabra “horos” si se encuentra conexion entre razones y segmentos.

En los siguientes capitulos busca dos objetivos, mostrar cobmo los intervalos musicales se
expresan como razones entre numeros, y la equivalencia entre logos y diastema, uno en la

geometria y el otro en la musica.

En el Apartado 3 tiene como objetivo hablar sobre diastema y opoi pues estos términos
ofrecen informacion sobre la teoria pre-euclidiana de las proporciones como se menciond
en el anterior capitulo. Para empezar, resalta algunos hechos importantes de la teoria

musical: el diastema como consonancia y diastema como intervalo.

Primero, como consonancia diastema significaba intervalo, es decir la distancia entre dos
tonos. Los tedricos de la musica estaban interesados principalmente en los llamados
intervalos concordantes o consonancias, de las cuales se resaltan tres: la octava, la cuarta y
la quinta, ya que los nombres griegos de estas palabras arrojan informacion sobre el origen
de diastema como se nhombra a continuacion: La octava se llama dtamrao@dv (el acorde pasa
por todas las ocho cuerdas), la cuarta dtateaadowv (el acorde pasa por cuatro cuerdas) y
la quinta dwamevte (el acorde que pasa a través de cinco cuerdas). Lo anterior indica que
las cuerdas estaban numeradas consecutivamente pero no fue asi, pues originalmente cada
una de ellas tenia su propio nombre. La cuerda superior fue llamada Umrazn (la mas larga y
la mas alta) produjo el tono mas bajo, la cuerda inferior vijty (la méas corta y la méas baja)
produjo el tono mas alto. Las cuerdas restantes yacian entre las dos méas externas; de estas,

vale la pena mencionar la ueon y la mapaucon. A las consonancias principales se les




Ilamaba también por otros nombres, las cuales tenian otro significado: la cuarta se Ilamaba
ovAdaf & (mantener unida la primera y Gltima cuerda de un tetracordio), la quinta fue
Ilamada Stoéeta (dos tetracordios se juntaron y la nota que cada uno produjo se describen
generalmente la nota aguda 6écia) y la octava se llamd a&ouovia (union de dos
tetracordios, es decir las dos cuerdas externas de dos tetracordios unidos sonaron para
producir una octava). Ademas, observaron que la extension de una octava es una cuarta y

una quinta.

Ahora en el diastema como intervalo, se plantea que fue en la practica musical que las
cuerdas recibieron primero nombres y mas tarde le fueron asignados nimeros; también las
consonancias fueron descritas por las cuerdas que los produjeron. Aunque destaca que la
palabra diastema significa el “intervalo por si mismo” (es decir, no el concorde —
symphonia— de dos sonidos, sino su distancia del uno al otro), se deriva de la teoria
musical, no de la préctica. Las consonancias recibieron sus nombres de acuerdo a los
instrumentos donde fueron tocadas, es evidente que ocurrié una transferencia metaférica de
nombres en este caso, por ello el término diastema (intervalo) se entiende como metéfora.
Szabd cita a Burkert para ver como este término se interpreta, el cual afirma que la
representacion de diastema se puede dar en términos de lineas rectas, pero con varias
interpretaciones dice que no es valido hablar de una representacion de este tipo, pues sefiala
que el intervalo musical (diastema) era una linea recta real y concreta que era mensurable
en longitud, “la concepcion (de intervalos) como lineas rectas” y “la teoria de las
proporciones musicales” no se puede contrastar una con otra, porque la palabra “diastema”
(intervalo) significa tanto “linea recta” como “raz6n numérica de un intervalo musical”.
Algunos autores explicaron el diastema como metéafora; el primero fue Aristdxeno, quien se
vio obligado a reinterpretar el significado de diastema de una manera metafdrica, tanto
porque queria dejar a un lado la ensefianza de los pitagoricos y porque el atribuye
diferencias en el tono a si la cuerda era mas o menos tensa, tuvo que cambiar en este
sentido, ya que no queria admitir que las razones numéricas tenian nada que ver con

consonancias. Los pitagoricos siempre asociaban dos nimeros a un diastema musical.
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Todo esto con el fin de interpretar qué “intervalo” y “raz6n numérica” son conceptos

equivalentes en la terminologia de la teoria musical de Pitagoras.

En el Apartado 4 describe como Pitagoras uso el canon (regleta) que dividio en 12 partes,
y cOmo experimento con este bajo tres perspectivas. En la primera, se centraba en la cuerda
que se dejaba vibrar; en la segunda, analizaba el trozo de cuerda que no vibraba; por dltimo,
se centraba en la tabla con puente que se enumeraba. Se plantea el ejemplo de la quinta
donde se toca la cuerda en su totalidad y luego en el traste 8 (12: 8); estos se llamaron los
puntos finales del intervalo (12 y 8). Asi los pitagéricos armaban el diastema como una
razén numeérica y conocian la relacion entre el punto final. A la parte que no vibra se le
asocid la palabra que significaba “linea recta” en el lenguaje matematico: diastema;
ademas, este término también significd intervalo musical. Asi como los puntos finales
horoi (los cuales eran nimeros) también se utilizaron para sefialar la “relacion entre dos

puntos”. Hay ideas que el canon no pudo ser un instrumento hecho en la época pitagorica,
. . . . . 1 1
pero esto se desmiente cuando Platon habla, en diversas citas, de intervalos como 17y1;

(ndmeros relacionados con la cuarta y quinta).

En el Apartado 5 se refiere principalmente a la historia temprana de la teoria de las
proporciones, en los capitulos anteriores el tema de la musica se toca incidentalmente,
incluso se ha resaltado que el estudio de las palabras Siaotnua y 6ot dirigen la
investigacion a la teoria de las proporciones. Ahora con las discusiones dadas se puede
decir que hay dos aspectos en la pregunta de cémo los pitagoricos llegaron a expresar
intervalos por medio de razones numéricas: Por un lado, obteniendo las razones de las
consonancias y, por otro, con la medida de tonos. Pero en la opinion del autor esto solo
podria ser respondido estudiando la literatura clasica y clasica tardia que se ocupa de esta

cuestion.

Histéricamente la teoria musical griega se basé en experiencias y experimentos con
instrumentos de cuerda, teniendo en cuenta esto es evidente que los ndmeros
proporcionales eran razones entre longitudes, ademas que los conceptos diastema y horoi

no pudieron haber existido sin experimentos musicales con el canon. Todo esto lleva a
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pensar que relacionar las razones con consonancias estaba en un segundo plano para los
pitagoricos, Pitdgoras habia relacionado los sonidos de unas cuerdas tensas por el peso de
unos martillos y encontrd la octava, quinta y cuarta. Investigaciones actuales afirman que

esto no pudo haber sido cierto ya que, por ejemplo, la octava con este peso suspendido se

hubiese encontrado a razén de 1:4/2 y no de 1: 2. Investigando a Aristoxeno (opositor de
Pitagoras) se piensa que solo queria que los lectores de Pitagoras creyeran que por medio
de la tension de la cuerda se podria mostrar las razones atribuidas a consonancias (lo que
fue un invento). Puede que los pitagoricos si hayan atribuido razones a las consonancias,
pues una cuerda podria representar un nimero, Szabd concluye que los antiguos tedricos

fueron inconsistentes al relacionar nimeros grandes con las notas mas grandes (las graves).

El Apartado 6 aborda que el concepto de diastema no solo pudo significar “el intervalo
entre dos tonos” sino también las dos secciones de cuerda que producen el sonido (la que
vibra y el segmento que no). Estas dos lineas representan las longitudes de cuerda que eran
expresadas como numeros, entonces, en si representaban los nimeros. Los horoi fueron
visualmente el nimero 12 y el nimero donde se pulsaba al hacer sonar la cuerda por
segunda vez. Estos eran los nimeros que caracterizaban el intervalo y de forma similar se
uso en geometria. Al no tener un simbolo para el cero se hizo més facil caracterizarlo con
una sola letra, asi el diastema se represent6 por dos lineas. EI nimero se asigno a la linea y

esta linea fue nombrada con una sola letra; cosa que utilizd Euclides en sus teorias.

En el Apartado 7, sefiala que en el transcurso de la investigacion diastema ha tenido dos
etapas en su desarrollo. En la primera etapa se reconoce diastema (intervalo musical) como
la longitud de cuerda en el monocorde que no vibra teniendo dos puntos finales (horoi)
leidos como dos nimeros en el canon y en la segunda segun el Sectio Canonis son las dos
secciones de cuerda que produjeron notas, que también era la razén entre los dos numeros
que expresan las dos secciones de cuerda. Histdricamente se asume que el canon debi6 ser
dividido en doce partes, pero se puede suponer que el canon debid ser dividido en cuatro,
tres y dos partes para hallar las tres consonancias principales. El autor argumenta porqué el
canon fue dividido primero en las tres consonancias diferentes y luego divido en doce, hace

un estudio exhaustivo de la palabra diastema y el nombre que le daban los pitagoricos a las
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tres principales consonancias. Numerar el canon conllevo a innovaciones: Primero, el
diastema que hace referencia a la seccién de cuerda que no vibra es el intervalo musical
entre dos sonidos sucesivos; segundo, lo puntos finales opoi fueron introducidos después de

numerar el canon y, tercero, al numerar el canon ya no tenia sentido hablar de la quinta y la
1 1 . . . ) ;
cuarta como 15 y 15 fracciones, sino se manejaban los puntos finales como numeros

enteros y la razon entre ellos describia el tipo de consonancia.

El Apartado 8, trata sobre la busqueda del total de la cuerda teniendo el segmento de

cuerda que genera la cuarta o la quinta este segmento se tomé como la unidad y se encontro
1 . 1 . .
que para a la cuarta seria Sy para la quinta > Para hallar estas fracciones se hizo por ensayo

y error, una vez tenian longitud de la cuerda que producia alguna de estas dos consonancias
se hacian restas sucesivas con el pedazo de cuerda que no vibraba hallando que para la
cuarta era tres veces y para la quinta dos veces. Se desconoce el origen del llamado
Algoritmo de Euclides, pero se sugiere que este se dio en la Teoria Musical Pitagérica al

querer hallar las razones mencionadas entre longitudes de cuerda en el monocorde.

En el Apartado 9 se habla sobre las ventajas de haber numerado el canon, se discute el
porqué es dividido en doce partes, encontrando una razon evidente: al dividir el monocorde
en dos para hallar la octava, en cuatro para hallar la cuarta y en tres para hallar la quinta, se
hall6 el minimo comun multiplo de 2, 3 y 4 que es 12 con el fin de facilitar la ubicacién de
cada consonancia. Ademas de esto se aprecia la importancia de las consonancias. Segun
fuentes antiguas la quinta es considerada como superior a la cuarta, ya que siempre se
aborda primero la nota con mayor longitud de cuerda, por este mismo argumento la octava

seria superior a todas, seguiria la quinta y finalmente la cuarta.

En el Apartado 10 se cuestiona el por qué ocurrio que el cociente entre razones en la teoria
de proporciones se la Illamo diferencia. En el caso de la cuarta (12:9) y la quinta (12: 8)
para la division de las diastemas el objetivo fue encontrar que tan pequefio era cada una con
respecto a la otra, como estaba delimitado por los nimeros del canon, el resultado fue 9 y 8.
De esto se puede decir que el cociente entre esas fracciones lo vieron como la diferencia

entre la linea mas larga con respecto a la corta. Asi mismo se puede ver la multiplicacion de
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razones como la suma de segmentos de cuerda, aunque se debe tener en cuenta que esta
adicion se hace después de aplicar una de las dos consonancias y luego aplicar la otra. Se
deduce la multiplicacién como una suma (después de la composicion de consonancias) y la

division como una resta, proviene trabajo directo con el canon.

En el Apartado 11, se hace un recuento sobre lo que se ha estudiado de la palabra
diastema; se concluye que diastema y logos significan la razon entre dos nimeros, uno en
la teoria musical y el otro en geometria, respectivamente. Ahora se intentara encontrar el
origen de la palabra logos ya que no se sabe si se origind en la mdsica o en la geometria,
para ello primero se abordara la palabra analogia que hasta el momento ha significado

proporcion, a través de su origen se espera encontrar el mismo de la palabra logos.

En el Apartado 12, se aborda el significado del término matemético “logos” que fue
“razén entre dos nimeros”, por otro lado, el término analogia se tradujo al latin como
“proportio” y fue usado para describir la relacion entre un par de razones. Se sabia dos
asuntos sobre analogia: primero, era una palabra la cual su uso no era de uso cotidiano sino
una palabra sabia solo utilizada en matemaéticas, que posteriormente fue usada en
gramatica y de alli pasd a ser parte de del lenguaje cotidiano. Segundo, no se sabia el
significado exacto y verdadero de la palabra analogia como se evidencia en traducciones

sobre el término.

El Apartado 13 se estudia la palabra analogon la cual trata de aquellos ndimeros o
magnitudes que constituyen una proporcién. Se hace un estudio sobre los diferentes
significados que tiene esta palabra y se concluye que es una proporcién, una relacién entre
dos razones, estas razones las representa logos (razén entre dos numeros y analogon

relacion entre cuatro nimeros).

En el Apartado 14, se cuestiona como “ana” llegb a significar “la igualdad de”, dado que
la palabra “analogon” expres6 “estar en la misma razon” y logos significo razon, este
analisis es puramente linglistico. Se tiene que malas traducciones de términos y sus
definiciones hacen gque no se sepa en qué sentido se plantearon. Por ejemplo, en el uso de la

palabra “kata” se usé del mismo modo, como prefijo de para otras palabras, de esto, se
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reconoce que “ana” y “kata” a pesar que se usaron del mismo modo, no significaron lo
mismo. Su significado cambi6 y llegd a tener el mismo significado que analogamente. En
lo que se refiere al uso del prefijo “ana” siempre se relacionan con ndmeros, como en
ava 6vo (dos cada vez) o ava puépog (un fragmento a la vez). Esta ultima llegé a significar
“tomado en partes”, asi se asocia analogos con el significado de “tomado en logoi” pues

que el prefijo ana tuvo un sentido distributivo y logos significé “razon entre dos nimeros”.

En el Apartado 15 se hace un estudio a la composicion ana logos y como de alli se llegé a
la palabra analogon, el autor concluye que dentro de este analisis no se puede definir con
exactitud cuando hubo este cambio, lo mismo pasa cuando se intenta determinar el cambio

entre analogon y analogia, es incierto el origen de estos cambios.

En el Apartado 16, estudia como el significado del término analogon en matematicas
cambié. En su origen significdé “igual cuando se toman en logoi” y pas6 a ser
“proporcional”, pero el término paso a estar en desuso. La nocién de “estar en la misma
razon” se usa en 17 proposiciones del Libro V y en 12 de ellas se usa el término autologon,
en cambio analogon tan solo en 5 proposiciones. Las proposiciones V.19 y VII.11 difieren,
en griego, tan solo en estas palabras. En la V.19 se establece para magnitudes mientras que
la V11.11 es solo para nimeros. A pesar que es una diferencia sutil en lo lingiistico, desde

lo matematico hace que las proposiciones sean completamente diferentes.

En el Apartado 17 nombra lo que se ha discutido sobre las operaciones en el canon; para
los pitagoricos estas operaciones correspondian a cortes sobre el canon, debian saber donde
poner un puente (donde se cortaba la cuerda) para producir una consonancia. Estos cortes
eran llamados “medias musicales”, se trabajaron con diferentes medias, pero

principalmente hay tres: la media aritmética, geométrica y armonica (o subcontraria).

En particular se puede afirmar que la octava es dividida en forma especial por dos medias, a
saber; la media aritmética entre 12 y 6 que es igual a 9, nimero que divide a la octava en la
una cuarta y una quinta debido a que se obtienen las razones 12:9 y 9: 6; en este sentido,
como 12 y 6 son nimeros mayores, permiten describir el intervalo méas pequefio, la cuarta;

por otro lado, como 9 y 6 son numeros menores, permiten describir la quinta, el cudl es el
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intervalo més grande. Asi mismo, la media armoénica entre 2 y 6 es 8, nimero que divide a
la octava en quintas y cuartas debido a que se obtienen las razones 12: 8 y 8: 6, en este caso
los nimeros mayores describen el intervalo mas grande: la quinta (12: 8), y los menores el

mas pequerio: la cuarta (8: 6).

En conclusion, la armdnica es la subcontraria de la media aritmética. Tomando como punto
de partida las medias anteriormente mencionadas, Szab6 menciona un hecho historico
donde muestra que la palabra logos significa cualquier tipo de relacion entre dos numeros y

la palabra analogia como la identidad de cualquier tipo de relacion entre dos nimeros.

En el Apartado 18, Szabd sefiala que, aunque se denotaba como logos a cualquier tipo de
relacion entre dos nimeros (por ejemplo, la media aritmética o la armonica), pero termind
por tomar este nombre la relacion llamada razon. El autor plantea que el significado de
razon se obtuvo por una especializacion del segundo significado nombrado antes. Para esto
plantea dos argumentos: Uno, al dividir el canon y al operar en él, esta especializacion del
término ocurrié cuando se queria hacer comparaciones entre segmentos de cuerda. Se
introdujo para denotar cualquier par de nimeros que formaban los horoi de un diastema.
Dos, al crearse una ambigledad en el término diastema (linea recta y razon) se uso el

término logos que paso de ser “relacion entre dos nimeros” a razon.

En el Apartado 19, nombra que logos ha significado “la razén entre dos numeros™. En este
capitulo Szabd muestra como esta palabra paso de considerarse “razon” para luego
significar “razén entre dos numeros”. Para ello menciona situaciones en que logos cambio
de significado, en la cotidianidad equivali6 a “una serie de cosas” 0 “una combinacion de
varios objetos o numeros” y por Gltimo “la combinacién entre dos numeros”. Para los
pitagoricos dar lugar a esta palabra fue de suma importancia para poder ver la racionalidad

del universo.

En el Apartado 20, enuncia que en un primer momento la teoria de las proporciones se
trabajo Unicamente en la musica, luego paso a la aritmética y la geometria; esta afirmacion
tiene sentido al tener su origen linguistico varios términos alli. La teoria de las proporciones

tomo sus conceptos basicos de la teoria musical y la aplicacion a estos nuevos campos
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provocé cambios en los conceptos mismos. Por ejemplo, se tenia una definicion para
nameros planos semejantes, donde se relacionaba sus lados, en el caso del 3 y el 12 se
pueden formar rectdngulos de 3 x 1 y 6 X 2, respectivamente, estos resultaban siendo
“iguales en logoi” pues 1: 2 = 3: 6. En sus inicios se debi6 tener una nocion intuitiva de
semejanza de rectangulos, pero hasta que se aplico lo desarrollado en la teoria musical no
fue formal. Al relacionar la “semejanza geométrica” con analogia (iguales en logoi) llevé a
que la palabra fuera usada en contextos no matematicos con el sentido de semejanza. Se
conjetura que los conceptos de la teoria musical fueron usados primero en la aritmética,
puesto que habia la ventaja que en ella los nUmeros también eran representados como
lineas. Estos conceptos pasaron a la aritmética geométrica, para conducir al descubrimiento

de la inconmensurabilidad lineal.

En el Apartado 21, se habla mas a profundidad sobre la media geométrica pues en el
capitulo 2.17 solo se menciona. La media geométrica fue un problema de estudio para los
amantes de la musica pues era casi imposible encontrar dos longitudes que cumplieran esta
propiedad, en verdad se tuvo que hacer tratamiento geométrico para encontrar este tipo de

media.

En el Apartado 22 aborda la postura del autor acerca de como se llevé a cabo el
descubrimiento de la construccion de la media proporcional. En la Proposicién VI1.13 se
soluciona de manera general, aunque es de creer que habia un caso particular que
estudiosos conocian antes de Euclides: El problema de duplicar el area de un cuadrado, que
es equivalente a encontrar una media proporcional entre un nimero y su duplo. Lo primero
que se puede suponer es que lo reconocieron de forma visual e intuitiva (se muestra en la

Figura 1).
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Figura 1. Duplicacién del area del cuadrado.

Lo segundo, fue que formaban un logos con respecto a los lados y sus diagonales de cada
uno de los cuadrados formados, ademas de ser iguales en logoi, es decir a: d = d: 2a. Esta
solucion solo es valida si los términos logos y analogia son aplicables a numeros y
magnitudes es decir en marco de la definicion de proporcionalidad de Eudoxo. La forma
como abordaron este caso especifico ayudo para llegar a la soluciéon de dos segmentos
arbitrarios. Se utilizo triangulos rectangulos semejantes y se observo que d cumple dos
papeles diferentes: era la diagonal del cuadrado pequefio y un lado del cuadrado grande
adyacente al angulo recto. Utilizando esta informacion intentaron construir un par de
triangulos semejantes. Para el caso de un triangulo isosceles se puede hacer construyendo la

perpendicular que pasa por el vértice del &ngulo recto como muestra la Figura 2.

Figura 2. Perpendicular en un tridngulo is6sceles.
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Esta construccion debié haber sido fundamental para reconocer que los triangulos
construidos de este modo eran semejantes, asi como en los tridngulos rectangulos no
isdsceles, esto se muestra en la Figura 3:

£I

Figura 3. Perpendicular en un triangulo no isdsceles

En este caso d también cumple con dos papeles: es el lado més largo de los lados del
triangulo pequefio y el méas corto de triangulo mediano. Gracias a esto pudieron hallar la

media proporcional entre x e y formando el logoi (x:d = d: y).

x Y

Figura 4. Construccion de la media proporcional.

Ahora, el procedimiento descrito en Elementos VI.13 es simplemente la construccion
mencionada pero a la inversa: dados dos segmentos arbitrarios x e y encontrar su media
proporcional. Primero se debe construir el triangulo rectangulo tomando x + y como su

hipotenusa, construyendo una semicircunferencia y con ayuda del teorema de Thales se
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puede hallar. Luego se construye la perpendicular a la hipotenusa por la interseccion de x e
y. El segmento resultante entre la perpendicular y la semicircunferencia es d, la cual es la

media proporcional entre x e y (como muestra la Figura 4).

Para hacer una prueba rigurosa de lo anterior se necesita una definicion de “estar en la
misma razon” que se aplique a cantidades generales, pero no se puede saber a ciencia cierta

si esta estaba disponible en esa época o fue un desarrollo intuitivo.

En el Apartado 23, se menciona que en inicio del documento se encuentra discusiones
sobre la inconmensurabilidad lineal y que pudo haber sido descubierta en los intentos de
encontrar la media proporcional entre dos numeros o cantidades; ademéas de ello, los
griegos pensaron que la irracionalidad venia de la teoria de las proporciones. El desarrollo
inicial de la teoria de las proporciones en la teoria pitagérica musical condujo a la
semejanza geométrica y de alli a la inconmensurabilidad lineal. La investigacion se dirigio
a que las lineas rectas linealmente conmensurables, probablemente hayan existido, pero se
probo que no ha sido encontrada una demostracion rigurosa y aunque sabian como hallar la
media proporcional, se necesita mas para probar que el lado de un cuadrado y la diagonal
son inconmensurables. Se sabe que la inconmensurabilidad en si no es algo que puede ser
conocido con certeza de una manera empirica, el conocimiento de esta solo se puede

obtener por un proceso sistematico de reflexion.

Los griegos transformaron la matematica de un cuerpo de conocimiento practico y empirico
en una ciencia teorica y deductiva. La investigacion de Szabd dio una luz de cémo fueron
las matematicas pre-griegas, y que los griegos tuvieron su originalidad, por ejemplo, los
conceptos que hemos estudiado pues parecen ser creaciones de ellos.

2.2. Pormenores acerca del texto

En este apartado se relacionaran las tematicas tratadas, en paralelo del documento guia, que

ayudaron al entendimiento de las ideas de Szabo.
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2.2.1. Con respecto a la Historia

En esta parte del presente documento se pretende dar un vistazo a las preguntas que
surgieron relacionadas con historia y cémo la trataba el autor este asunto. Al abordar el
texto guia se llegaron a varios cuestionamientos, de los cuales uno que resalt6 fue la forma
del texto; el autor en algunos momentos utiliza la primera persona, muchas veces, para
conjeturar sobre el porqué asumia ciertas posturas, al contemplar la historia como una
interpretacion de hechos o vestigios historicos, es de reconocer que es imposible decir a
ciencia cierta cuales y cémo abordaron las civilizaciones antiguas el conocimiento
matematico. Sin embargo, el conocimiento de Szab6* con respecto al tema a tratar hace que
estas conjeturas sean valiosas, ademas, al conocer la formacién académica del autor se
puede identificar por qué le da un trato profundo a la filologia y, sin dejar de lado, a las
matematicas. Su postura sobre la filologia permite reconocer elementos propios de las
matematicas y, en nuestro caso, de la teoria de las proporciones, siendo una ayuda no
superflua para el estudio de la matematica antigua; como ¢l mismo sefiala “En este caso,
por lo tanto, la historia de un término podria decirse que ha dilucidado la génesis de

algunos conceptos matematicos completamente nuevos” (Szabd, 1978, pag. 103).

Otro cuestionamiento que ocurrio fue que al abordar partes del documento se hizo
traduccion del lenguaje geométrico (lenguaje fundamental en Elementos) al lenguaje
algebraico, pero se reconocio que estos pueden llegar a generar malas interpretaciones con
respecto al sentido original que queria dar Euclides. Por ejemplo, en la Proposicion V.5,

tenemos que:

Si una magnitud es el mismo multiplo de otra que una (magnitud)
quitada (a la primera) lo que es de otra quitada (a la segunda), la
(magnitud) restante (de la primera) sera también el mismo multiplo de la
(magnitud) restante (de la segunda) que la (magnitud) entera de la

(magnitud) entera. (Puertas, 1994, pag. 27).

1 Szabo estudié griego, filosofia latinoamericana, historia antigua, lingiistica y arqueologia en la Universidad
de Budapest. Desde 1958 hasta su muerte hizo parte como investigador del Instituto Matematico de la
Academia de Ciencias de Hungria
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Libro V. Proposicion 5.

Ahora, se interpretara esta definicion de forma grafica y algebraica. En la Figura 5 se
muestra la representacion gréafica, donde x seria una magnitud cualquiera y mx un maltiplo

cualquiera de esta magnitud.

my

A
f B
\ J
Y
e
y
('—A—\
- . i

Figura 5. Los multiplos mx y my de las magnitudes x e y.

Donde se debe cumplir que x:mx :: y:my :: (mx —my): (x —y). Si se nombran los

segmentos de la siguiente manera:

mx—my=a

La representacion gréfica se muestra en la Figura 6.
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b

il

Figura 6. Segmentos a, b, ¢ y d sustituciones respectivas de mx — my, my,x —yey.

-7 - +b = -7z
Su representacion algebraica es C:Jr—d = % Donde se resalta, que desde su interpretacion

algebraica se podrian malinterpretar, asumiendo, por ejemplo, que b = d = 0. Las cuales

no tienen ningun sentido en el contexto geométrico.

Otra cuestion que se trabajo, fue que al estudiar el tema relacionado con el canon se pudo
reconocer que en la historia de las matematicas y, sobre todo, cuando se leen diversos tipos
de textos como este, no se puede dejar de enfatizar que el origen de algunas teorias
matematicas es fisico, eso no quiere decir que todos los objetos matematicos tengan como
origen este tipo de fendmenos. Esta idea es profundamente discutida por Aristételes y
Platén acerca de dénde viene el conocimiento matematico. Platén asume el origen de las
matematicas en una nocion de mundo ideal, mientras que Aristételes asume que ese
conocimiento se desarrolla a traves de su necesidad de crearlo. Pero, es en la historia donde
se encuentran los ejemplos donde se validan o refutan estas posturas filoséficas. Los
empiristas pueden reconocer en el estudio del canon la evidencia de que sus teorias son
ciertas, es decir que el estudio de las longitudes de cuerdas y el mismo canon hace que se
desarrolle, en su genesis, la teoria de las proporciones. Por esto se afirma que la historia es
el laboratorio epistemoldgico de la filosofia, es decir, en la historia se encuentran los

elementos que validan o refutan una teoria.
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2.2.2. Con respecto a la Cosmovision Pitagorica

Teniendo en cuenta que el presente trabajo tiene como tema un desarrollo matematico de
los pitagoricos, se hace imposible no reconocer su contexto especialmente su cosmovision

relacionada profundamente con las matematicas.

Es bien sabida la discusion frente a la existencia o no de Pitadgoras como personaje historico
dado el misticismo en el que siempre anduvo rodeado el culto pitagorico v,
fundamentalmente, los anacronismos de algunos resultados adjudicados a él. Sin embargo,
son indiscutibles los resultados de dicho culto como escuela del pensamiento. La idea del
namero como fuente primordial para explicar el universo no ha caido en desuso a pesar del
tiempo; en la actualidad muchos fendmenos dan cuenta a través de las matematicas mismas.
Si bien sabemos que para explicar el universo se necesitan conocimientos mas alla de los
nameros naturales, como idea no se puede negar el interés que genera. Esta cosmovision,
que trascendio a la educacion misma, genera mucho mas interés cuando se presenta lo que
para los pitagdricos era la matematica en si misma, el llamado Quadrivium o los saberes
exactos: la aritmética, la musica, la geometria y la astronomia. Como muestra la Tabla 1,
estos saberes fueron divididos en grupos: Se tenian los saberes que relacionaban los
nameros estos eran la aritmética y la masica; de ellos se consideraba que la primera trataba
los nimeros en reposo Y la otra los nimeros en movimiento. La geometria y la astronomia
las relacionan con las magnitudes, que a su vez se asociaban con magnitudes en reposo y en

movimiento, respectivamente.

Tabla 1. Quadrivium o Saberes exactos

NUumeros Magnitudes
En reposo Aritmética Geometria

En movimiento Modsica Astronomia
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Al tratar este trabajo de grado, en su esencia, sobre nimeros y magnitudes, se busco
reconocer el Quadrivium en los temas tratados?: Fue inmediata la relacion que se plantea
con la masica, dadas las posturas de Szabd; con respecto a la geometria se encontro la
asociacion al trabajar con el diastema y segmentos de cuerda que cumplen una
consonancia; la relacion con la aritmética viene dada por el trabajo con el canon, una
regleta numerada la cual permiti6 asociar nimeros al diastema,; la relacién con respecto a la
astronomia se identificé al observar un video documental El universo matematico (Pérez,
2000), donde reconocen la idea de que las distancia de los planetas del sistema solar estan
es relacién con las escalas musicales, por consiguiente estos se mueven en el espacio
produciendo una nota caracteristica, de esto concluye “Pitagoras lleg6 a afirmar que en la
noche de calma, era posible escuchar este canto celestial y Kepler hasta nos dejo las

partituras”.

2.2.3. Con respecto a la Teoria Musical

Al reconocer Szabo las diferentes influencias que tuvo la teoria musical en la teoria de las
proporciones, se hizo necesario ahondar en conceptos musicales para entender sus posturas,

gue se mencionan a continuacion.

Los pitagoricos distinguieron la armonia en las notas musicales, mirando la relacion entre la
totalidad de la cuerda y segmento de la misma que para ellos eran ‘“agradables™ es decir las
consonancias, como se ha mencionado principalmente, ellos trataron tres: octava, quinta y
cuarta. Aunque coloquialmente se reconocen 7 notas musicales, las que van de Do a Si (las
Ilamadas notas naturales) y dentro de la teoria musical se reconocen 12 notas (notas

alteradas), las cuales son:

Do — Do# — Re — Reft — Mi — Fa— Fa#t — Sol — Sol# — La — Lat#t — Si

2 Estos no fueron observados de manera inmediata, pero se relacionaron en algiin momento en el desarrollo
del trabajo. Las explicaciones dadas con respecto a esta relacion seran trabajadas de manera rigurosa mas
adelante. Ademas, se debe aclarar que la relacion con la astronomia no fue un tema tratado en este trabajo de
grado.
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Donde el simbolo numeral (#) se Ilama sostenido, que representa la distancia entre una nota
y la siguiente Ilamada semitono, al igual que el bemol (b), representa un semitono menos.
Ademas, se tiene que dos semitonos representan un tono. Cada par de notas se distancian
por un tono, excepto, entre Mi con Fa y Si con Do, que es un semitono. Aunque estas
distancias tienen que ver con la frecuencia de onda que emite el instrumento, se asumen

ciertas aproximaciones de las comparaciones con respecto al pedazo de cuerda que vibra,
9 . 18 . f .
para el caso del tono es 3 de la cuerda y para el semitono o A simple vista se deduce que si

bien, para la teoria musical, dos medios tonos son un tono, aritméticamente no es doble.

Otro asunto estudiado en la teoria musical son las escalas, las cuales tienen estructuras
definidas dados un orden de tonos y semitonos. La escala mayor, que es de gran
importancia puesto que se toma como referencia para las demas escalas, tiene la estructura
TTSTTTS, donde T representa un tono y S un semitono. Comenzando en una nota de
referencia y siguiendo esta estructura se genera la escala, por ejemplo, la de Do Mayor se

muestra en la Figura 7.

I 1T IT1T Iv Vv VI VII VIIT
Do Dof# Re Re# Mi Fa Fa# Sol Sol# La La# Si Do’

Figura 7. Escala de Do Mayor.

A las notas que pertenecen la escala se les suele llamar grado, los cuales se denominan

segun muestra la Tabla 2.

Tabla 2. Grados musicales

Grados Nombre
I Tonica
I Supertonica
i Mediante
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v Subdominante

V Dominante

VI Superdominante
VIl Sensible
VII=l Ténica

En la jError! No se encuentra el origen de la referencia. también se muestra la nota que

orresponde a cada grado en la escala de Do Mayor.

Haciendo un trabajo analogo con otras estructuras se puede configurar la escala menor
natural como TSTTSTT, la escala menor armoénica como TSTTS(3S)S y la escala menor
melddica como TSTTTTS.

Los intervalos son las distancias entre dos notas, se reconocen por el nimero o por su
clasificacion. Por numero, es la distancia de cuantas notas hay entre estas, como ejemplos,
el intervalo entre Do y Mi es una tercera, entre Do y Fa una cuarta, o entre Do y Sol una
quinta (nétese que coinciden con el grado). Por clasificacién, se deben tener en cuenta los
semitonos que se encuentran entre cada nota; si el intervalo corresponde a una nota sin
alteracion se nombra como mayor, en cambio si le corresponde una con alteracion se
nombra como menor. Hay casos especiales como la cuarta, la quinta y la octava, que se
Ilaman justas, y en el caso del intervalo entre la cuarta y la quinta que se hombra cuarta

aumentada o quita disminuida, también llamado tritono (Ver Tabla 3).

Tabla 3. Intervalos musicales Escala mayor

Intervalo Nombre Distancia Ejemplo

(en semitonos)

Unisono (Justo) Una nota y ella misma Do
28m Segunda menor 1 semitono Do < bRe
22M Segunda Mayo 2 semitonos Do < Re
3#m Tercera menor 3 semitonos Do & b/ Mi
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3EM Tercera Mayor 4 semitonos Do & Mi
48] Cuarta Justa 5 semitonos Do < Fa
4%ug 0 53dim Cuarta aumentada 6 semitonos Do <#Fa
Quinta disminuida Do & ) Sol
(Tritono)
53] Quinta Justa 7 semitonos Do < Sol
62m Sexta menor 8 semitonos Do < bla
62M Sexta Mayor 9 semitonos Do & La
7#m Séptima menor 10 semitonos Do & ) Si
7*M Séptima Mayor 11 semitonos Do < Si
8aJ Octava (Justa) 12 semitonos Do & Do’

Al ser ciclica la nominacién de las notas, es natural ubicarlas alrededor de una
circunferencia, para la teoria musical se llama el Circulo Armdnico, en el que se ubican las
quintas de las notas comenzando por Do, como muestra la Figura 8. En el cual se reconocio
que formaban ciertos poligonos como se muestran en la misma figura. De ello emergieron
ciertas preguntas como ¢qué tipos de poligonos se forman dada una escala o el grado de las
escalas? y ¢si tenia relacion alguna las consonancias con los poligonos que de forman?,

pero al no ser el tema de pertinencia del trabajo de grado no se abordaron.
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Do

7

Sib Re

Mib ¢ La

Lab 1 Mi

Reb‘ W | Si

Figura 8. Circulo armonico.

Lo mencionado anteriormente es una descripcion de qué tratan los tonos, semitonos y
consonancias, ya que con estos intervalos musicales se dio vida a los instrumentos hoy

conocidos.

A continuacion, para llevar a la préctica la investigacion que se ha hecho sobre el origen de
la teoria de las proporciones a través del estudio de la teoria musical se toma como
instrumento la guitarra, que en su esencia es similar al instrumento de cuerda tratado por los

griegos.

En este instrumento se utilizan seis cuerdas ubicadas sobre el canon que para la guitarra es
Ilamado brazo y esta dividido en trastes. Estos trastes se dividieron de tal manera que cada
corte al ser pulsado en orden, generara un semitono, es decir, si se pulsa un traste el

siguiente sera un semitono mas arriba 0 mas abajo dependiendo del orden.
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Como asunto de estudio las consonancias; las cuarta, la quinta y la octava, en las guitarras
en general hay unos puntos dibujados que indican estos intervalos como se muestra en la
Figura 9, dependiendo en qué orden empiece de la guitarra si va de arriba abajo (segunda
flecha) el primer punto sefiala cuartas y el segundo quintas de la nota que indica la cuerda,
por ejemplo, la cuarta de Mi (primera cuerda) es La; esta nota sonara al pulsar en el punto
indicado del traste, la quinta de Mi es Si, sonard al pulsar el siguientes punto.

>

Cuarta Quinta Octava

i i

| I

Octava Quinta  Cuarta

<

Figura 9. Marcas de los intervalos en una guitarra.

Las flechas en la Figura 9 indican que al mantener pulsada la octava y al pulsar las cuartas

y quintas (puntos indicados) se encuentran las notas correspondientes.

2.2.4. Con respecto a la Conmensurabilidad e Inconmensurabilidad

Al tratar con la conmensurabilidad e inconmensurabilidad es imperativo discutir que se
entiende por medir. Una nocidn bastante aceptada, es la que refiere a la comparacion de una
magnitud, Ilamada unidad, con respecto a otra. Una interpretacion semejante, que al parecer
fue usada por los griegos, es que “una magnitud mide a otra, cuando al tomar la primera y
repetirla, y al tomar la segunda y repetirla en algin momento coinciden los multiplos”. Esta
interpretacion se enmarcada en ambito cuantitativo no numérico, es decir en lo geométrico.

Para aclarar esta ultima nocion se explicara con un ejemplo.
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2B

Figura 10. A es conmensurable con B

En este caso al hacer el triplo (repetir tres veces) de la magnitud A y el duplo (repetir dos
veces) de la B coinciden, siendo conmensurables. Su representacion grafica se muestra en

la Figura 10.

Para el caso de las magnitudes inconmensurables se aplica la misma la misma nocion, pero
no es posible encontrar un multiplo donde coincidan. Si bien la conmensurabilidad es
proceso fisico, la inconmensurabilidad es de corte racional, al hacer suficientes veces una
repeticion podria parecer que coinciden los mdltiplos, la Unica forma de mostrar que esto

no ocurre es asumiendo un discurso hipotético deductivo para argumentar dicha idea.

La discusion de la inconmensurabilidad expuesta en el documento trabajado de Szabo, se
inicia al considerar la Definicion V.5 de Elementos, por la cual se plantea que solo se pudo
abordar en un momento en el que se conocian las magnitudes inconmensurables y, ademas,
se reconocia una teoria que no presentaba problemas ni contradicciones con dichas

magnitudes.

En este sentido se asume una postura en la cual se plantea que dicha definicion no acepta ni
refuta la inconmensurabilidad, es decir, no se le da relevancia al tipo de magnitudes con las
cuales se trabaja; por ejemplo, con 5 (que es conmensurable) puedo medir 25, al igual que
con V2 (que es inconmensurable) puedo medir 4v/2, lo cual se sustenta en el hecho de que
esta teoria no esta sujeta al concepto de nimero; es de resaltar que dichas reflexiones se
encuentran en el Libro X de Elementos en el cual si bien, se abordan este tipo de
magnitudes, no se discuten. A continuacion, se realiza una interpretacion de dicha

definicion.
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Se dice que una primera magnitud guarda la misma razén con una
segunda que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera
equimultiplos de la primera y la tercera excedan a la par, sean iguales a la
par o resultan inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la
segunda y la cuarta, respectivamente y tomados en el orden

correspondiente. (Puertas, 1994, p. 11)
Definicion V.5

Los equimultiplos de las magnitudes mencionadas en la Definicion V.5 se pueden explicar
de la siguiente manera en lenguaje moderno; teniendo la proporcién a:b::c:d y dos

nameros n 'y m equimdaltiplos de a, ¢ y b, d respectivamente, entonces:

na nc

mb:%

En esta definicién se nombra los equimdltiplos de a y c, los cuales pueden ser menores,
iguales o mayores en orden correspondiente que cualquiera de los otros dos. Es de
considerar que las magnitudes trabajadas, si bien, pueden ser de distinta naturaleza
(segmentos, cuadrados, circunferencias, etc.) deben cumplir que las razones sean a la par
magnitudes homogéneas, es decir: si a es un segmento entonces b también, si c es cuadrado
entonces d también. A continuacion, se hacen algunos ejemplos de esta definicion para

mayor comprension:

Teniendo cuatro segmentos a, b, cy d como magnitudes, donde al segmento a y c se le

halla el doble, por otro lado b y d el cuadruple como se muestra en la Figura 11.

—_— F |
b il
[ -4 [ -
2a 2¢
; F + +
Lh 4d
3 4 3 + + —

Figura 11. Ejemplo con segmentos de la Definicion V.5.
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Al hacer estos equimdltiplos y compararlos, tienen como diferencia el segmento mas
pequeno de los dos que se comparan inicialmente, por lo cual son menores a la par o

mayores a la par, porque excede la misma cantidad.

Para comprobar que la definiciébn puede tener algun contraejemplo en cierto caso
Guacaneme (2015) utilizd cuatro segmentos y hallé para los méas pequefios el cuédruple y
para los mas grandes el doble como se ve en la Figura 12Figura 11, donde encontré que los
resultados no coincidian como dice la definicion; aunque se aprecia que inicialmente los
segmentos no son proporcionales, la definicién se llega a cumplir para cualquier otro

mdaltiplo diferente a los que se ilustran en la imagen mencionada.

Figura 12. Contraejemplo para la Definicion V.5.

Después de este ejemplo, se desarrolla uno donde se utilizan magnitudes homogéneas. Se

toma una razén entre segmentos y otra entre cuadrados, como se muestra en la Figura 13.

B \
D

Figura 13. Ejemplo magnitudes homogéneas a la par de la Definicion V.5.
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., A Cc -, ,
Donde se cumple la proporcion - = 7 Cuestion que se procedera a argumentar.

Para el primer par de magnitudes A y B, se usa la adicion de los segmentos para hallar sus

maltiplos, como se muestra en la Figura 14.

Wy B kb

Figura 14. Multiplos de las magnitudes A y B.

Al ordenar estos multiplos de menor longitud a mayor, como se observa en la Figura 15,

puede ser que algunos mdaltiplos coincidan, como en A, y B,.

[

arbpprbpopnba

Figura 15. Orden de los multiplos de Ay B.

Este mismo proceso se hace de forma analoga para los multiplos de los cuadrados D y C
como se muestra en la Figura 16 y se ordenan (Ver Figura 17) donde se observa que C, y

D, coinciden.

34



Cs

Ei

Figura 16. Multiplos de las magnitudes C y D.

¢ D, C C D C C C; D
D.

Figura 17. Orden de los Mdltiplos de C y D.

Teniendo en cuenta el orden de los multiplos para cada par de magnitudes, es posible

observar que el comportamiento de la razén entre los segmentos es igual a la razén de los

cuadrados como se muestra en la Figura 18.

B,

:'Ig. Bg :'1’.3 :'1_'- B,l :'15 :3[,,- :'J.;'
¢ D, ¢ C D C C, C;s
D

O =

Figura 18. Orden de los multiplos de las magnitudes.
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Con este ejemplo se ilustra como la definicion se cumple para otro tipo de magnitudes, pues

resulta que los equimaltiplos son mayores, menores o iguales a la par.

Por otro lado, otra definicion de importante proporcionalidad empleada en Elementos es la
propuesta en la Definicion VI1.21, al tratar esta definicion se hizo necesario conocer que
entendian por multiplo, parte y partes (términos usados en la definicién). Hacer un analisis
minucioso de dicha definicion exige el analisis completo del Libro VII; este se escapa de
los tiempos y el interés principal del este trabajo de grado, por ello se opta por hacer una
interpretacion del escrito de Calderon (2013), en el cual hace un estudio detallado del Libro

VII. De esta parte de la obra de Euclides el autor sefiala que:

El Libro VII es fundamentalmente, el trabajo sobre teoria de la proporcionalidad para
nameros, en el desarrollo del texto define la proporcionalidad entre nimeros; esta es la
Definicion 21. En ella utiliza tres conceptos: multiplo, parte, y partes. Las cuales Euclides

las define previamente, en este mismo libro, en las Definiciones 3 y 4.

Unos nimeros son proporcionales cuando el primero es el mismo
multiplo o la misma parte o las mismas partes del segundo que el tercero

del cuarto. (Puertas, 1994, p. 118)

Definicion 21. Libro VII

En donde se concibe “mdaltiplo” de forma similar a la vision moderna. Donde un nimero B
es multiplo de A, si A sumado n veces es igual a B. Por ejemplo, 12 es multiplo de 3,

porque 3 sumado si mismo cuatro veces es 12 (Ver Figura 19).
A:

44 :

B:

Figura 19. B es multiplo de A. A es parte de B.
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El concepto de “parte” se entiende, acudiendo de nuevo a nociones modernas, como el
submdltiplo de un nimero. Asi, tomando el ejemplo anterior: 3 es parte de 12, siendo mas

claro, 3 es la cuarta parte de 12 (Ver Figura 19).

Por ultimo, se asocia “partes” a la idea de maltiplo de un submultiplo, por ejemplo, 9 no es
parte de 12, pero una parte (submdaltiplo) de 9, en este caso 3, es parte de 12. Asi, 9 es
partes de 12 porque se usaron mas de una parte para formar 9. Graficamente se muestra en

la Figura 20.

oy

4C" -

Figura 20. C es parte de A, A es partes de C.

Estas dos definiciones establecen una teoria de las proporciones para las magnitudes y los
nameros, si bien habia una definicion distinta para estos dos conceptos se evidencia que los
pitagoricos reconocian una relacion estrecha entre ellos. Estas dos definiciones (Definicion
V.5 y VII.21) se dieron en momentos historicos distintos, Szab6 propone que la Definicion
VI1.21 tuvo que ser cronolégicamente primero que la Definicion V.5, puesto que, como se
menciond la Definicion V.5 se desarrolld en un contexto donde la inconmensurabilidad fue
importante, mientras que en la VI1.21 al parecer no se habia identificado y presupone
problemas graves para la teoria. Esta distincion entre las magnitudes y numeros fue
necesaria dada la anomalia que significd la inconmensurabilidad en la teoria de las
proporciones. Hubo otra definicion intermedia a estas, que Euclides no nombra, la
antanairesis; donde a través de restas sucesivas (apoyado en el llamado algoritmo de

Euclides) puede comprar magnitudes homogéneas.

Se resalta que a pesar de esta separacion en las nociones y definiciones, Euclides usa la
misma representacion para magnitudes y nameros: los segmentos. Aunque desde una

interpretacion moderna, estos no son en si segmentos sino trazos de magnitudes, por
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ejemplo, se puede representar como trazo la cantidad de tiempo, de superficie o cualquier
otra cantidad que no sea una longitud, y la cantidad del trazo (qué tanta “largo” sea)

representaria la cantidad de aquella magnitud.

Euclides en el Libro V, al manejar magnitudes geométricas, no puede retomar la misma
definicién de proporcionalidad propuesta para nimeros porque se tiene el problema de la
inconmensurabilidad, esto lo evito al trabajar con la definicion propuesta por Eudoxo, a
pesar de que ésta no soluciona en si el problema de la inconmensurabilidad en si misma.
Por ejemplo, si tenemos un cuadrado de lado [, su lado serd inconmensurable con respecto a
la diagonal d, pero el cuadrado formado por la diagonal d es el doble del cuadrado original,
es decir, si bien no son conmensurables en longitud, si lo son en cuadrado (ver Figura 21).
Al igual ocurre al hallar la media geométrica (o proporcional) de dos segmentos, sin
importar la naturaleza de los segmentos se puede hallar geométricamente un segmento

resultante, que puede ser o no conmensurable.

Figura 21. Un cuadrado y el cuadrado de su diagonal.

Grattan-Guinness (1996) establece que en Elementos no hay un algebra-geométrica como
varios autores sefialan. Ademas, plantea que en Elementos se manejan tres tipos de
cantidades: nimeros, magnitudes y razones. Las teorias relacionadas con esta ultima se

trataran en la siguiente seccion.
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2.2.5. Con respecto a la Teoria de las Proporciones

En la investigacion se reconocié que se abordaria el origen de la teoria de las proporciones,
estd se delimita (Szabo, 1978) a los griegos puesto que se tienen evidencias, de diferentes
tipos, que se pueden estudiar a fondo, puesto que es imposible abordar el origen del
pensamiento proporcional per se porque este es inherente al pensamiento humano, seria

buscar el origen del mismo.

Los Libros V y VI constituyen la teoria de las proporciones para magnitudes geomeétricas
de los griegos recopilada por Euclides. En este conjunto de postulados, definiciones y
proposiciones, sin lugar a dudas, la joya de la corona es la Definicion V.5, la cual se estudio

en la seccion anterior.

Al estudiar magnitudes (Libro V) o los nimeros (Libro VII) se genera un gran interés en las
relaciones entre los objetos mismos, en ellas se puede identificar muchas relaciones como,
por ejemplo, las de orden identificando cual es mayor, cual es menor, son iguales; cuando
es mayor por diferencia o “cuantas veces es mayor” la cual es una relacion de suma
importancia: la razon. Relacion que luego da espacio para pensar en las proporciones, que

son igualdad entre razones.

La razon se puede definir de una forma simplista: el cociente entre los nimeros %, pero no

siempre existe el nimero que expresa esa relacion, ahi es cuando se tiene el problema de la
inconmensurabilidad. En el caso cuando se puede expresar la relacion, se asocian las
expresiones “doble”, “triple”, etc., si bien se han asumido la correspondencia con los
nameros naturales (para los nombrados 2 y 3, respectivamente), estos no son nimeros son
relaciones. Para el caso de las razones se deben observar como dos nimeros no como un

ndamero.

También se tiene que por lo general las razones son confundidas con las fracciones debido
a su representacion algebraica, pero no son los mismos. La razon es una funcion de un par

ordenado de numeros o valores de magnitud (Freudenthal, 1983), hablar de la razon como
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un cociente, es bajar su estatuto logico, por eso las razones son confundidas con las

fracciones pero al interpretarlas son hablar de conceptos diferentes.

La teoria de las proporciones también fue conocida como la teoria de las mediedades; al
respecto Ferndndez (1998) sefiala que los pitagdricos escogieron diez relaciones trabajadas
dentro de esta teoria, de las cuales profundizaron su estudio en la media aritmética,
geométrica y armoénica (o subcontraria). Al estudiar esta seleccidn, Szabd argumenta que
estas relaciones fueron escogidas porque representaban las proporciones que hay entre las
notas de la escala musical que generan un sonido arménico; en este sentido, se plantea que

no era estudio matematico y daba relevancia al aspecto estético de la teoria musical.

Las relaciones mencionadas se pueden definir teniendo en cuenta dos valores a y ¢ como

. . S - + . - . - 1
sigue: la media aritmética es %; la media geométrica es va - ¢ y la media armonica m

ac
(1 1 . . Lax 1 1 . ;-
donde X (Z'Z) es la media aritmetica entre il de esto resulta que la media armonica es

2-a-c

a+c’

Con respecto a la relacién con la teoria musical, en la Figura 22 se aprecia la

correspondencia entre la cuarta y la media aritmética, asi como la quinta y la media

, - . . Lot 1
armonica, en efecto, la cuarta es 3: 4 ya que es la media aritmética entre 1y > para el caso
. . ;- 1 ., 1
de la quinta es 2: 3 que es la media arménica entre 1y > Esta relacién se daentre 1y L
1 . . .
que en - queda la octava de la nota. Es necesario hacer un tratamiento algebraico a las

razones para hallar las medias correspondientes.

0 1:2 3:4 1 0 1:2 2:3 1

1

1
T T

3:4 es la media aritméticade 1y % 2:3 es la mediaarmonicade 1y %

| n

Algebraicamente: 2 =

¥
M| =

. 3 1
Algebraicamente: i N

NIV

Figura 22. Relacion entre medias y los intervalos.
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Se habla principalmente de la media aritmética y armonica, ya que, el interés de los
pitagdricos por escoger estas mediedades era que, de primera mano eran las Unicas que
producian sonidos armonicos conocidos, aunque Arquitas incluyd la media geométrica
como un ser musical, pero Szabé menciona un error al pensar que de ella solo resultaban
nameros enteros en seguida se mostrara un ejemplo donde se muestra el tipo de nimeros

que aparecen al hacerla.

En primer lugar, la media geométrica estd ubicada entre las dos medias mencionadas y
segundo debe dividir este intervalo en subintervalos iguales, es decir que, si se tiene a, b y
¢ como puntos (opoi) entonces a:b = b:c, lo que lleva a un error con los numeros
naturales pues como se muestra en la Figura 23 hay un problema con algunas magnitudes
inconmensurables por ejemplo, la diagonal del cuadrado aca mencionada como /2.

1 x
—=-=x2=23x=2
x 2

1:2 1:v2 1

2:3 3:4

- =

——
——

Figura 23. Magnitudes inconmensurables en intervalos musicales.

En consecuencia, Szab6 plantea una conjetura que explique porque a pesar de que la media

geométrica no podia existir en la masica, era considerada un ser musical.

Para comenzar la media geométrica surgié por primera vez en la teoria musical, aunque
recibié su nombre hasta que fue interpretada y construida geométricamente, ademas de ello
es conocido que los pitagoricos intentaron dividir intervalos musicales en subintervalos
iguales, ellos trataron de encontrar las medias geométricas de los intervalos, pero
concluyeron que no era posible aritméticamente. Szab6 (1978) nombra una prueba escrita,
se trata de la Proposicion 3 de la Sectio Canonis que establece que “Ningin nimero media
proporcional se puede encontrar entre dos nimeros en una razon superparticularis.”. La

razén superparticularis se define como (n + 1):n, por ejemplo, la cuarta es una de ellas ya
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que estd dada por la razén 4:3 o la quinta 3:2 y hasta la octava 2: 1. Esta proposicion

establece que no hay una media geométrica entre dos nimeros en razon superparticularis.

Teniendo en cuenta este problema decidieron crear una postura mas general, donde se
pudiera encontrar entre dos numeros un tercero que esté a la misma razon con ambos. En
otras palabras, querian encontrar la media proporcional entre dos nimeros. En el Libro VI
de Elementos hay una serie de proposiciones que utilizan la media proporcional este libro

es el camino para saber como se construye.
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3. Historia de las Matematicas y el Conocimiento del

Profesor de Matematicas

En este capitulo se abordara dos de las preguntas planteadas en la justificacion ¢por qué la
historia sirve para la formacion docente? y ¢para qué sirve como docente saber la historia
de un concepto matematico?, para lo cual se estudiara las categorias propuestas en una
seccion de la tesis doctoral de Guacaneme (2016) titulada “Para qué se procura la
apropiacion del conocimiento histérico de las matematicas por parte de los profesores (en
formacion o ejercicio)” y posteriormente analizadas en la seccion “Discusion y reflexion a
proposito de los para qué”. Fundamentalmente se asociard las discusiones de los diferentes
temas tratados durante la investigacion a las categorias planteadas, con el fin de reconocer
de manera consciente las actividades que llegd a plantear este estudio en marco de la

Historia de las Matematicas.

Dentro del para qué la Historia de las Matematicas en el quehacer docente, plantea dos
objetivos, los cuales nombra Dotar al profesor de visiones y Dotar al profesor de artefactos,
los cuales tienen unas divisiones complementarias que se procederan explicar con mas

detalle.

3.1.  Andlisis de “Dotar al profesor de visiones”

En la tesis doctoral de Guacaneme (2016), se aluden varios autores que plantean que el
estudio de la HM proporciona diferentes visiones que complementan las que ya se crean a
través de la formacion docente y el estudio de las matematicas. Estas visiones, son sobre la
actividad matematica, las matematicas, el conocimiento matematico y los objetos
matematicos. El trabajo de grado se centra en estas visiones ya que gracias al estudio hecho
de los conceptos matematicos se acogieron en gran media aprendizajes sobre la utilidad de

la HM en la formacidn docente. La importancia de estas se reconoce a continuacion.
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La vision de la actividad matematica proviene de varios aspectos cotidianos y de la misma
ensefianza y aprendizaje de la matemaética, y de la formacién docente, pero principalmente
se centra en la actividad de creacion que se obtiene de la deduccion de resultados, asi como
la comunicacion de estos. Ademas de esto se reconoce que en la formacion docente o en el
estudio de esta ciencia, se ve involucrado el placer, el interés, los retos, la curiosidad

intelectual, la estética, etc. Que surgen precisamente de la vision en cuestion.

La HM también genera una vision de las matematicas, ya que estan involucradas cultural y
socialmente como ciencia en estrecha y amplia vinculacion con otras ciencias, s por eso
que a través de ella se pueden generar particularidades que motiven relacionar las
matematicas con otras disciplinas, formen el caracter dindmico y su utilidad, superen
prejuicios relacionados con la misma ciencia y se valore la importancia cultural y social que

genera.

Al mejorar la vision sobre el conocimiento matematico se esta generando una apropiacion
de la HM, ya que, gestiona en el docente un conocimiento de esta ciencia alterna a la que ya
adquiere por medio de su formacién pues a través de esta vision también se puede
incorporar la evidencia de la evolucién, el rigor y la abstraccion matemaética, asi como la

vision de aspectos meta-matematicos.

Y por ultimo la vision de los objetos matematicos que es principalmente la mas importante
dentro de este trabajo sin demeritar las anteriores ya que gracias a lo tratado se generaron
aspectos importantes. Esta vision proporciona revelaciones de asuntos ocultos con respecto
a los objetos e ideas matematicas que se creen conocer, ademas de que genera la
exploracién de carécter evolutivo de los conceptos y procedimientos matematicos, asi como

la asimilacion de los diferentes significados y sentidos de ellos.

3.1.1. Vision de la actividad matematica

Esta vision dentro del presente trabajo se generd al valorar el acto creador y el aspecto
estético que se tuvo cuando se exploraba las distancias y las relaciones que tenian los

puntos e intervalos en un canon dentro de la teoria musical relacionados con la teoria de las
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proporciones. Mé&s precisamente, se menciona un apartado de Gaudencio donde narra como
hizo Pitagoras para encontrar los tres intervalos musicales mas importantes (cuarta, quinta y
octava). En este apartado Pitdgoras toma una regla y sobre esta extiende una cuerda y lo
divide en doce partes, este instrumento se denomina canon el cual se tratd de forma

exhaustiva en el documento estudiado de Szabo.

Para hallar la octava se tomo la mitad de la cuerda es decir seis partes de las doce (12:6) y
se determiné que esta generaba dicho tono, para la cuarta se tomaron 9 partes (12:9) y para
la quinta se tomaron 8 partes (12:8). Estas fueron determinadas consonancias ya que su
melodia producia una belleza musical, en este sentido se aprecia mas el sentido estético.
Estas tres consonancias estan también relacionadas con las medias que hoy en dia se conoce
como la media aritmética, geométrica y armonica. En el apartado donde se trata la teoria de

las proporciones, son mencionadas estas medias y como fueron aplicadas en la musica; la

. . san 1 f . , .
cuarta resulta ser la media aritmética entre 1y > la quinta es la media armdnica entre

1 . o .
lysy la octava se alude a la media geomeétrica, aunque dentro del estudio hecho no se

comprueba ya que con la media geométrica resultan nimeros que no son enteros.

A través de este ejercicio de actividad matematica se evidencid la sensibilidad hacia
maneras alternas de hacer y comunicar las matematicas, pues la idea de la teoria de las
proporciones no pudo haber sido justificada con mas belleza estética que por medio de la

teoria musical en especifico el ejercicio mencionado del canon.

3.1.2. Vision de las Matematicas

Esta vision se generd en el trabajo de grado al ver la amplia relacion que tiene la teoria
musical con la teoria de las proporciones; valorando su riqueza cultural y social, dentro de
la génesis de conceptos que se creian provenir netamente de procesos musicales o en el
caso de las matematicas de procesos geométricos que no tenian relacion con otra ciencia.
Recordando que los Pitagdricos tenian una cosmovision relacionada directamente con las

matematicas y la mdsica; el llamado Quadrivium o los saberes exactos: la aritmética, la
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masica, la geometria y la astronomia; se pudo ver el vinculo de las matematicas con otras

ciencias.

Con este ejercicio de estudiar la génesis de algunos conceptos musicales y matematicos, se
generd la vision de que las matematicas no solo sirven para generar pensamiento l6gico en
alumnos, sino también la capacidad de innovar y hallar las formas de creacion hacia otras

ciencias.

3.1.3. Vision del conocimiento matematico

Con respecto a la vision del conocimiento matematico se hace evidente en las dos ya
mencionadas ya que, esta retne la apropiacion del conocimiento adquirido mediante la HM
y en especial el estudio del origen de los conceptos descritos en este trabajo. En este

apartado se evidencia la evolucion y el rigor matematico.

Al comenzar se hablo sobre la Definicidon V.5 de Elementos que contribuy6 a pensar que no
pudo haber sido creada sin conocer las magnitudes inconmensurables; para tratar de probar
esto Szabo acude a la Definicién VI1.21 que es parecida pero solo aplicada a nimeros; en
este momento del trabajo se adquiere conocimientos alternos a los que ya son adquiridos en
la formacidn, debido a que de las magnitudes inconmensurables solo se conocia que no
eran medibles entre si y que también hicieron parte del origen de la teoria de las
proporciones; con esta investigacion se logrd ver la relacion que ellas tienen con el minimo
comun multiplo y ademéas con definiciones antiguas de un libro tan importante en la

geometria como es el de Elementos.

En general con toda la investigacion de la teoria de las proporciones y de la teoria musical,
se adquirieron conocimientos matematicos y alternos a esta ciencia que complementaron

los saberes de los profesores en formacion encargados de este trabajo.
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3.1.4. Vision de los objetos matematicos

Esta vision es la més importante que generd el trabajo de grado ya que este se constituyd
principalmente en el estudio de un objeto matematico; la teoria de las proporciones. A
través de este estudio se consideraron tratamientos algebraicos, geométricos y filoldgicos
para entender la relacion de la teoria musical con la teoria de las proporciones, donde se
hizo tratamiento de conceptos, construcciones matemaéticas y se estudio el origen de

palabras griegas, asi como Staotnua, Aviloyov, Avadoyia, ava y Adyog.

Con respecto a estas palabras se revelaron algunos asuntos ocultos, asi como Sidothua que
se considerd la partidaria de informacion sobre el origen de la teoria de las proporciones.
En primera medida, se hizo un analisis historico dentro de la teoria musical. Esta palabra
significa “intervalo” a saber, la distancia entre dos tonos, que mas adelante mostro relacion
con la distancia entre dos nimeros o puntos finales. Considerable investigacion para
entender la relacion entre los puntos, tonos y nimeros, que construyeron parte de la teoria

de las proporciones.

La media geométrica, aritmética y armoénica también hicieron parte de los objetos
estudiados para entender por qué estas consonancias eran llamadas las mas importantes y
armoniosas dentro de la teoria musical, asi como las razones que representaban cada una de

ellas; cuarta (4:3), quinta (3:2) y la octava (2:1).

3.2.  Andlisis de “Dotar al profesor de artefactos”

Dentro los documentos que analiza Guacaneme (2016) para este apartado se reconocen tres
posturas que €l nombra: Miradas epistemoldgica y del pensamiento matematico, maneras
de ensefiar e insumos para el aula y el curriculo, y competencias personales y profesionales.
Para la primera sefiala dos divisiones: una centrada en el estudiante y otra en el docente. En
la segunda aborda las maneras de ensefiar, la HM como fuente de insumos para el aula, y
como bases para orientar el curriculo. Para la Gltima se enmarca en la posibilidad que
ofrece la HM para alternativas de aprendizaje y en el desarrollo del pensamiento

interdisciplinar del profesor. Se procede a discutir cada una de estas categorias.
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3.2.1. Mirada epistemologica y del pensamiento matematico

En esta categoria se le da a la HM la cualidad de herramienta conceptual, sefialando que
refiere particularmente a los alumnos como “la aproximacién histérica que refiere al
estudio de los obstaculos epistemologicos, de los enfoques poco trascendentes o equivocos
de algunos matematicos a objetos matematicos, de los procesos de aceptacion legitima de
propiedades y objetos matematicos” (Guacaneme, 2016, p. 230). En lo concerniente a este
item se pudo reconocer en el desarrollo del trabajo de grado que, al momento de trabajar
con los tres intervalos (cuarta, quinta y octava) que generaban consonancias para los
pitagoricos, se observaban tres objetos asociados a estas: el trozo de cuerda que no vibraba,
el trozo que vibraba y los puntos finales definidos por estos trozos de la cuerda (los
[lamados horoi). Ilumino una discusion frente a cuando se asigna un punto a la recta, ¢cuél
es la magnitud? Se trataron tres posibles respuestas: el nimero asignado en el limite
superior (como ejemplo, en la Figura 24 seria el 1), el segmento entre los dos nimeros (en

el ejemplo, seria AB) o la diferencia entre los extremos (para el ejemplo, 1 — 0 = 1).

[T N
HJLE

Figura 24. Ejemplo magnitud en la recta numérica.

Es facil reconocer en la matematica escolar estas tres posturas en algin momento especifico
del curriculo, por ello se da por sentado que las tres nociones son correctas, y su validez

estd determinada segun la fenomenologia de su uso.

También se puede observar al tratar con las errores al cambiar entre la interpretacion
geométrica expuesta en Elementos y asumir una interpretacion algebraica (como la
discutida en el apartado “2.2.1. Con respecto a la Historia”). En quehacer docente, algunas
veces, se deja expuesto determinados tipos de ejercicios donde se traduce entre la
representacion algebraica y la geométrica sin mayor prevencion, desconociendo los

posibles errores o dificultades que puedan presentar los estudiantes.
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Por otro lado, centrandose en los docentes, se reconoce que la HM “permite al profesor
identificar creencias sobre el aprendizaje de las Matemaéticas y contrastarlas con sus
experiencias de aprendizaje, a la vez que pone de relieve —y hasta evalia— su conocimiento
matematico” (Guacaneme, 2016, p. 230). Asociando a este apartado, se reconoce las
falencias —y desconocimiento— que se tenian antes del desarrollo de este trabajo de grado
frente al pensamiento proporcional; a tal punto que no se diferenciaba conceptos como
razon y proporcion, se identificaban al igual que en la matematica escolar; como una

aplicacion de nimeros racionales.

3.2.2. Maneras de ensefiar e insumos para el aula y el curriculo

En relacion a las maneras de ensefiar, se insinGa que el conocimiento historico matematico
favorece “las referencias sobre las maneras alternas —a la dogmatica empleada en la
ensefianza— de construccion de objetos matematicos, de los papeles de las gentes y
comunidades vinculadas en tal construccion y, en consecuencia, de la ensefianza y el
aprendizaje de las Matematicas” (Guacaneme, 2016, p. 231). Dentro de la investigacion se
propuso que, a futuro, se podian desarrollar una serie de actividades enfocadas en la
introduccion a la teoria de las proporciones tomando como contexto la musica, la
preparacion estos talleres salieron totalmente de los tiempos planeados y no era el objetivo
del trabajo de grado.

Con respecto a los insumos para el aula, “que favorezcan el disefio de tareas matematicas,
la explicacion y presentacion de ideas/temas matematicos, la motivacion para promover el
aprendizaje, la comprension de conceptos y problemas” (Guacaneme, 2016, p. 232). Como
se argumentd en el item anterior, las ideas frente a un posible material inspirado desde la
historia de las matematicas, pero no se concretd por los tiempos. Aungue se reconocen en la

literatura distintos materiales inspirados en ella.

En cuanto a las bases para orientar el curriculo la HM ofrece “un marco de referencia que
permite comprender algunas cuestiones que determinan —o determinarian— el curriculo en

Matematicas en general” (Guacaneme, 2016, p. 232). De este apartado, no se hizo relacion
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profunda, tan solo se tocé de manera incidental, sin mayor relevancia en el trabajo

desarrollado.

3.2.3. Competencias personales y profesionales

Algunas de las ideas expresadas para las competencias personales nombran que:

“el estudio de la HM le ofrece la posibilidad al profesor de vivir experiencias de
aprendizaje alternativas a las usuales, que le conducen a un ambiente de aprendizaje
e independencia intelectual, al desarrollo del pensamiento critico, al
[auto]reconocimiento de la capacidad de abordar de manera exitosa el estudio de
aspectos histéricos complejos, y a una [re]contextualizacion y [re]personalizacion

de los conocimientos” (Guacaneme, 2016, p. 235).

El estudio planteado sobre las teorias de las proporciones no solo ha influenciado en la
nocion misma de la proporcionalidad, sino que ademés ha llevado a cuestionar conceptos
de diversa indole tanto matematicos, didacticos o pedagdgicos. Influenciado no solo
conocimientos comunes del saber de un docente de matematicas, sino también de cultura
general, por ejemplo, la cosmovision pitagorica que es en si misma es una fuente de

profundo interés matematico, filoséfico e intelectual.
En referente a las competencias profesionales la HM

“favorece la polimatia o el pensamiento interdisciplinar del profesor y enriquece su
repertorio de conocimientos, proveyéndolo de un conocimiento de parte de la
cultura de la humanidad y beneficiando cada uno de los dominios del
“Conocimiento Matematico para la Ensefianza” (Mathematical Knowledge for
Teaching) o, en otras palabras, el conocimiento matematico que se emplea en la
practica docente y que trasciende el mero conocimiento de conceptos Yy

procedimientos.” (Guacaneme, 2016, p. 235).

Este es uno de los temas que reconocemos tuvo mayor trascendencia en cuanto al cambio

de vision del qué necesita saber un profesor de matematicas; entender un documento de este
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tipo implica desarrollar una serie de capacidades no solo en lo matematico sino también de
un conocimiento histérico. Ademas, sorprende ver de qué tipo de hallazgos y anélisis se
usan como evidencias para el desarrollo de las matematicas en las culturas antiguas. Asi
como en Szabo el aspecto linguistico es fundamental, se toman muchas otras evidencias
que pueden pasar desapercibidas que no son de caracter matematico, asunto que de manera
analoga se entrafia también la escuela, al reconocer en el pensamiento de los estudiantes

aspectos metamatematicos.
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Conclusiones

En relacion con el objetivo que pretendia conocer la postura de diferentes autores,
reconocemos que no se abordo a cabalidad, nos centramos en las ideas expuestas de Szabo
(que fue el primero en estudiarse de los documentos previstos, planteados en el
anteproyecto) que resultaron complejas, profundas y extensas. Esto llevo a que se tomara la
decision de abordar minuciosamente tan solo este autor; este estudio en si mismo implico
acudir al discurso de otros textos para comprender las ideas del autor principal, de los
cuales resaltamos los documentos de Calderdn, Grattan-Guinness y Freudenthal. En general
estudiar a Szabd nos permitié reconocer su postura frente al origen de la teoria de las
proporciones y su argumentacion basada en la relacion con la teoria musical. Un asunto
fisico, relacionado con el sonido, que los pitagoricos trataron desde la musica y se traslado
al plano geométrico. Siendo claro ejemplo del nacimiento de una teoria en contextos
extramatematicos, importante hallazgo para identificar que no todos los objetos
matematicos deben desarrollarse en contextos intramatematicos. Un asunto que no es
menor en Szabd es su enfoque histérico filolégico a trasveés del cual reconoce

transformaciones en la seméntica asociada a los términos relacionados con la teoria.

Con respecto a la segunda parte del mismo objetivo, es totalmente abordado. Como
resultado de esto se tiene este documento escrito producto del trabajo de grado, es en si
mismo un soporte para la compresion de las ideas planteadas por el autor, dada la
complejidad del texto, constituye una forma de comprenderlo. Ademaés de la traduccién de
la segunda parte del texto de Szabo, de la cual también resaltamos que para abordar un
documento histérico matematico es necesario la intervencion de diversas cualidades que
permiten reconocer e interpretar la importancia del mismo, asunto valioso a la hora de
hacer la traduccion, pues no puede tomarse como una simple tarea. Sin embargo, la
dificultad intrinseca que tienen estos textos y dado el contexto no familiar de las

matematicas que se desarrolla en ellos, hace que muchas veces se hagan interpretaciones
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anacrdnicas donde los conocimientos previos alteran el significado primigenio de las ideas.
Consideramos que es muy dificil, siendo pesimista casi imposible, desligar estos
conocimientos para poder tratar de observar con los ojos de los antiguos su desarrollo
matematico. Esto permite como docentes de matematicas identificar que enfrentarse a unas
ideas ajenas y abordar un lenguaje que no le es propio en su momento, es un asunto
complejo desde el punto de vista cognitivo. Gracias a la introspeccion acerca del
conocimiento que se posee y del quehacer docente en marco de este estudio a través de la

HM fue posible reconocer asuntos como este.

Con respecto al segundo objetivo, se hizo evidente la transformacion profunda sobre el
conocimiento que el profesor tiene y logra acerca de los conocimientos de la matematica
escolar pues gracias al estudio histérico se ahonda en un objeto especifico. Esto permite
tener una gama de posibilidades alternas a los conocimientos que se poseen, potenciando no
solo el valor de la historia sino también su conocimiento sobre el objeto, que a futuro
puedan generar acciones distintas de trabajo en el aula o al menos distintas a lo que podria
plantear un docente que solo tiene una visiéon escolar sobre el objeto matematico. Por
ejemplo, después cursar y aprobar la mayoria de los espacios académicos de la licenciatura
es claro que la visidon que se tenia sobre la las razones y proporciones era una Vvision
netamente escolar, donde el concepto que se manejaba del objeto era la de una aplicacion
de los numeros racionales, siendo evidente las falencias frente a esta teoria. Tan solo al
abordar el estudio de este trabajo de grado donde se reconoce la diferencia, asumimos que
el estudio dentro de este marco historico alimento nuestro conocimiento mateméatico como
profesores de matematicas. Otra discusion de gran valor, fue la generada por reconocer a
que se le llama a magnitud; a un punto en la recta numérica, a diferencia entre distintos
puntos o al segmento definido entre dos puntos. Cuestionamientos (que se dan en marco del
analisis historico) como este, no solo retan el conocimiento del docente de matematicas,

sino gque aportan en el mismo.

Se reconoce que uno de los elementos hay objetos matematicos que son de origen
matematico o al menos que no nacen en un contexto abstracto, ademas, siendo presentistas,

nacen en teorias que al parecer no tienen que ver con las matematicas mismas. Otro
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elemento que se resalta es la polisemia de algunos términos, que muestran el significado
primigenio de algunos conceptos matematicos. Como ejemplo, analogia una palabra que no
tiene relacion, en un primer instante, con las matematicas en su origen tiene nexos con ella,

transformandose desde un contexto musical para significar en las matematicas mismas.

En suma, por medio del estudio de la génesis de conceptos dentro de la teoria musical, asi
como las palabras y los objetos matematicos estudiados, se reconoce la historia de las
matematicas como una fuente no solo de material didactico sino también de capacidades
intelectuales que pueden hacer transformar el profesor de matematicas diversificando su
conocimiento. Las discusiones que se dieron en torno a este estudio influyeron para discutir
frente a temas de diversa indole, tanto matematicos, pedagdgicos, didacticos como de
conocimiento general, reconociendo la influencia griega en el pensamiento occidental hasta

nuestra época.

Con respecto al tercer objetivo, se considera que la HM se ve muchas veces como una
fuente neta de herramientas, pudimos reconocer que esta puede generar gran variedad de
temas que hacen reflexionar al docente de matemaéticas, y transforman las dinamicas que se
manejan en aula, y no solo esto puesto que con respecto al conocimiento matematico del
profesor, la historia también lo transforma cuando se estudia los elementos mismos de las
matematicas; este estudio no solo le permite modificar su manera de pensar
matematicamente sino también su manera de pensar sobre las matematicas. Asi
diversificaron las posturas que se tienen frente al objeto de estudio, ya que se reconocié que

es una fuente de conocimiento matematico y para el profesor de matematicas.

Todo lo anterior testimonia que el objetivo general se satisfizo y por esto se considera que
el trabajo de grado puede darse por finalizado. Sin embargo, consideramos que quedan
pendientes que se pueden hacer una posible continuacién o apéndice de este estudio, de
esto podemos plantear los siguientes cuestionamientos: Estudiar otros autores que puedan
fijar otras interpretaciones y otros rumbos en la argumentacion de origen de la teoria de las
proporciones, por ejemplo, las que entrafian el origen mismo del pensamiento proporcional.
De las posturas de Szab0, quedan preguntas latentes acerca de qué ocurrié posteriormente

al origen de la teoria de las proporciones frente a sus avances o retrocesos. También, la
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posicion de la licenciatura sobre los algunos objetos matematicos escolares y su tratamiento
desde el curriculo, pues queda la duda si la nocion escolar que se tenia con respecto a la
teoria de las proporciones, puede ocurrir frente a otro objeto matematico escolar. Ademas,
abordando la historia como artefactos, se puede discutir si las ideas de Szabd pueden

disefiar tareas para el aula y realizarlas.
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Anexo

Anexo A. Traduccion del texto guia

Traduccion del documento Szabo, A. (1978). The pre-euclidean theory of proportions. En
A. Szab6, The beginnings of Greek mathematics (pp. 99-184). México D.F.: D. Reidel
Publishing Company.

Esta traduccién se hace con fines netamente académicos y no comerciales en el marco del
Trabajo de grado. En tanto que no constituye una traduccion autorizada, se sugiere no citar

esta traduccién sino la fuente original.

Se aclara que las notas que se han agregado al espafiol han sido referenciadas con letras, las

otras aparecen en el original.
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2. LA TEORIA DE PRE-EUCLIDIANA DE LAS PROPORCIONES
2.1 INTRODUCCION

En la medida en que ha sido aclarado por la investigacion previa, la historia temprana de
la teoria de las proporciones que se encuentra en Euclides se puede resumir de la
siguiente manera:

Euclides comienza su discusidon de la teoria en el Libro V de Elementos. La definicidn
fundamental de este libro es la Definicion 5: “Las magnitudes se dice que estan en la
misma razén (¢v t® aVT® Adyw), la primera a la segunda como la tercera a la cuarta, si
cualquier de los equimultiplos de la primera y tercera son iguales, mayores, o menores
que cualquier equimultiplos de la segunda y cuarta tomada en el orden correspondiente.”

De esta definicion se deduce que la igualdad a: b = c:d se mantiene, si y solo si para
cualquier nimero enteromy n,

ma > nb implicamc > nd

ma = nb implicamc = nd
y

ma < nbimplicamc < nd

Esta ingeniosa definicidn, que ha sido a menudo una fuente de asombro?, es atribuida
usualmente a Eudoxo, un joven contemporaneo de Platén. Segin un escolio?, el cual
lamentablemente es de un autor desconocido, en conjunto el Libro V es esencialmente la
obra de Eudoxo®. En todo caso, la definicion solo podria haber sido formulada en un
momento donde se conocen las magnitudes inconmensurables y se esta haciendo un
esfuerzo para garantizar que la teoria de las proporciones, que hasta entonces solo se
habia aplicado a numeros, se podria extender a magnitudes inconmensurables.

Esto sugiere de inmediato la pregunta de por qué la definicién fue usada antes del
descubrimiento de la inconmensurabilidad, cuando la teoria de las proporciones solo era
aplicaba a los numeros. Esta pregunta puede ser facilmente respondida por referencia a
otra definicion de proporcionalidad que era mas simple que la mencionada anteriormente
y aplicable Unicamente a los numeros, nombrada en Elementos Libro VII, Definicion 21:

L Ver B. L. van der Waerden, Science Awakening (Oxford University Press 1961), pp. 175-6.
2 Ver Euclides, Elements (ed. J. L. Heiberg, Lipsiae 1888-1916), Vol. V, p. 280.
3T. L. Heath, Euclid's Elements, Vol. 2, p. 112.
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“Los numeros estan en la misma razén* cuando el primero es el mismo mudltiplo, la misma
parte, o el mismo numero de partes, de la segunda como la tercera es de la cuarta”.

Asi estas dos definiciones se podrian decir que marcan dos épocas diferentes en el
desarrollo histdrico de la teoria de las proporciones. La teoria mas desarrollada que podria
manejar magnitudes inconmensurables, asi como nimeros fue posible por la definicién de
Eudoxo (V.5) esta definicidn sin duda, debe haber tenido un origen mds tardio que la otra
(VI1.21).

Esta simple cronologia de hecho puede parecer una iluminacién a primera vista, pero los
problemas histéricos que plantea y deja sin resolver no se pueden ocultar. Como ejemplo,
consideremos la Proposicion VI.13 de Euclides: La construccién de una media proporcional
entre dos segmentos arbitrarios. Una demostracion completa de esta proposicion solo
puede darse sobre la definicion de Eudoxo de proporcionalidad. La otra definicion falla en
este caso, ya que solo se puede aplicar a nimeros, y la longitud de la media proporcional
entre dos segmentos cuyas longitudes no se puede escribir como numeros planos
similares (ver Definicién VII.22) es en si misma una magnitud inconmensurable ®.

Asi hemos conducido a la conjetura de que la construccion de una media proporcional
entre dos segmentos arbitrarios solo fue posible después de que Eudoxo habia establecido
su definicion. Esta conjetura, sin embargo, contradice el hecho histérico bien
documentado que la construccién geométrica de una media proporcional era familiar para
los pitagoricos antes del tiempo de Eudoxo, e incluso habia sido conocida por Hipdcrates
de Quios’. La pregunta es écdmo esta construccién podria haber sido probada en ese
momento? Cualquier respuesta a esta pregunta debe ser necesariamente una conjetura.
En el presente caso, se sugieren las siguientes tres conjeturas:

(1) Originalmente, antes de la época de Hipdcrates de Quios, una demostracion
completa de la Proposicidon VI.13 no podria darse. En este tiempo la ‘validez
intuitiva’ de la construccidn tuvo que ser suficiente en lugar de la demostracién.
Aunque la construccién de la media proporcional era, de hecho, mas antigua que la
prueba, la plausibilidad de esta conjetura se disminuye por el hecho de que el rigor
de las demostraciones en las matemaéticas griegas del siglo V ya eran muy altas®. En

2 Manifestamos que no estamos de acuerdo pues una magnitud no es por si misma conmensurable o
inconmensurable (N. del T.)

“Esta traduccidn de la expresién dvddoyov, ver pp. 148-571f.

5> Ver el articulo de van der Waerden en Zur Geschichte der griechischen Mathematik, p. 225, n. 28.

6 lbid. pp. 215-6.
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mi opinidn, es casi impensable que Hipdcrates, por ejemplo, hubiera estado
satisfecho con el llamado ‘concepto ingenuo de la proporcion’.

(2) Otra posibilidad es conjeturar que la Definicion V.5 es en realidad mucho mads
antigua de lo que se ha creido. No hay que olvidar que no hay ninguna fuente
antigua la cual actualmente acredite a Eudoxo con esta definicidon. Solo ha sido
atribuida a él por el escolio antes mencionado, el cual afirma que la esencia del
quinto libro de Euclides es la obra de Eudoxo.

(3) Finalmente, se podria imaginar que hubo una definicion pre-eudoxiana de
proporcionalidad la cual Euclides le hizo falta mencionar. Esta definicién permite
un tratamiento preciso de irracionales como proporciones racionales, e hizo
posible una demostracién completa de la construccién geométrica de la media
proporcional.

En las ultimas décadas los estudiosos creian que habian redescubierto tal definicién.
Aristoteles menciona en alguna parte (Tdpicos VIIL.3, p. 158b 29-35) una definicidn
interesante de guardar la misma razén (la llamada definicién antifairetica o antanairetica)
gue se desarrolla como sigue: “Si su antifairesis es la misma las magnitudes estdn en la
misma razon.” Una interpretacion de esta frase sugiere que Aristoteles estd sefialando las
dificultades que, en ausencia de una definicién adecuada, el descubrimiento de la
inconmensurabilidad planted para una demostracion matematica. Se supone que la
definicion antifairesis debe haber ayudado a superar estas dificultades’.

Presenté hace unos afios® que esta interpretacion del texto de Aristételes (Tdpicos VIII.3,
p. 158b 29-35) es completamente erréonea. Aristételes, sin duda no estaba hablando de las
dificultades de la demostracion matematica en esta frase, ni tampoco tiene la intencién
de atribuir cualquier significado histérico para la definicién de antifairesis como la
interpretacion moderna que se le atribuye.

A pesar de mis objeciones, el hecho es que Aristoteles cita esta definicién. La Unica
pregunta es si los mismos griegos establecieron la definicion de esta forma con las
magnitudes inconmensurables en mente (como Becker y, tras él, algunos otros estudiosos

7 Ver O. Becker, 'Eudoxos-Studien I' en Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, etc. B, 2 (1933),
p.311-33.

8 A. Szabé, 'Ein Beleg fiir die voreudoxische Proportionen-Lehre?' Archiv fiir Begriffsgeschichte (Bonn) 9
(1964), pp. 151-71.
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creian)’, o si la aplicaron solo a magnitudes conmensurables (como Reidemeister
conjetura)®. Por lo que puedo ver, una decisidn entre estas alternativas no se puede
tomar con seguridad con base de los argumentos hasta ahora dados. (Por supuesto,
espero que la discusidon contenida en los capitulos que siguen arroje nueva luz sobre esta
cuestion. La Unica razén para no regresar mas tarde al problema histdrico que se refiere a
las diferentes definiciones de proporcionalidad es que no es el tema central de mis
investigaciones).

Asi se puede ver que hasta ahora la investigacion sobre el desarrollo histérico de la teoria
de las proporciones se ha preocupado principalmente de la influencia que el
descubrimiento de la inconmensurabilidad tenia sobre el futuro desarrollo de la teoria.
Por lo tanto, hubo menos interés en la historia temprana de las proporciones. Solo se hizo
referencia al hecho de que los términos que utiliza Euclides para esta teoria revelan una
conexion con la teoria de la musica®?.

Ahora me gustaria dilucidar el desarrollo de la teoria pre-euclidiana de proporciones,
dando una historia de estos términos. Al hacer esto, voy a dibujar en gran medida los
resultados de mi Ultima publicacion sobre este tema?'2.

2.2 UN ESTUDIO DE LA MAYORIA DE LOS TERMINOS IMPORTANTES

Seria un error creer que la historia de los términos que se utilizaron en la teoria
matematica de las proporciones sea capaz de arrojar luz sobre los inicios de esta teoria.
Tal historia tiene objetivos mucho mas limitados en este caso. Para ser claro acerca de lo
gue se puede esperar de una investigacién de este tipo, recordemos el tipo de cosas que
hemos sido capaces de aprender acerca de la teoria de los irracionales mediante la
investigacion de la historia de un término matematico.

Se mostrd en la Parte 1 de este libro que los siguientes hechos acerca de un término
matemadtico como dynamei symmetros (medibles con respecto al cuadrado construido
sobre el mismo) pueden ser establecidos con bastante certeza. (El término se introduce en
la Definicidn X.2 de Elementos.) La expresion dynamis fue tomada en las matematicas del

Ver O. Becker, Das Mathematische Denken der Antike (Géttingen 1957), p. 103, n. 25.

10 K. Reidemeister, Das Exakte Denken der Griechen, Hamburg 1949, p. 22.

1 Ver, por ejemplo, el articulo 'Die agyat in der griechischen Mathematik', Archiv fiir Begriffsgeschichte
(Bonn) 1 (1955), pp. 13-103.

12 A Szabé, 'Die frithgriechische Proportionen-Lehre im Spiegel ihrer Terminologies’, Archive for History of
Exact Sciences 2 (1965), pp. 197-270.
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lenguaje financiero. Del mismo modo que al convertir una moneda en otra, ‘tienen el
mismo valor’ fue expresada por el verbo dynasthai o por el sustantivo dynamis, por lo que
el ‘cuadrado que tiene la misma area que un rectdngulo dado’ fue descrito por esas
mismas dos palabras en la geometria. Asi, la palabra dynamis llegd a tener el significado
especial de ‘el valor del cuadrado de un rectangulo’ o ‘cuadrado’ en el lenguaje técnico de
la geometria. Sin embargo, ya que la transformacion de tales rectangulos cuyos lados se
expresaron como numeros a menudo resultdé en cuadrados cuyos lados no eran
conmensurables en su longitud, se desed medir esos mismos lados por sus cuadrados y no
por las longitudes. Ese es el origen de la expresidn dynamei symmetros. En este caso, por
lo tanto, la historia de un término podria decirse que ha dilucidado la génesis de algunos
conceptos matemadticos completamente nuevos, a saber ‘valor de un cuadrado’,
‘conmensurable’ o ‘inconmensurable’ en longitud y en cuadrado.

No son de esperar tales resultados para la teoria de las proporciones, porque el concepto
de proporcién no era una creacidon de las matematicas griegas, del mismo modo que lo
fueron nociones tales como conmensurabilidad y el valor de un cuadrado. Por lo que
parece, el concepto de proporcion jugd un papel importante en las matematicas pre-
griegas. Por ejemplo, se ha observado que en la totalidad de las matematicas egipcias se
puede decir que ha sido dominada por la idea de la proporcion®3.

Seria una tarea imposible, en mi opinidén, intentar dar una explicacion basada en
consideraciones terminoldgicas de como la idea de proporcién en realidad entrd en vigor,
sobre todo porque esta idea es claramente muy antigua, cuyos inicios se remontan al
pensamiento humano mas primitivo.

Asi las actuales investigaciones no se preocupan por los inicios de una teoria matematica
de las proporciones. Ellas solo pretenden arrojar luz sobre los origenes de la teoria de las
proporciones que se presentan en Elementos y que, sin duda, se originé con los griegos. Es
mi opinidn, con toda probabilidad, este proceso pre-euclidiano se puede reconstruir con
precision mediante la investigacion de aquellas expresiones que luego fueron adoptadas
de forma permanente en la ciencia griega. Por ello, permitanme empezar por listar los
mas importantes de esos términos cuyos origenes son investigados mdas a fondo a
continuacion.

13p, H. Michel, De Pythagore ¢ Euclide, Paris 1950, pp. 365ff.
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Una forma habitual de Euclides para referirse a ‘razon’ y ‘guardan la misma razén’ se
ilustra con el siguiente pasaje: Elementos VII.11: “Si un todo (por ejemplo A = a + b) es a
otro todo (es decir B = ¢ + d) como una parte restada de uno es a la parte restada del
otro (A:B =a:c) — ¢ N o ddog meds dAov, 0dTwe dpatgedeis Tedg dpatpsévra,
entonces, el resto de la una es también a el resto de la otra como un todo es a el otro
(b:d = A: B) —kal 0 Aouwog mpog TOV Aotmov €atat, g 0Aog TEo 0Aov.” Como podemos
ver, Euclides solo utiliza la preposicion ‘a’ (ro6¢) para expresar la ‘razén’ (6Aog mpo¢ 6oV
y Aoimdg mpeog Aourdv), mientras que se utiliza una llamada clausula adverbial de
comparaciéon'# para ‘guardan la misma razén’ (wg... oUTwg...). Esta es una forma muy
comun de expresar estas nociones. También se encontré en un fragmento sobre la
resonancia arcaica de Arquitas, donde se discute la lamada media geométrica®.

YewuetoLyd 8¢, dkka Ewvtt 0log O Una media geométrica estd presente,
mE®TO¢ (0 0p0o¢g) moTl TOV JevTEQOY, cuando el primer término es a el segundo
Kal 0 §e0TEQOG TOTL TOV TPIlTOV como el segundo es a el tercero.

La Unica diferencia gramatical entre estas dos citas es que en el segundo, para guardar la
misma razén se expresa mediante una llamada clausula adjetival de comparacién (oloc...
Kal...).

Esta forma de expresar ‘razén’ y ‘guardar la misma razén’ es apenas esclarecedor desde
un punto de vista histérico. Lo Unico que se puede decir es que el uso de la preposicion
mEO¢ (para describir una razon) bien pudo haber sido una palabra especializada en
matematicas. Probablemente no hay otra forma de explicar cémo Aristételes fue capaz de
cambiar el significado de esta expresion matematica para que se refiriera a su categoria
de ‘relacién’ (to meog¢ T1).

Mas interesante es el hecho de la relacién de ‘proporcidon’ del cuarto término (o ‘guardar
la misma razén’, como se le llama por lo general en este libro), que se expresa por la
formula a: b = c: d, se denota por dvadoyia en la terminologia de las matematicas. Solo
Euclides usa este término en la Definicién V.8 de Elementos: “La menor proporcién se
compone de tres términos” (Avaldoyla €v toiolv Opois éAayiotn éativ). Debido a que

b Se acepta la imperfeccién gramatical ‘a el’, en vez de ‘al’, puesto que se utiliza en el argumento siguiente
(N. del T.)

14 R. Kithner and B. Gerth, Ausfiihrliche Grammatik der griechischen Sprache, vol. 2, p. 490; 4th edn.,
Hanover 1955.

5 H. Diels and W. Kranz, Fragmente der Vorsokratiker, vol. 1, p. 436 (Archytas B2).
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esta definicién es completamente redundante en lo que se refiere a las proposiciones de
Euclides, a menudo esta ha sido considerada como una ‘interpolacién posterior’*®. Sin
embargo, esta pregunta no nos concierne aqui. La palabra dvadoyia (en el sentido de
‘guardar la misma razén geométrica’) es sin duda un viejo término matematico. En una
ocasion, Aristoteles explico la férmula a: b = c:d como una ‘analogia geométrica’ en los
siguientes términos: ¥ ‘el término a es al término b, como es el término ¢ al término d’
(éotat Gpa w¢ 0 @ 0p0¢ TEOS TOV B,00TwS O Y TEOS TOV §). También hay citas de
Euclides que muestran que la palabra dvadoyia es un viejo término matematico. Euclides
nunca usa exclusivamente las palabras 0 avto¢ A0yo¢ en el sentido de ‘la misma razén’
(véase por ejemplo, la Definicién V.5); a veces se emplea también la expresidn arcaica
avadoyov (para ‘en la misma razén’), como por ejemplo en la Definicidn VII.21, que fue
citada anteriormente.

Tengo la intencién de dedicar algunos capitulos posteriores a una investigacién a fondo de
las expresiones fundamentales de la teoria de las proporciones (en particular 16yog,
avaloyov y avadoyia). Sin embargo, hay otra expresion matematica que es la clave para
las siguientes discusiones histéricas, y me gustaria empezar a concentrarme en ella.

En griego un ‘término’ en una proporcion (guardar la misma razon) se llama 0pog. Esta
palabra aparece solo una vez en Elementos, esto es en la Definicion V.8: “La menor
proporcidn consta de tres términos" (... £&v Totolv Opoig). Una vez mas, sin embargo, hay
una gran cantidad de evidencia que apoya la opinidon de que esta palabra (0go¢ en el
sentido de ‘término de una proporcién’) era en realidad un término matemadtico conocido.
A propésito de la definicion establece que la menor proporcidn tiene tres términos, es
decir a: b = b:c. Aristoteles expresa este mismo hecho diciendo que toda proporcion
tiene al menos cuatro términos. Segun él, incluso los menos andlogos (el llamado
avaloyia ovveyng) en realidad tiene cuatro términos; es solo que en este caso el
término medio (b) se cuenta dos veces. Al explicar esto?8, Aristoteles usa la palabra 6pog
para denotar los términos de una proporcion, al igual que Euclides lo hace en la definicién
mencionada anteriormente. Hay muchos otros ejemplos donde se podria dar este mismo
uso a la palabra 6po¢ en matematicas.

16T, L. Heath, Euclid's Elements, Vol. 2, p. 131.
7 Nicomachean Ethics, 1131b5.
18 |bid. 1131 a31-b5.
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Es mi opinion que una explicacion histdrica de los origenes y el desarrollo de la teoria pre-
euclidiana de proporciones tiene que comenzar desde la palabra 6gog¢. Mi razonamiento
es el siguiente:

Aunque el término 0poc es utilizado solo una vez por Euclides para dar significado al
‘término de una proporcién’, usa esta misma palabra en otras ocasiones en dos sentidos
completamente diferentes:

(1) Opot se utiliza con mayor frecuencia en Elementos para referirse a las definiciones.
Este uso, sin duda proviene de la lengua de la filosofia, del que hablaré con mas
detalle en la Parte 3 de este libro. El uso de 6po¢ que significa ‘definicion’ no tiene
nada que ver con la teoria de las proporciones.

(2) El otro significado de Gpo¢ es mas importante para nosotros en este sentido. En
muchos pasajes Euclides usa la palabra griega 6po¢ (masculino) en su sentido
cotidiano de la ‘frontera’ o ‘punto final’. Este significado fue claramente asumido
en la geometria. Por ejemplo, la Definicién 1.13 de Elementos afirma que
0p0¢ éativ, 0 TIvO¢ €0TL mépag, que Heiberg lo traduce como “Terminus est, quod
alicuius rei extremum est”jError! No se encuentra el origen de la referencia..

Ahora conjeturo que este ultimo significado de 6poc¢ (termind o punto final), también fue
tomado en la teoria de las proporciones. Después de todo, todavia hablamos de los
términos de una proporcidn. Pero aun no ha sido explicado en qué sentido se dice que una
proporcidn tiene puntos finales.

Tenemos que responder a preguntas tales como por qué los griegos hablaban de puntos
finales en relacién con las proporciones y razones; por qué ellos sostenia que todas las
que ‘guardan la misma razén’ (avadoyia) tenia cuatro puntos finales y toda ‘razén’
(Abyog) tenia dos; y si esta nomenclatura es significativa. No creo que esto se pueda
lograr teniendo solo en cuenta los dos términos A6yo¢ y dvaloyia, para ellos el nombre
Opol parece oscuro y sin sentido. Sin embargo, si tenemos en cuenta que, en la teoria
matematica de la musica desarrollada por los pitagéricos, y también en el Sectio canonis
gue ha llegado hasta nosotros como una obra de Euclides, la ‘razén de dos numeros entre
si’ (mas tarde recibié el nombre A6yo¢ en la aritmética y la geometria) se llamé Sidotnua,
entonces estamos en el buen camino para responder a estas preguntas.

En la teoria de la musica Sitdotnua tenia dos significados. Por un lado, significa ‘intervalo
musical’ (y también la ‘razén entre los niUmeros’ que expresan este intervalo), y por otro

¢ Traduce “limite es aquello que es extremo de otro” (N. del T.)
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lado tenia su significado cotidiano de ‘segmento de linea’ o ‘distancia entre dos puntos’.
(Por cierto hay que notar que Euclides utiliza con frecuencia dtdotnua en este ultimo
sentido. En su tercer postulado, por ejemplo, dice: “Se postula que un circulo se puede
dibujar con cualquier centro y cualquier segmento de linea.” — Tavtu Staoctiuatt.)

Este ultimo significado de diaotnua (‘segmento de linea’ o ‘distancia entre dos puntos’)
inmediatamente hace que la eleccién del nombre 6pot (puntos finales) parece significativo
y evidente, porque un segmento de linea, de hecho, tiene dos puntos finales. Si
pudiéramos mostrar algin tipo de conexién entre ‘razones’ y ‘segmentos de linea’,
entonces estos segmentos o razones realmente tendrian dos puntos finales (6got). Esto es
exactamente lo que espero hacer en los siguientes capitulos.

Procederé a mostrar que:

(1) Los intervalos musicales se expresaron como ‘razones entre numeros’, fueron
llamados StaoTnua (la distancia entre dos puntos) en la teoria griega de la musica
mds antigua (Pitagdrica). Un diastema realmente tenia dos puntos finales (0pot)
que (como veremos mas adelante) eran niUmeros asignados.

(2) Por lo que parece, la ‘razén de dos nimeros entre si’ recibié el nombre A6yoc algo
mas tarde. Un A0yo¢ también se dice que tiene dos 0pot (puntos finales) porque
originalmente (en la teoria de la musica) esta palabra significaba algo similar a
diastema. Como cuestion de hecho, 16yo¢ en la geometria pronto llegé a significar
lo mismo que diastema en la teoria de la musica.

2.3 CONSONANCIAS E INTERVALOS

Mi fin principal sera ahora dilucidar el término musical Stdotnyua, debido a que la historia
de este término cientifico da una gran cantidad de informacién sobre toda la teoria pre-
euclidiana de las proporciones, asi como sobre el origen de la expresion ‘Ogot de una
analogia’. Antes de empezar, sin embargo, vale la pena recordar algunos hechos
conocidos acerca de la teoria de la musica en la antigliedad.

(A) Diastema como consonancia

En la teoria de la musica StdoTnua significaba intervalo. Este hecho se puede confirmar
mediante la consulta de cualquier Iéxico griego. Por el momento, vamos a considerar un
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intervalo simplemente como la ‘distancia entre dos tonos’, sin preocuparse por el origen o
el verdadero significado de esta palabra.

En la antigliedad, los tedricos de la musica estaban interesados principalmente en los
llamados intervalos concordantes o consonancias®®. En la practica musical el nombre
habitual para los intervalos de este tipo fue cvu@wvia, porque tenian que ver con el
concorde (cuu@wvely) de dos sonidos. En el presente trabajo solo nos ocuparemos de los
tres intervalos concordantes mas importantes; se trata de la octava, la cuarta y la quinta
los nombres griegos de estos intervalos arrojan algo de luz sobre el origen de la expresion
dlaotnua ya que se utilizé en la teoria de la musica, asi que los listare a continuacion (Mi
referencia es el Diccionario de Pape, 1849).

La octava se llamaba Starao®v (en realidad 1 6t mtaoc®V yopd®dv cvupwvia, el acorde
pasa por todas las ocho cuerdas). El nombre de la cuarta fue Stategodpwv (en realidad
1 St TeocTAQWY Y0pd®V cvupwvia, el acorde pasa por cuatro cuerdas) v,
correspondientemente a la quinta fue llamado didmevte, 1) S1d TEVTE Y0RIDV cvupwvia
(el acorde pasa a través de cinco cuerdas).

Parece, sin embargo, que estos nombres son de origen relativamente tardio. Ellos
presuponen que las cuerdas estaban numeradas consecutivamente de una manera que
era habitual en la practica musical y que aln se refleja en nuestros nombres para estos
intervalos (octava [8], quinta [5] y la cuarta [4]). Sin embargo, esto no fue asi en sus
inicios.

Originalmente las cuerdas no estaban numeradas, en lugar cada una tenia su propio
nombre. Por ejemplo, la cuerda superior (que era la mas larga, y produjo la nota mas
baja) fue llamada vmdarn (la mas alta) y la cuerda inferior (que era el mas corta y produjo
la nota mas alta) fue llamada vnn. Las cuerdas restantes yacian entre las dos mas
externas; de estas, las Unicas cuyos nombres tienen que ser mencionadas aqui son la uéon
y la mrapauéon?0. De ahi los intervalos concordantes podrian describirse simplemente por
los nombres de las cuerdas que se trate (es decir, aquellas que producen los tonos en
cuestién). Asi, por ejemplo, la octava era conocida como la concordia de la hypate y
nete®!.

19 Ver B. L. van der Waerden, 'Die Harmonielehre der Pythagoreer', Hermes 78 (1943), 163-99.
20 Ver Plato, The Republic, Book IV. 443d.

21 ‘pseudo-Aristoteles, “De Rebus musicis problemata
problemas 23y 25.

”r

Musici scriptores graeci, ed. C. Janus (Lipsiae 1895),
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Sabemos de algunos nombres anteriores para estas tres consonancias, que son aun mas
interesantes. La cuarta que solia llamarse ovAdlaf&; esta palabra significa en realidad
‘mantenerse unidos’, es decir, ‘mantener unida la primera y ultima cuerda de un
tetracordio’. (Estas dos cuerdas se mantienen unidas y sonaban al mismo tiempo, o
directamente una después de la otra; De esta manera se produjo una cuarta) Del mismo
modo Nicdmaco informa que entre los pitagéricos la quinta fue llamado 6toéela (también
escrito 61 0é1av o 8t 6éL®dV)?2. Este nombre proviene claramente del hecho de que para
producir una quinta, dos tetracordios se juntaron y la nota de cada uno produjo se
describen generalmente la nota aguda 0¢€ia (es decir alta). Por ultimo, la octava se llamé
aouovia, 'unién' (es decir, la ‘union de dos tetracordios’)?3, debido a que las dos cuerdas
externas de dos tetracordios unidos sonaron para producir una octava.

Estos nombres antiguos de las tres consonancias mds importantes son mencionados en un
fragmento de Filolao de la que me gustaria citar unas palabras aqui®*:

“La extensidn de una octava es una cuarta y una quinta (douoviag 6¢ uéyedog éoti
ovAdafa kai 5t 6&et@v). ... Para la distancia entre la cuerda superior y la del centro
es una cuarta (éatt ydp amo Vmatag éml uéooav ovAilafQ) y la distancia entre la
del medio y la mas inferior es una quinta (amo ¢ uéooag émi veatav i 6éeLav)...”.

(B) Diastema como intervalo

En mi opinién, uno solo tiene que examinar los diversos nombres y descripciones de las
cuerdas y las consonancias que se han enumerado hasta ahora, para ver que sin duda
todos ellos se derivan directamente de la practica musical. En dltima instancia, fue en la
prdctica musical que las cuerdas recibieron primero nombres y mds tarde le fueron
asignados numeros; también las consonancias fueron descritas por las cuerdas que los
produjeron.

De este hecho hay que destacar desde el principio, porque el otro término, el que mas nos
interesa en este contexto, la palabra diastema significa el intervalo por si mismo (es decir,
no el concorde —symphonia— de dos sonidos, sino su distancia del uno al otro), se deriva
de la teoria musical, no de la practica. Esta cuestion se abordard mas adelante.

22 yéase el texto correspondiente a Sioésia en el Diccionario de Pape (1849), también Porphyrios
Kommentar zur Harmonielehre des Ptolemaios, ed. During (Goteborg 1932), p. 96. 21.

23 yéase el articulo de H. Koller en el Musseum Helveticum 16 (1959), pp 238-48; también B. L. van der
Waerden, ibid. 17 (1960), 111ff.

2 Diels y Kranz, Fragmente der Vorsokratiker, vol. 1, 44 B6.10ff.
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El otro hecho acerca de los términos técnicos se discutié anteriormente y que me gustaria
destacar es que todos ellos son completamente concretos. Las consonancias recibieron
sus nombres de las cuerdas de un instrumento musical que las ha producido. Es evidente
que no hay alguna duda que la llamada transferencia metafdrica de nombres ocurrié en
estos casos. Este Ultimo hecho hay que subrayar, porque la literatura moderna sobre el
tema esta llena de afirmaciones que llevan a creer que el término musical diastema
(intervalo) se entiende como una especie de metafora. Para ver cdmo este término se
interpreta hoy en dia, permitanme citar la siguiente frase del libro de Burkert?>: “Para
nosotros, la representacién en términos de lineas rectas se sugiere en particular mediante
la notacién musical y el teclado del piano, sin embargo, también era conocida por los
griegos, como lo indica el término ‘intervalo’ §tdotnua.”

Quien escribid esta frase era claramente consciente del hecho de que para los griegos el
intervalo musical (diastema) era algo tan real y concreto como cvAlafa, al ‘sostener
juntas las dos cuerdas mds externas del tetracordio' (es decir, la cuarta). Es engafoso
hablar de una “representacion en términos de lineas rectas”. Una vez que se seiiala que el
intervalo musical (diastema) era una linea recta real y concreta que era mensurable en
longitud. Es aun md&s engafiosa de leer en el mismo autor?® que “La concepcién (de
intervalos) como lineas rectas se vincula con el nombre de Aristoxeno, la teoria de las
proporciones musicales se asocia con los pitagoéricos...”.

Debo confesar que no he logrado descubrir ningun tipo de significado razonable en esta
afirmacion. “La concepcion (de intervalos) como lineas rectas” y “la teoria de las
proporciones musicales” no se puede contrastar una con otra, porque la palabra diastema
(intervalo) significa tanto ‘linea recta’ como ‘razén numérica de un intervalo musical’.
Ademas, es imposible que este hecho se haya escapado a la atencién de cualquiera que
haya leido con la atencidn suficiente, incluso una sola frase de la Sectio Canonis (en el
griego original).

Vale la pena recordar aqui que la falsa (metafdrica) interpretacion del significado de
diastema (intervalo musical) no era desconocida en la antigiiedad. Permitanme indicar
aqui algunas de estas falsas interpretaciones, se encuentra en escritores clasicos tardios.

Cleonides escribe que “Un intervalo (diastema) es el que estd contenido
(10 mepLexduevov) por una nota baja y otra alta”?’. Literalmente casi la misma explicacion

25 \W. Burkert, Weisheit und Wissenschaft, p. 348.
26 |bid., p. 349.
27 Musici scriptores graeci, ed. C. Janus (Lipsiae 1895), p. 179.11.
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puede encontrarse en Gaudencio®®. Nicomaco describe una diastema musical como
“camino” que conduce de una nota baja a una alta, o viceversa (080V moLav QO
Bapvntog gic 6éVTNTA 1) Avamaiv)?®. Tales “explicaciones”, por supuesto, solo fueron
posibles porque se sabia exactamente lo que la palabra StdoTnua significaba en el uso
comun, es decir “la distancia entre dos puntos” o “linea recta”. Si uno lee solo las
interpretaciones citadas arriba, entonces podria de hecho estar inclinado a creer que es
solo una metafora aqui.

Si uno lee solo las interpretaciones citadas arriba, entonces podria inclinarse a creer que
es solo una metafora lo que esta siendo tratado aqui. Los dos tonos de la consonancia se
piensan como dos puntos en el espacio, como entre dos puntos en el espacio yace una
‘linea recta’, de acuerdo con la metafora, entre los dos tonos yace un diastema. (Por lo
tanto, el hecho de que el diastema entre dos tonos fue también una linea recta real en el
espacio se olvida).

Probablemente, la primera persona que busco explicar el ‘intervalo musical’ en un sentido
metaférico (y que segun todas las apariencias deliberadamente queria cambiar su
significado), fue Aristdxeno. En el siglo IV A.C. escribi3°:

“Un intervalo es el que estd delimitado por dos sonidos que tienen diferentes
tensiones (es decir tonos). Por lo tanto de acuerdo con el concepto bdsico de un
intervalo se manifiesta tanto como una diferencia en la tension
(Stapopd Tic elvar Tdoewv O StdoTnua) y como un espacio capaz de tomar en
esos tonos que son mas altos que el tono inferior que limita el intervalo, y mas
bajo que el mayor (16mo¢ SekTikd¢ IOyywv). Una diferencia de tonos, sin
embargo, consiste en ser mas o menos tensa”.

Esta claro que este cambio en el significado de diastema, desde una completamente
concreta a una metafdrica, esta estrechamente ligado a la ensefianza bdasica de
Aristoxeno, porque fue un opositor de los pitagdricos. Van Jan ha resumido sus
ensefianzas de la siguiente manera3':

“En sus armonicos él no investigd el origen de un tono, ni se preguntd si era un
numero o una velocidad. El oido solo necesita escuchar sin afectacién el rango de

28 |bid., p. 329.23ff.

2 |bid., p. 243.2.

30 pje Harmonischen Fragmente des Aristoxenos, ed. P. Marquard, Berlin 1868, pp. 20ff.
31 C.Van Jan, ‘Aristoxenus’ (en Realencyclopddie Ill, pp. 1057-65).
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tonos; esto nos dird con certeza cuales tonos armonizan entre si... su sistema se
basa en la cuarta y la quinta asi que son facilmente perceptible como
consonancias, y sin preguntarse qué razones numéricas que subyacen, él fue capaz
de determinar de ellos los tonos y medio tonos, etc.”

De hecho, las propias palabras Aristoxeno también dan fe de sus tendencias anti-
pitagoricas3?:

“Estamos tratando de llegar a conclusiones que estén de acuerdo con los datos, a
diferencia de los tedricos que nos precedieron. Algunos de ellos introdujo
completamente puntos de vista extrafios en el tema y desestimd la experiencia
sensorial como imprecisa; de ahi que componen causas inteligibles y declaré que
habia ciertas razones entre los numeros y las velocidades (Adyoug T€ TIvag
&prdudyv elvat kal Tayn meodc GAAnAa) en la que el tono depende de una nota.
Estas fueron todas las especulaciones que son completamente ajenas al tema vy
absolutamente contrario a las apariencias. Otros renunciaron a razones y
argumentos por completo y proclamaron sus afirmaciones como si fueran
oraculos; pero también ellos prestaron suficiente atencion a los datos”.

Sin duda, Aristéxeno estd hablando de los pitagdricos cuando dice que algunos tedricos
querian explicar el tono de una nota por medio de “ciertas razones entre los numeros”.
Por otra parte, se vio obligado a reinterpretar el significado de diastema de una manera
metafdrica, tanto por queria dejar a un lado la ensefianza de los pitagéricos y porque él
atribuye diferencias en el tono a si la cuerda era mas o menos tensa. (Veremos en el
préximo capitulo que fueron los pitagdricos los que acuiiaron el término musical diastema
y que para ellos esta palabra denota una linea recta cuyos puntos finales producen una
razon numeérica, es decir, la razon numérica de la consonancia concerniente. Aristéxeno
tuvo que cambiar en este sentido, ya que no queria admitir que las razones numéricas
tenian nada que ver con consonancias). Esto explica su extraordinaria interpretacion de un
intervalo musical (diastema) ya sea como una ‘diferencia en la tensién’, o algo asi como
‘un espacio capaz de tomar en esos tonos que son mas altos que el tono inferior que
limita el intervalo y mas bajo que el mas alto’. Es aparente de esta explicacion forzada que
Aristoxeno queria privar al concepto pitagoérico de diastema de su significado concreto
original. Como de hecho, fue un éxito parcial en este esfuerzo.

32 Mirar P. Marquard (ed.), Die Harmonischen Fragmente des Aristoxenos, pp. 46-7 (32, 19ff. en Meibom's
numbering).
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De acuerdo con el concepto original de Pitadgoras, siempre habia dos numeros asociados
con un diastema musical. Como dijo Porfirio en su comentario sobre la teoria de la
armonia de Ptolomeo®, “la mayoria de kavovikol pitagéricos dicen intervalos
(Stacmuata) en lugar de razones numéricas (Adyot)”.

Estas palabras significan que ‘intervalo’ (Staotnua) y ‘razén numérica’ (A0yog) son
conceptos equivalentes en la terminologia de la teoria musical de Pitagoras. Esta
conclusién se confirma no solo por el hecho de que el término Staotnua se utiliza
constantemente para nombrar Adyoc en el Sectio Canonis, sino también por otro pasaje
de Porfirio. Aunque los pitagéricos no se mencionan explicitamente en este ultimo pasaje,
es claro que la referencia es a ellos34.

“Algunos llaman a una razén numérica entre los puntos finales, diastema (TOv
AOYyOV Kal TV agyeov T®V mEo¢ AAMAous 0pwV TO StaaTnua kalolat), los
cuales podrian ser caracterizados en términos de sus puntos finales como Adyou,
asi como SdtaoTuata, es decir la cuarta seria epitritos logos (4: 3), la quinta seria
hemiolios logos (3: 2) y asi sucesivamente”.

Esta cita es interesante, no solo porque demuestra que los dos conceptos ‘intervalo
musical’ (diastema) y ‘razén numérica’ (logos) fueron equivalentes en cuanto a los
pitagoricos le era concerniente, sino también porque implica claramente que los puntos
finales (0pot), que también debe haber sido nimeros, podria funcionar como ‘puntos
finales de diastemata’ y como ‘puntos finales del /logo/’.

Ahora nos queda por mostrar como la palabra StdoTnua podria significar ‘la distancia
entre dos puntos’, ‘el intervalo musical entre dos tonos’ y ‘razéon numérica’, todo al mismo
tiempo.

2.4 LA ‘DIASTEMA’ ENTRE DOS NUMEROS

Ahora voy a tratar de explicar la génesis de dos conceptos interesantes, StdoTnua y 6o,
que figuran en la teoria musical pitagdrica. Aunque hasta donde sé no hay ninguna fuente
antigua que trate directamente con la cuestién de cdmo estos conceptos llegaron a existir,
no es un experimento notable descrito por mas de un autor clasico tardio, que casi podria

33 porfirio, Kommentar zur Harmonielehre des Ptolemaios, ed. Diiring (Géteborg 1932), p. 92, 22-3: kai T®V
Kavovik®v 6¢ kal mvdayogeiwv ol mAelovs T Staotiuata vl TV A0ywv Agyovary.

34 |bid., p. 94, 31ff. Mi traduccidn de este pasaje es provisional. Ver también esa parte del texto marcado por
nota 42 abajo.
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decirse que dan una respuesta a la misma. Antes de citar uno de estos autores en la
traduccién, hay dos hechos que deben ser declarados:

(1) Como ya se ha mencionado, los pitagoricos expresaron intervalos musicales como
razones numéricas.

(2) Hay toda una serie de pruebas que demuestra que siempre utilizan los mismos
numeros fijos para este propdsito3>. Por otra parte, las razones numéricas que
corresponden a las tres consonancias mas importantes eran siempre 12: 6 (= 2: 1,
la octava), 12:9 (= 4: 3, lacuarta) y 12: 8 (= 3: 2, la quinta).

Ahora Gaudencio narra el siguiente experimento mediante el cual Pitdgoras se supone
gue han descubierto las razones numéricas que corresponden a los tres intervalos
musicales mas importantes3®.

El extendié una cuerda a través de una regla, llamado canon, y dividié esta (regla)
en doce partes. En primer lugar se tomd toda la cuerda y luego la mitad de ella,
gue comprendia seis unidades; él encontré que el tono de toda la cuerda
armonizaba con el de la media (12: 6) concordaba con la octava... Luego se tomd
toda la cuerda una vez mds y también tres partes del todo®” (4:3 = 12:9), y se
encontré que estos dos tonos armonizaban de acuerdo con la cuarta. Finalmente
se tomo toda la cuerda y dos partes del todo (3: 2 = 12:8), y se encontré que en
esta ocasidn los dos tonos armonizaban segln la quinta etc.

Lo primero a destacar es que el experimento acustico descrito en la cita anterior no puede
ser caracterizado como ‘fisicamente imposible’. Hay que reconocer que en las
observaciones acusticas de la antigliedad tardia y los experimentos que son fisicamente
imposibles fueron atribuidos con frecuencia a Pitdgoras®, pero los experimentos con el
‘canon’ se distinguen de estos. Incluso los estudiosos modernos que son justamente
escéptico acerca de estas historias estan de acuerdo en su mayor parte que “la teoria

739

pitagorica de la musica puede ser verificada en cierta medida”?® por medio del canon.

35 Ver H. Roller, Museum Helveticum 16 (1959), 240-1.

36 Gaudencio vivié en el siglo IV d.C. ver Musici scriptores Graeci, ed. C. Janus (Lipsiae 1895), p. 341. 13ff.,
para la cita; ver también B. L. van der Waerden, Science Awakening, p. 95.

37 La frase ‘tres partes del todo’ significa tres cuartos: de manera similar: ‘dos partes de un todo’ en la
siguiente frase significa dos tercios.

38 \W. Burkert, Weisheit und Wissenschaft, pp. 354ff.

3 |bid., p. 353.
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Por supuesto, esto todavia deja preguntas abiertas como si es correcto atribuir algin tipo
de experimentos a Pitagoras, si el ‘canon’ era tal vez solo una “pieza artificial de un
aparato que fue ideado mas adelante” y si los numeros proporcionales de las
consonancias musicales fueron realmente descubiertos en el curso de los experimentos de
este tipo. Sin embargo, podemos posponer la respuesta por un tiempo, ya que estamos
interesados en un aspecto diferente del experimento descrito anteriormente.

El ‘canon’ mencionado por Gaudencio era una cuerda tensa (monocorde) en una vara de
medir que se dividid en doce partes. El punto de tener una escala duodecimal era
claramente para asegurar que las razones entre las longitudes de cuerda que se sonaban
se pudieran determinar facilmente. Asi que podemos suponer no solo que la vara de
medir se dividid en doce partes, sino también que cada parte fue numerada. El pasaje
anterior realmente oferta tres experimentos. En cada uno de ellos toda la cuerda (las doce
unidades de la varilla de medicion) sond primero y luego una seccién corta de la cuerda
fue quitada con el fin de producir un tono acorde con el de toda la cuerda. Para llevar a
cabo la segunda etapa de cada experimento, debe haber sido necesario evitar que una
seccidon de la cuerda vibre. Aunque Gaudencio no dice nada acerca de como se acorto la
cuerda en la practica, tenemos alguna informacidon acerca de esto a partir de otras
fuentes. Un pequefio puente (Umaywyeic) se movid debajo de la cuerda estirada®. Esta
es la razén por la que conjeturo que el canon no solo se divide en doce partes, sino que
también fue numerado. Esto permitiria ver de un vistazo donde (es decir, en qué niumero)
del Vraywyelc¢ se pard, cuando la cuerda se tomd una segunda vez, y por lo tanto la
cantidad de la cuerda vibrante y que tanto se mantuvo en silencio.

Como ejemplo, echemos un vistazo mds de cerca a la explicacion de Gaudencio de cémo
se supone que Pitdgoras debié haber descubierto la quinta. Primero le tomd toda la
cuerda y luego la acortd a ‘dos partes’, es decir, cuando tomé la cuerda por segunda vez,
un tercio de la misma se mantuvo en silencio y dos tercios sond. Asi que cuando tomo la
cuerda por primera vez, el puente (Umaywyelcg) se coloca en el extremo del ‘canon’ (es
decir, en el nimero 12), y fue en el nimero 8 cuando la cuerda fue tocada por segunda
vez.

Los dos tonos que se produjeron estaban en consonancia de acuerdo con la quinta y entre
ellos se extendia un intervalo musical que podria ser detectado por el oido. Este mismo
‘intervalo’, sin embargo, también fue visible, en el puente se colocd primero a 12 sobre el
canon, y luego a 8. Estos dos numeros son los puntos finales del intervalo de la quinta, o

40 Ver Porphyrios, Kommentar zur Harmonielehre des Ptolemaios, ed. Diiring (Géteborg 1932), p. 66, 24ff.
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0pot 100 Staomuatog*! como eran llamados por los griegos. A partir de esto podemos
ver de inmediato por qué los pitagéricos sostenian que los nimeros proporcionales de la
quinta eran 12: 8 0 3: 2.

Esta interpretaciéon nos ayuda a entender por qué Porfirio dice en el pasaje que se ha
citado*?, que los pitagdricos pensaban la diastema (intervalo musical) como una ‘razén
numérica’ (A10yog) y como una ‘relacién entre el punto final' (oyxéoig TV mEOC
aAindovg Gpwv).

Creo que lo anterior explica satisfactoriamente el origen de los términos musicales
diastema y horoi, a pesar de que ninguno de ellos se menciona explicitamente en el texto
de Gaudencio que hemos estado discutiendo. En los experimentos acusticos de los
pitagoricos, la palabra SitdoTnua se entiende como ‘linea recta’ y se refiriéd a esa seccion
de cuerda en el ‘canon’ que fue impedido de vibracion cuando se produjo el segundo tono
de una consonancia (es decir, después de que toda la cuerda ya habia sonado) y fue de
esta manera necesaria para la creacion de un intervalo musical®®. De ahi una palabra que
realmente significaba ‘linea recta’ llegd a tener también el significado de ‘intervalo
musical’. Ademas, dado que los puntos finales (6pot) de esta linea recta eran nimeros en
el ‘canon’, la palabra Stdotnua también se utilizdé para describir la ‘relacion entre dos
numeros’ que fue exhibida por los nimeros proporcionales de las consonancias (12: 6,
12:9, 12: 8 y asi sucesivamente).

Espero que la interpretacidn anterior haya arrojado alguna luz sobre la génesis de dos
conceptos importantes de la teoria de la musica.

Estos son Staotnua, ‘el intervalo musical entre dos tonos que se expresa como una razon
entre dos numeros’ y 0pot, ‘los puntos finales de una diastema que se expresan como
nimeros’; de ahi Opot también pasé a significar ‘los mismos numeros en la razon
numérica (de una consonancia musical)’. De acuerdo con la explicacion dada
anteriormente, estos dos conceptos fundamentales de la teoria musical pitagérica solo se
hacen comprensibles y significativos cuando son considerados en conexién con el canon,

41 De acuerdo con el didlogo de Platén Philehus (17¢c-d), cualquier persona que quiera ser un experto en la
teoria musical tiene que saber “los intervalos de notas altas y bajas” (t& Steouara...
¢ pwvij¢ 0EVTNTOC T TéPL kKal BapVvTNTOC) ¥ los “puntos finales de estos intervalos” (kal ToU¢ Gpovg
TV StaoTnUATWY).

42 Véase la anterior nota 34.

43 Esto también nos permite dar sentido a un fragmento de Filolao (Diels y Kranz, Fragmente der
Vorsokratiker, |. 440 25): Tivés... Sidotnua ékdAecay var Vmegoyqv. El bregoxt es la diferencia entre las
dos secciones de cuerda en un ‘canon’ que producen las dos notas de una consonancia.
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ya que se han desarrollado en el curso de los experimentos acusticos con este
instrumento.

Sin embargo, hay una opinién generalizada segun la cual se supone que el monocorde y el
canon de los pitagdricos es “una pieza artificial de un aparato que fue ideado mas
adelante”**. De hecho, incluso se ha conjeturado que no habia escala de medicién en el
‘canon’ hasta después de la época de Aristdxeno, es decir, no antes de 300 a.C.%> La mayor
parte de la evidencia a favor de esta conclusién es el hecho de que el ‘canon’ no se
menciona en el Musical problems (una obra espuria de Aristdteles) ni en la Sectio Canonis;
igualmente no es mencionado por los escritores del siglo IV y V en general. La explicacién
dada para esto es que muy probablemente no existia tal instrumento musical en esa
época. Creo que esta visidn es errdonea, ya que se puede mostrar de manera concluyente
gue el canon ha existido al menos en la época de Platéon. Para ver esto, recordemos lo
siguiente.

Hay una interesante frase hecha por Platdn?®, que dice lo siguiente: év uéow 8¢ To0 £&
TEOC TA SWeKka avVELN TO Te NUOALoV Kal 10 émitottov. Una traduccidn correcta de

estas palabras seria®’: “La razdn 1% y la razon 1§ se encuentran en el medio (de la razén
entre) el 6 a 12” Utilizando la terminologia de los pitagéricos, NutdAov (= 15 =3:2)y

2 7 1 ’ . . , 7
Enttotov (=1 3= 4: 3) son los numeros proporcionales de la quinta y cuarta. Asi Platon

dice que los numeros proporcionales de la quinta y la cuarta (que, por supuesto, también
se puede escribir como 12:8 y 12:9) se encuentran entre 12 y 6 (los numeros
proporcionales de la octava, 12:6). [Ya hemos citado un fragmento de Filolao*®, que
establece que, en la practica musical la octava consistia en la combinacién de una cuartay
una quinta.

La observacion de Platdn insiste en que los nimeros proporcionales de la quinta y cuarta
encajan bien entre los nUmeros proporcionales de la octava (12: 6). Esto demuestra, entre
otras cosas que los intentos que ya se habian hecho en la teoria de la musica para explicar
la resolucidon de la octava en una quinta y una cuarta. Este punto se abordard mas
adelante.]

44 Ver notas 38 y 39 arriba.

45 Ver B. L. van der Waerden, Hermes 78 (1943), 177.

46 Epinomis 991a.

47 La traduccidn vy la interpretacién de este pasaje también se discute por van der Waerden, Hermes 78
(1943), 186-7.

48 Ver notas 24 arriba.
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Las Unicas preguntas son ahora como es que se le ocurrid a alguien colocar los nimeros
proporcionales de la quinta y la cuarta (que Platon no escribe como ‘numeros
proporcionales’, pero de acuerdo con una convencion arcaica lo hace como las fracciones

correspondientes 1% y 1;) ‘en el medio (de la razén) de 6 a 12’ y por qué 12 y 6 fueron

elegidos como los numeros proporcionales de la octava, cuando este intervalo también
puede ser descrito como 2:1. Yo creo que estas preguntas no pueden ser contestadas
correctamente a menos que se tenga en cuenta que el instrumento de medicion de los
pitagéricos (el canon) que se utilizé para ilustrar los nimeros proporcionales de las
consonancias se dividio en doce partes. En otras palabras, la observacién de Platén
demuestra convincentemente que el canon existia en ese momento. Intentos modernos
de considerar el canon como “una pieza artificial de un aparato que se ided después” no
ha tenido éxito.

2.5 UNA DIGRESION SOBRE LA TEORIA DE MUSICA

La presente investigacidn se refiere principalmente a la historia temprana de la teoria de
las proporciones. Toca problemas particulares en la antigua teoria musical solo
incidentalmente. Me parece que en la discusion de la génesis de los conceptos StaoTnua
y 0pot, los cuales se aplicaron originalmente solo a la teoria de la musica, también se ha
hecho una contribucién esencial a la historia de la teoria de las proporciones. Como
hemos visto, tanto el concepto de diastema (intervalo que expresa una razén numérica) y
como el horoi (los nUmeros actuales de una razédn numérica) se desarrollaron en el
transcurso de los experimentos acusticos con el monocorde y el canon.

A partir de ahora podriamos concentrar nuestra atencion en la teoria de las proporciones
en si, porque ya no hay ninguna necesidad de preocuparnos por determinados problemas
histéricos en la teoria de la musica. Sin embargo, ya que creo que el método aplicado
anteriormente también puede arrojar nuevas luces sobre muchas preguntas sobre la
antigua teoria de la musica, que estoy desviando aqui y discutir estas preguntas, a pesar
de que no son estrictamente relevantes para la historia de la teoria de las proporciones.

La pregunta de cdmo los pitagéricos llegaron a expresar intervalos por medio de razones
numéricas con frecuencia se ha discutido en la investigacién anterior®. La respuesta que
se le dio a esta pregunta se puede decir que ha tenido dos aspectos. Por un lado, se
destacé que los pitagéricos no podian haber “obtenido las razones numeéricas de las

49 Véase E. Frank, Plato und die sog. Pythagoreer (Halle 1923), pp 160-1; W. Burkert, Weisheit und
Wissenschaft, pp 348-64; también importante articulo de van der Waerdens (ver Hermes 75 (1943))
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consonancias exclusivamente mediante la observacion de las diferentes longitudes de
cuerda”, mientras que, por otro lado, se insistid en que “el método empirico utilizado para
medir los tonos con los nimeros era una cuestion secundaria para los pitagéricos” y que
“no puede haber diferentes opiniones sobre esto”. Esta ultima afirmacién es corroborada
por Tedn de Esmirna, que escribio®: “Algunos quieren entender las (razones numéricas de
las) consonancias en términos de pesos, otros en términos de tamafios o en términos de
movimiento, y aln otros en términos de escalas".

Es mi opinidn que la forma en que la cuestidon se plantea inevitablemente condujo a la
vision descrita anteriormente (y, ademas, que esta vision es solo parcialmente cierta). La
pregunta mas bien abstracta de cdmo los pitagdricos llegaron a expresar intervalos por
medio de razones numéricas solo puede ser respondida en el intento de estudiar la rica
variedad de la literatura cldsica y cldsica tardia que se ocupa en esta cuestion. Estas
fuentes son de fiabilidad distinta, algunas son completamente confiables si uno solo las
mira a ellas, entonces se estd obligado a aceptar la opinién anterior. Sin embargo, si
algunos hechos datos acerca del lenguaje cientifico de los griegos se toman en cuenta y
ademas la pregunta anterior se da a través de una formulacién mas concreta, entonces, se
llega a una conclusion totalmente diferente.

Los hechos lingliisticos a los que me refiero son los siguientes. En la antigua teoria musical,
los tonos musicales se suele llamar tovot, del verbo telvw (estirar). Asi, un tono musical
fue el tono de un instrumento de cuerda. Por otra parte, las consonancias fueron llamadas
x003&V cvupwvia (concorde de cuerdas) en griego.

Estos dos hechos indican claramente que la teoria musical griega se basé principalmente
en experiencias y experimentos con instrumentos de cuerda (o con una sola cuerda).

Si se le da una forma mas concreta a la pregunta anterior, es decir, si uno se pregunta por
qué los pitagodricos utilizan los nombres Sidotnua y Ogot para denotar intervalos
musicales expresados como razones numéricas, entonces se hace evidente de inmediato
gue estos numeros proporcionales originalmente deben haber representado razones
entre longitudes. Estas mismas dos expresiones también indican cémo debieron ser de
importantes los experimentos en su tiempo para la ciencia de Pitagoras. Los conceptos
‘diastema’ y ‘horoi’, que se han analizado anteriormente, nunca podrian haberse originado
sin experimentos musicales que utilizan el canon.

0 Theon of Smyrna, ed E. Hiller (Lipsiae 1878), p 59.
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La afirmacion de que el método empirico usado para determinar las razones numéricas de
las consonancias era una cuestion secundaria para los pitagéricos (que es correcta tal y
como esta), recibe un nuevo énfasis en vista de lo anterior. Aunque los conceptos de
diastema y horoi se originaron en el curso de los experimentos con el canon, Hipaso ya era
capaz de establecer las consonancias mas importantes por medio del diskoi bronce®.
Experimentos similares también se llevaron a cabo con los recipientes que contienen
diferentes cantidades de agua y con instrumentos de viento®?. Es evidente que los
pitagdricos querian mostrar que otros tipos de experimentos condujeron a los mismos
numeros proporcionales de las consonancias al igual que los experimentos originales con
el monocorde y el canon. Esto explica porque estos mismos pitagéricos podrian
posteriormente sostener que el método empirico utilizado para determinar los nimeros
proporcionales de las consonancias era una cuestidon secundaria. Las relaciones numéricas
reales de las consonancias que se habian establecido de una vez para todos eran
importantes para los pitagdricos, no el método empirico utilizado para determinarlos.

También creo que la explicacién anterior de los conceptos de diastema y horoi nos
permite aclarar muchos asuntos sobre la falsa tradicién que se origind en la antigliedad
tardia. Como ejemplo, consideremos el siguiente pasaje>3:

“Hay una bonita historia que se encuentra en Nicdmaco (p. 10 Meibom),
Gaudencio (p. 13 Meibom) y Boecio (pp. 10-1 Friedlein), que cuenta cémo los
pitagdricos llegaron a representar a intervalos por medio de razones numéricas.
Puede posiblemente no ser verdad, sin embargo. Segln el relato, Pitdgoras estaba
pasando por una herreria y escucha los tonos de los martillos que caen y producen
varios intervalos, en particular, la octava, la cuarta y la quinta. Peso
cuidadosamente los martillos y encontrd que sus pesos estaban en la misma razén
entre si al igual que los nimeros 12,9, 8 y 6. Luego se fue a casa, suspendid cuatro
cuerdas idénticas con pesos atados a ellas, que eran proporcionales a los pesos de
los martillos. Ahora se establecid que la cuerda suspendida con 12 unidades,
producen una nota que era una octava mas alta que la producida por la cuerda
suspendida con seis unidades. Del mismo modo las cuerdas suspendidas con 9y 8
unidades, producen notas que fueron la cuarta y la quinta menores que la
producida por la cuerda original. El corroboré estos resultados mediante la

5! Diels and Kranz, Fragmente der Vorsokratiker, |. 18. 12; ver también W. Burkert, Weisheit und
Wissenschaft, pp. 355-6.

52 Ver B. L. van der Waerden, Hermes 78 (1943), 172.

53 |bid., p. 170.
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experimentacién con cuerdas estiradas y otros instrumentos (el aulos, la siringa,
etc.)”.

Entre las razones para rechazar esta historia tradicional como falsa, estd la siguiente>*:

“Si hubiera intentado en realidad llevar a cabo este experimento y medir las
razones numéricas (de las consonancias) por medio de pesos suspendidos, como se
dice que Pitagoras lo hizo, entonces el intento inevitablemente habria terminado
en un fracaso para los pesos correspondientes a la octava que se encuentran en la

relacién de 1: 12, no de 1: 2.”

Asi podemos ver como la investigacién moderna ha descubierto algunas falsedades en las
historias tradicionales. Al hacerlo, sin embargo, la cuestién deja intacto cémo el
experimento, que solo podria haber sido pensado y nunca realizado, jamas se le ocurrid a
nadie. Sin embargo, me parece que en lo que se refiere a esta cuestién, al menos una
parte es muy informativa. Cuando se afirma que Pitagoras “suspendié cuatro cuerdas
idénticas con pesos atados a ellas”, es claro que queria utilizar las pesas para medir la
tensién de las cuerdas.

Un experimento de este tipo solo podria haber sido ideado después de que se dio cuenta
de que el tono de una nota depende de la tensién de la cuerda en cuestién. Esto, sin
embargo, es exactamente lo que Aristéxeno, opositor de los pitagdricos (ver pag. 113) se
negd a reconocer la conexién entre los numeros proporcionales y las consonancias, logro
hacer. Por lo tanto, yo creo que el experimento descrito anteriormente fue en parte una
‘respuesta pitagorica’ a las ensefianzas de Aristéxeno. La persona que inventé este
experimento poco practico y lo atribuyé a Pitdgoras, queria convencer a sus lectores de
qgue los tradicionales nimeros proporcionales de las consonancias también podrian ser
demostradas considerando la tension de la cuerda. Por supuesto, eso no se puede hacer,
aungue, ese experimento es de importancia para la historia de la ciencia.

En otras palabras, mi posicidn es que la tradicion clasica tardia, que se ocupa de la ciencia
de la musica y que dio origen a la historia antes citada, se origind en intentos de
reivindicar la teoria pitagérica y estos intentos tuvieron un éxito parcial. Al principio,
cuando se acuiiaron las expresiones diastema y horoi (con referencia al monocorde vy al
canon), uno no tiene que preocuparse demasiado por la tensién o el grosor de la cuerda
estirada. En este momento nadie se preguntd si el tono en si era una velocidad, un

54 Ibid., p. 173.
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movimiento del aire, una vibracién o algo mads. Por lo tanto, podria sostenerse que las
consonancias dependian simplemente de numeros. (Estos numeros, por supuesto,
expresaban originalmente razones entre las longitudes de las secciones individuales de la
cuerda en el monocorde.) No fue hasta mds tarde, cuando se hizo necesario para
defender la antigua ensefianza en contra de sus opositores, que también suponia estos
mismos numeros para representar razones entre los pesos (es decir, entre diferentes
grados de tension de la cuerda) y entre los distintos espesores de los objetos que
producen los tonos (en este caso, diskoi bronce). Esto también explica la invencién de
historias en parte sin sentido como la mencionada anteriormente, que hablan de
observaciones imposibles y experimentos impracticos. Ademas, se explica por qué Tedn
de Esmirna subrayé que no era importante cdmo se obtuvieron los numeros
proporcionales de las consonancias®.

De la misma manera, creo que puedo explicar por qué los antiguos tedricos musicales
fueron inconsistentes en su método de asociar un numero con el tono de una nota.
Originalmente, cuando el punto de partida fue experimentos con el canon, un numero
mayor (una seccién mas larga de la cuerda) tenia que estar asociada naturalmente con
una nota mds grave. Pero a este método tuvieron que darle vuelta por completo cuando
se hizo necesario defender las ensefianzas antiguas contra objeciones posteriores, y tomar
nuevas especulaciones en cuenta. Como van der Waerden escribié®®: “Esta claro que
quienes aquellos que trataron de interpretar las razones numéricas en términos de peso o
velocidad, se vieron obligados a asignar un nimero mayor para una nota mds alta...”

Hay otro estado de transicion interesante que vale la pena destacar. Me refiero a un caso
en el que una teoria mas reciente se ha tenido en cuenta, aunque el método original de
asociar los numeros proporcionales con intervalos todavia se utiliza. Permitanme citar una
vez mas al trabajo de van der Waerden®’:

“Una posicidn notablemente vacilante se toma en la Sectio Canonis: mientras que
en la introduccién se afirma que dos tonos estan en una razéon numeérica entre si
porque los tonos son cantidades que se incrementan cuando se eleva el tono y
disminuye cuando se baja, en el argumento principal del texto los tonos estan
representados por lineas rectas y los tonos mads altos corresponden a lineas mas
cortas”.

55 Véase n. 50 arriba.
%6 Hermes 78 (1943), pp. 173 4
57 |bid., P. 173.
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2.6 PUNTOS FINALES E INTERVALOS REPRESENTADOS COMO ‘LINEAS RECTAS’

Creo que muchos detalles de la teoria pre-Eudoxiana de proporciones, asi como de la
teoria matematica griega de la musica, se puede ver desde otra perspectiva si se tiene en
cuenta la explicacion de los origenes del concepto de diastema y horoi que se discutio
plenamente en el capitulo 2.4. Asi que permitanme recapitular aqui y repetir la etimologia
de estas dos palabras.

En el campo de la musica Staotnua (linea recta) originalmente significaba el trozo de
cuerda en un ‘canon’ que impidié la vibracién cuando se produjo el segundo tono de una
consonancia (es decir, después de que toda la cuerda ya habia sido tocada). Si este pedazo
de cuerda no se habia mantenido asi, no habria sido posible producir la segunda nota de la
consonancia deseada en el monocorde.

El opot eran los puntos finales del trozo de cuerda (la diastema) y se mostraron como dos
numeros en el canon.

No seria superfluo indicar aqui la forma precisa en que el concepto de intervalo musical
(diastema, en el sentido anterior de la palabra) se convirtié en la razon entre dos numeros.

De acuerdo con la explicacion anterior, el diastema fue el intervalo actual entre dos tonos.
Se pudo determinar acusticamente y también era visible como una longitud de cuerda en
el ‘canon’ (es decir, la longitud de la seccidn de la cuerda que producia la primera nota,
diferia de aquella que producia la segunda). Esta es la Unica interpretacién que da en este
sentido a este tipo de expresiones musicales como 0pot 100 dtaeotiuatog (puntos finales
de un intervalo). Esta longitud de la cuerda en el monocorde se especificé por sus dos
puntos finales (por dos numeros en el canon), asi como una linea recta esta dada por sus
dos puntos finales en la geometria.

Estas cuestiones, sin embargo, se pueden ver de otra manera que difiere en parte de lo
anterior. Un intervalo musical se caracteriza por la consonancia de las dos notas que las
limitan. Estas dos notas armonizan entre si y forman el intervalo que se dice que se
encuentran entre ellos. Fue a menudo el caso en la prdctica musical que la consonancia de
dos notas era descrita por las dos cuerdas que la producian. Por ejemplo, la octava (como
ya se ha mencionado®) fue llamada el concorde de la Umdtn y la vijT7. Esto sugiere la
idea de que en la teoria musical el diastema también pudo haber sido interpretado como

4Traduce “El intervalo BC” (N. del T.)
8 Ver n. 21 antes.
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el concorde producido en el monocorde por dos diferentes longitudes de cuerda, en lugar
de, como un trozo de cuerda que no vibre. Por supuesto, estas dos longitudes de cuerda
todavia podian ser caracterizadas por los puntos finales del segundo fragmento. Como de
hecho, este es el punto de vista que se encuentra en la Sectio Canonis. Para ver esto, solo
tenemos que mirar al comienzo de la demostracién del Teorema 1 (en la Sectio Canonis):
éotw SLdotnua 1o BT ... Heiberg traduce esto como “sit intervallum BC...” °.

Una lectura de las palabras griegas, junto con su traduccién al latin nos llevaria a pensar
en un principio que las letras By C (o B y I') se refieren a los puntos finales de una linea
recta (el diastema). Esto estda de acuerdo con la explicacidon ofrecida en el capitulo 2.4
segln la cual el diastema era la seccidn de cuerda que no vibra (la linea recta sobre la que
el intervalo musical dependia), y fue especificado por sus dos puntos finales. Sin embargo,
sorprendentemente el diagrama que acompafia a este pasaje en la Sectio Canonis deja
claro que las letras B y I' (dos numeros en el canon) representan dos lineas rectas de
diferentes longitudes.

La Unica manera de explicar este hecho es decir que por el momento las proposiciones de
la Sectio Canonis recibieron su forma definitiva, diastema ya no significaba simplemente
“la longitud de la cuerda entre dos nimeros en el canon, que no vibre (y por el cual la
seccion de la cuerda que produce la primera nota difiere de la produccion de la segunda)”.
En su lugar, se refirid a las dos secciones de la cuerda que producen las notas en cuestion
Y, Ya que estos podrian ser caracterizados por los mismos dos nimeros que originalmente
habian sido utilizados para especificar el intervalo actual (el trozo de cuerda que no vibra),
habia llegado a significar ‘la razén entre dos numeros’.

Este ligero cambio de perspectiva (llamado la caracterizacidon de un intervalo musical en
términos de las dos longitudes de la cuerda que produce las notas que lo delimitan, en
lugar de un trozo de cuerda que no vibre) llevé no solo a la creacién de un nuevo concepto
(razén entre dos numeros), sino también a una anomalia curiosa en el uso del lenguaje.

Me refiero al hecho de que la palabra Stdotnua (en singular) que originalmente
denotaban una sola linea recta en la teoria de la musica, tenian que ser ilustrado por dos
lineas rectas de diferentes longitudes. Estas dos lineas representan las longitudes
(expresadas como numeros) de las secciones de cuerda que produjeron las notas, y por lo
tanto también podria considerarse como representaciones de los nimeros en si mismos.
Diagramas de este tipo se hacen alin mas interesante si se considera que lo que antes se
llamaban los puntos finales del intervalo (6pot 10U Steotuatog) debe haber sido
mostrado como lineas rectas en ellos.
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De esta manera también se vuelve claro por qué las dos lineas rectas que en el diagrama
de las Sectio Canonis se supone representan las dos secciones de la cuerda de cada uno
podria ser designados por una sola letra. Mientras que diastema significaba ‘el trozo de
cuerda en el monocorde, que no vibra’, la manera obvia de caracterizar esta linea recta en
el ‘canon’, era en términos de sus dos ‘puntos finales’ (horoi).

Un punto final fue usualmente el numero 12, es decir, al final del canon (porque en su
mayor parte se buscd una nota en consonancia con la nota clave de todo el monocorde).
El otro punto final fue el nimero en el que el vraywyevg se pard cuando se produjo la
segunda nota, es decir, al final de la seccién mas corta de la cuerda. Este método de
caracterizacion de una linea recta en términos de sus dos puntos finales (en términos de
dos numeros en el canon) fue también habitual en la geometria griega.

Sin embargo, cuando la palabra diastema se sometid al ligero cambio en el significado
descrito anteriormente, ya no era posible utilizar este método de caracterizacién. Las dos
secciones de cuerda que produjeron las notas no podian ser especificadas por sus puntos
finales. La razén de esto era que la numeraciéon en el canon comenzd con cero y los
griegos no tenian ningln simbolo para este nimero. Asi que el punto final comun de estas
dos lineas se encuentra en un extremo del monocorde y no habia un nimero para
describirlo. Esto hizo que todo fuera mas facil para caracterizar cada uno en términos de
su otro punto final y describirlo por un solo numero (o letra). Por supuesto, los dos
numeros (o letras) que pertenecen a las secciones de cuerda que produjeron las notas
eran idénticos a los puntos finales (horoi) del fragmento de cuerda que no vibra.

En la Sectio Canonis un diastema siempre se ilustra con dos lineas, cada uno de los cuales
estd marcado por una sola letra. Asi que, en la teoria griega de la musica, un numero
siempre se representa como una linea y esta linea es designada por una sola letra, no por
sus dos puntos finales (como fue el caso en la geometria).

Este método de representar numeros por lineas fue tomado de la teoria de la musica en la
aritmética de Euclides, aunque no de una manera muy consistente. Euclides siempre
representa numeros como lineas. Es intuitivo ver la forma en que se utilizan letras para
designar estas lineas que debian presentarse los niumeros, en el libro VII de Elementos,
por ejemplo:

(1) Hay una serie de proposiciones (por ejemplo, VII. 3, 12, 13, 14, 16 y 17) en el que
las lineas se describen por una sola letra. Esta manera de representar numeros es
el mismo que en el Sectio Canonis.
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(2) En el mismo libro, sin embargo, hay proposiciones (VII. 1, 2, 7 y 8 entre otros) en la
que los numeros estan representados por lineas y estas lineas estdan nombradas
por dos letras, una al principio y otra al final. Este fue el método usual en la
geometria.

(3) Hay incluso algunas proposiciones (por ejemplo, VII. 4, 5, 6 y 9) que usan los
métodos anteriores al mismo tiempo. En estas proposiciones, un nimero se
muestra como una linea nombrada por una sola letra, mientras que otros se
muestran como una linea nombrada por dos letras.

Asi podemos ver que en la época de Euclides no se habia tomado una decisién acerca de
la manera de designar (nimeros) lineas en la aritmética, es decir, acerca de si se adoptaba
la convencién ‘musical’ (derivados de experimentos con el canon) la cual usa una sola letra
o la mas ‘geométrica’ utilizando dos.

2.7 ‘DIPLASION’, ‘HEMEOLION’ Y ‘EPITBITON’

En el curso de nuestras investigaciones hasta ahora hemos aprendido a distinguir dos
etapas en el desarrollo del concepto diastema que se aplica a la teoria de la musica.

(1) Durante la primera etapa el diastema (intervalo musical) era la longitud de la
cuerda en el monocorde que no vibra, y por lo cual la seccién de la cuerda
producia la primera nota diferia de la segunda. Se caracterizdé en términos de sus
dos puntos finales (horoi) y éstos podrian ser leidos como dos numeros en el
‘canon’.

(2) La explicacién de este concepto dada en la Sectio Canonis pertenece claramente a
una etapa posterior de su desarrollo. Aqui diastema no se refiere al fragmento de
cuerda en el monocorde que no vibra, sino mas bien a las dos secciones de cuerda
gue produjeron las notas. En este momento la palabra significaba
inequivocamente la razon entre los dos niumeros que expresan las longitudes de
estas dos secciones de cuerda.

Ahora creo que puedo sefalar una tercera etapa que precedid a las otras dos. Esta etapa
podria decirse que ha preparado el camino para el concepto de diastema. Dado que en mi
opinidn nos da una gran cantidad de informacién no solo acerca de la teoria de la musica,
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sino también de toda la historia de las matematicas griegas, me gustaria hablar de ello
mas plenamente.

Mi punto de partida es el pasaje de Gaudencio, que ha sido citado®®: “Pitagoras extendia
una cuerda a través de una regla, el llamado canon, y dividia esta (regla) en doce partes,

”

etc.”. Estas palabras indican que se encontraron las razones numéricas de las tres
consonancias mas importantes solo después de que el ‘canon’ habia sido dividido en doce
partes. El canon con sus doce divisiones fue el instrumento con el que los pitagdricos
realizaron experimentos y por cuya ayuda pudieron determinar las razones numéricas de
los intervalos musicales mas importantes (12: 6 para la octava, 12:9 parala cuartay 12: 8
para la quinta). De hecho, con base en lo que Gaudencio cuenta de estos experimentos
junto con nuestro conocimiento del canon, hemos sido capaces de descubrir los

significados originales (y exactos) de los términos musicales diastema y horoi.

Es el momento de mirar mds criticamente la explicacién de Gaudencio. Parece poco
probable que el experimento que él describe, fue originalmente llevado a cabo por las
primeras divisiones del canon en doce partes. Esto no habria sido absolutamente
necesario, siempre y cuando simplemente quisiéramos exhibir los numeros
proporcionales de las tres consonancias mas importantes (la octava, la cuarta y la quinta)
por separado en el monocorde, sin tener en cuenta las conexiones entre ellas. Para
obtener la octava, solo es necesario reducir a la mitad (2: 1) la cuerda estirada. La quinta
se obtiene dividiendo en tres partes. (Toda la cuerda y dos tercios de la misma producen
notas que son una quinta, 3: 2.) Similarmente, basta con dividir la cuerda en cuartos para
obtener una cuarta (4: 3). Incluso las palabras que Gaudencio escogié para describir estos
experimentos son tales que permiten al lector atento establecer por si mismo que el
canon debe originalmente ser dividido en dos, tres y cuatro partes, antes de que ser divido
en doce. Por lo tanto, dificilmente puede darse el caso de que la division original del canon
musical fue en doce partes.

En otras palabras, interpreto lo que cuenta Gaudencio como un esquema de como se
llevaron a cabo estos experimentos musicales en una etapa relativamente tardia.
Originalmente se llevaron a cabo simplemente con un monocorde. El canon no se
introdujo sino hasta mds tarde, cuando se descubrié que habia buenas razones para
dividir la vara debajo de la cuerda en doce partes.

59 Ver n. 36 antes.
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Espero ser capaz de mostrar que lo anterior es una correcta reconstruccion del proceso de
desarrollo, explicando los significados de algunos términos de la teoria de la musica que
llegaron claramente a existir antes de la introduccion del canon. Los términos a los que me
refiero son los nombres mas antiguos conocidos de la octava, cuarta y quinta.

En la teoria de la musica pitagdrica®® el nombre mas comun para la razén numérica de la
octava fue SimAdaiov Stdotnua o en un fragmento de Filolao®, SimAdov. Esta expresion
es traducida por la férmula 2: 1 o, teniendo en cuenta las doce divisiones del canon, por
12:6. Sin embargo, también hay que tratar de traducirlo literalmente, y considerar la
relacion con el monocorde. El término técnico dirAdotov Staotnua significa literalmente
‘linea doble’. Estd claro que la octava recibié este nombre porque después que la cuerda
estirada habia sido pulsada, se redujo a la mitad de su longitud y la seccion mas corta de la
cuerda dio como resultado una nota una octava por encima del producido por toda la
cuerda.

Esto deja la pregunta de lo que la palabra diastema en si significa en este contexto (es
decir, en la expresion d&urAdctov Staotnua ‘linea doble’). Claramente no tiene el
significado que he explicado antes, a saber, “el trozo de cuerda en el monocorde que no
vibra”. Cuando se usa como un nombre para la razén numérica de la octava, la expresién
SutAdotov Staotnua solo puede estar refiriéndose a todo el monocorde. En mi opinién la
Unica forma concebible para explicar de este nombre es la siguiente.

La mitad de la cuerda estirada (es decir, la seccién de cuerda que fue sostenida para
producir la segunda nota de una octava)®? fue considerado como la ‘unidad’. En relacion
con esta unidad, todo el monocorde se convierte en una ‘linea doble’. Asi que, si el
monocorde es tratado como una ‘linea doble’, es decir, si toda la longitud de la cuerda es
sostenida primero y luego la unidad elegida para el caso que nos ocupa (la mitad del
monocorde) es sostenida, se obtiene la consonancia de la octava.

A primera vista, esta explicacion es bastante sorprendente y puede no parece tener
mucho sentido. Sin embargo, debo insistir en que no hay posibilidad de que los antiguos
pitagoricos explicaran los numeros proporcionales de la quinta y la cuarta excepto de esta
manera.

60 Ver Nicomachi Enchiridion, ed. C. Janus 250. 22ff; También en Timaeus de Platén, 36.

61 Ver n. 24 antes.

62 | a otra posibilidad es que la seccién de silencio de la cuerda fuese considerada como la unidad, pero esto
parece poco probable en vista de los términos relacionados NutdAwov y émitoitov Stdotnua.



La teoria pre-Euclidiana de las proporciones | xxxii

En el monocorde, una quinta se obtiene primero tocando toda cuerda y luego sosteniendo
una tercera parte de ella, de modo que solo dos tercios de todo el monocorde sonaban la
segunda vez (3:2 = 12:8). El antiguo nombre pitagérico para este intervalo era

NULoAov Staotnuat3 es decir, ‘linea de 1% (unidades) de largo’. Esta descripcion también

se refiere a todo el monocorde, porque en este caso también, la secciéon de cuerda que
produjo el segundo sonido (la longitud ‘O — 8" en el canon) fue la unidad. Esto fue
considerado como un ‘todo’ (040v) y en relacién con ella, el monocorde completo (es
decir, la longitud ‘0 — 12’ en el canon) fue ‘un todo junto con la mitad del total’, es decir

una ‘linea de 1% (unidades) de longitud’ (Nutddtov Stdatnua). Asi que si el monocorde es

, 1, . . . .
tratado como una ‘linea de 15 (unidades) de longitud’, es decir, si toda la cuerda se tocé
primero, seguida de la unidad (dos tercios de la cuerda) en relacién con toda la cuerda es

, 1, . - . .
una ‘lineade 1 > (unidades) de longitud’, entonces se obtiene una quinta.

El nombre de los pitagdricos para la razén numérica de la cuarta (4:3),
émitoitov Stdotnua®®, se puede explicar de una manera similar. En el monocorde una
cuarta se obtiene al mantener una cuarta parte de la cuerda vibrando cuando se toco por
segunda vez. Asi, la segunda nota es producida por tres cuartas partes de la cuerda
(12:9). Si esta longitud (0 —9) es considerada como la unidad, entonces todo el

monocorde (0 —12) se convierte en una ‘linea de 1% (unidades) de longitud’,

émitottov Staotnua. (La palabra griega émitottov significa ‘una tercera adicional’, es
decir ‘adicional a la unidad’.)

Sorprendente la confirmacién de la explicacién de los anteriores términos Nutodiov y
émitoitov Siaotnua se encuentra en el teorema 8 del Sectio Canonis. Para probar su
correccion, sin embargo, seria necesario volver a imprimir aqui casi todo el texto griego de
este teorema junto con sus diagramas que le acompafian. (La Unica cosa que no debe ser
olvidada en la interpretacién de esta proposicion [Sectio Canonis 8], es que un diastema,
la razén entre dos numeros, siempre es ilustrado por dos lineas rectas en la Sectio
Canonis.

Por tanto, todo el monocorde y la cuerda que produce la segunda nota, la unidad, estan
representados por dos rectas distintas).

La investigacidn etimoldgica realizada anteriormente nos ha llevado a dos conclusiones:

83 Ver n. 21 arriba (problema 41) o en Timaeus de Platén, 36
64 Ver Platén, Timaeus, 36; o Filolao, fragmento 6 (en Diels y Kranz, Fragmente der Vorsokratiker).
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(1) La introduccién de los términos diplasion, hemiolion y epitriton diastema en la
teoria de la musica precede a la division del canon en doce partes, aunque ya se
conocian los numeros proporcionales de las tres consonancias mas importantes en
el tiempo antiguo y fueron dados como razones entre longitudes. La cuestion de si
estas razones fueron descubiertas por el uso del monocorde actual o por el
acortamiento de una de las cuerdas en un instrumento de multiples cuerdas es
irrelevante. Al final, el monocorde, como instrumento experimental con una sola
cuerda, fue adoptado; antes de esto sin duda, los experimentos se hicieron para
producir cualquier nota deseada usando solo una cuerda de un instrumento de
cuerdas multiples, de modo que seria capaz de manejar uno con una sola cuerda.

(2) Otro hecho importante para el cual debo llamar atencidn especial es que en el
momento que los nombres diplasion, hemiolion y epitriton diastema se
introdujeron, el sentido técnico de la palabra diastema ya era lo mismo que lo que
entendemos por ‘intervalo musical’, aunque en un sentido muy especial. En estos
nombres diastema no significa ‘el trozo de cuerda que no vibra’ (la imagen del
intervalo audible real); en cambio, se refiere a todo el monocorde, con la intencién
de medir este como un diastema diferente en el caso de cada uno de las tres
consonancias mas importantes. Los nombres pueden ser leidos como los
diferentes métodos de medicion del monocorde como un diastema, a fin de
obtener las tres consonancias. El monocorde se convierte en diplasion diastema
(una doble linea) en el caso de la octava, porque aqui toda la cuerda fue tocada
primero, seguida por la unidad (que en este caso era un medio). Sin embargo, en el

. . . . , 1
caso de la quinta, el mismo monocorde es un hemiolion diastema (linea de 15

. . 1
unidades de longitud), porque esta vez toda la cuerda es 15 veces tan largo como

la unidad que produce la segunda nota. El caso de la cuarta puede explicarse de
manera similar. Vemos que en este momento no podriamos hablar de puntos
finales en el canon (0got).

Una comparacion entre el sistema de medicién descrito anteriormente, y la forma en que
se especificaron las razones numéricas de las consonancias en el canon, revela
inmediatamente la simplificacién ingeniosa que fue provocada por la divisién del ‘canon’
en doce partes. Mientras que los nombres diplasion, hemiolion y epitriton diastema eran
actuales, fue necesario buscar tres unidades diferentes de longitud para medir el
monocorde. Ademas, este sistema de medicion llevé al uso de fracciones en dos casos
(hemiolion y epitriton). Sin embargo, cuando una vara de medir ya habia sido dividida en
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doce partes se colocd bajo el monocorde, todo el proceso de repente se volvido mucho

mas simple. Ya no era necesario encontrar una nueva unidad de longitud para cada una de

las tres consonancias, ni para expresar la longitud del monocorde en unidades diferentes.

En lugar de esto, la longitud del trozo de cuerda que se no vibré podria simplemente ser

especificado por dos niumeros en el canon. Asi, la introducciéon de un canon numerado

parece haber traido consigo las siguientes innovaciones importantes:

(a)

(b)

(c)

La palabra diastema ya no hace referencia a todo el monocorde (como en
diplasion, hemiolion y epitriton diastema), sino solo a la seccién de cuerda en el
monocorde que no vibra. Solo a través de esto un diastema llegé a ser un intervalo
musical en nuestro sentido de las palabras, es decir, un intervalo entre dos sonidos
sucesivos.

Opot, los puntos finales del trozo de cuerda que no vibra, expresado como dos
numeros no entrd en la teoria de la musica hasta después de la introduccién del
canon numerado. (Por supuesto el concepto de logos, en el sentido de la ‘razén
entre dos numeros’, tampoco existia antes de la introducciéon del canon. Sobre
este tema véase el capitulo 2.18, ’La creacion del concepto matematico de A6yo¢’).
Cuando los términos técnicos que hemos estado discutiendo fueron introducidos
por primera vez en la musica, todavia no existia cosas tales como los horoi porque
en ese momento todo el monocorde, no la seccién de cuerda que no vibraba, era
tratado como el diastema.

Después de la introduccién de un canon numerado, las fracciones que se habian

- , . 1 1 .
utilizado antes en la teoria de la musica (15 y 15) se volvieron redundantes. La

. . . , 1 1
quinta y la cuarta a partir de ahora no eran descritas como lineas de 15 o 15

unidades de longitud, sino simplemente en términos de los nimeros que dieron
los puntos finales de un sector determinado de la cuerda del canon (la seccién que
no vibra cuando se produjo la segunda nota de la consonancia en cuestidn). Por lo
tanto, podrian ser especificados en términos de numeros enteros. Por supuesto, los
viejos nombres para las fracciones se seguian manteniendo (para las fracciones),
pero éstos ya no se entendian como una referencia a las fracciones, sino que
denotan razones entre numeros enteros. De ahi el termino antiguo

L 4 r . . .o . . (]’ 1
nNutodov Staatnue, por ejemplo, significaba originalmente solo una ‘linea de 15

(unidades) de longitud’, vino de la época cldsica en el sentidode 3:2y 12: 806 9:6
(todos ellos numeros proporcionales de la quinta).
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2.8 ALGORITMO DE EUCLIDES

La etimologia de los términos musicales diplasion, hemiolion y epitriton diastema nos ha
llevado de nuevo al periodo antiguo, durante el cual los experimentos para determinar las
razones numéricas de las tres consonancias mas importantes se hicieron con solo una
cuerda tensa y sin canon. Vale la pena echar un vistazo mas de cerca al método que se
empled en estos experimentos, ya que también jugd un papel importante en la aritmética
griega.

El problema era encontrar una nota que, junto con el tono producido por toda la cuerda
tensa total, haria una quinta o una cuarta. Ya se sabe en este momento (por experiencia
con los instrumentos de viento) que el objeto que produjo los sonidos (en este caso una
cuerda estirada) tendria que ser disminuida con el fin de obtener la consonancia deseada;
la Unica pregunta era, qué tanto. Por supuesto, la respuesta a esta pregunta solo puede
ser obtenida a través del ensayo y error. Cuando finalmente se descubrié qué tan larga es
el fragmento de cuerda que no vibra de tal manera que el resto produciria una nota que
era una cuarta o una quinta por encima de la producida por toda la cuerda, la seccion de
cuerda que produjo la segunda nota de la consonancia fue considerada como la unidad. El
ultimo paso fue expresar la longitud del fragmento de cuerda que no vibra como una
fraccién de la unidad que habia sido elegida. En el caso de la cuarta era un tercio y en la de
la quinta, un medio.

La secuencia de pasos que componen este método puede resumirse como sigue:

a) En el descubrimiento de la seccién mds corta de la cuerda que, junto con toda la
cuerda, dio la consonancia deseada, estaba realmente frente a dos lineas de
diferentes longitudes. Una era todo el monocorde y la otra era la seccién que
produjo la segunda nota.

b) La linea mas corta fue considerada como la unidad en este caso, y se resto de la
mas larga. Esto dejé el trozo de cuerda que no vibra como un residuo.

c) Para determinar la longitud del resto, se trata de ver la cantidad de veces se podria
restar de la mds corta de las dos lineas. Esto podria hacerse dos veces en el caso de
la quinta y tres veces en el caso de la cuarta, porque en el primer caso, el trozo de
cuerda que no vibra era la mitad de largo que el que produjo la segunda nota,
mientras que, en el Ultimo era solo un tercio.
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Asi, la linea mds corta se restd primero del mas largo y luego el resto se restard de la mas
corta, hasta que no sobre nada.

El método descrito anteriormente es bien conocido por los lectores de Euclides. Es el
llamado ‘algoritmo de Euclides’, o método de restas sucesivas, como se denomina en la
literatura mas reciente sobre la historia de las matematicas griegas®. En Elementos
ocurren en dos contextos. El primero es en el Libro VII, donde se utiliza para encontrar el
maximo comun divisor de dos numeros. El método se aplica para responder a la pregunta
de si dos numeros son primos relativos. Como la Proposicion VII.1 establece:

“Dados dos numeros desiguales, si se resta sucesivamente [es decir, el proceso se
repite con los sustraendos y residuos] el menor del mayor y si el residuo no mide el
nimero anterior exactamente, hasta que se alcanza la unidad, entonces, los
numeros originales son primos relativos.”®.

Por otra parte, en el Libro X la sustraccion sucesiva se usa para responder a la pregunta de
si dos magnitudes son conmensurables. Si este método se aplica a dos magnitudes
inconmensurables, entonces el proceso de sustraccion sucesiva no terminara (ver
Elementos X.2).

Por lo que yo sé, el origen de este método no se ha dilucidado. Lo Unico que se sabe de él
(los trabajos de Zeuthen®’), fue que ya era conocido por Aristételes®®. Como Junge
escribid una vez®: “El método bien puede ser muy antiguo; es conducido inevitablemente
al mismo, si se quiere determinar la razén entre las longitudes de dos lineas.”

La explicacidn presentada arriba de los términos musicales hemiolion y epitriton diastema
sugiere que el algoritmo de Euclides (resta sucesiva) también puede tener su origen en la
teoria pitagérica de musica. Mas precisamente, este método fue desarrollado en el curso
de experimentos con el monocorde y fue utilizado originalmente para determinar la razén
entre las longitudes de dos secciones en el monocorde. En otras palabras, la sustraccion
sucesiva fue desarrollada primero en la teoria musical de proporciones. Esta conjetura
encaja muy bien con los demas hechos conocidos sobre el método. Permitanme recordar
algunos de ellos aqui.

8 Ver B. L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, pp. 208y 236

8 Traduccion de Heath.

57 Det Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, nat. og math. (Copenhagen), vol. 8, Raekke |, 1917, pp. 199-381.

68 Aristotle, Topica 3, p. 158b 29-35; ver ademés notas 7, 8 y 9 arriba.

89 G. Junge, ‘Von Hippasus bis Philolaus, “Classica et Mediaevalia” /, Revue Danoise de Philologie et d'Histoire
19 (1958), pp. 41-72.
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Euclides describe la operacién de sustraccidon sucesiva con el verbo avdvpaipety °. El
sustantivo derivado de este es avdvgaipeaig 1. Aristételes menciona esta palabra una
vez’? y al mismo tiempo alude a una antigua definicion de guardar la misma razén que
Euclides no incluyé en Elementos. Esta definicion es citada en el comentario de Alejandro
de Afrodisia, asi como en la Suda (ver bajo dvdAdoyov) y funciona de la siguiente manera:
dvddoyov €xet peyé9n modg &AAnia, wv 1) abm dvdveaipsoic ‘Magnitudes que tengan
la misma antifairesis estan en la misma razoén’.

En mi opinion el verdadero significado de esta antigua definicion puede entenderse
correctamente solo si se tiene en mente que el método de sustraccion sucesiva
(vdvpalpeaig) ya se ha utilizado para calcular la razén entre dos longitudes de la cuerda
del monocorde. Puesto que la razén entre dos segmentos de linea se establecié por medio
de sucesivas restas, parecia natural definir las razones como son la misma, si en cada caso
del método de sustraccion sucesiva (aplicado a las dos cantidades en cuestién) produjo el
mismo resultado.

[De esta manera los griegos también pueden haber tenido su interés original en el
concepto de ‘guardar la misma razén’ despertado por consideraciones que tienen que ver
con la teoria de la musica. Debid ser evidente de inmediato para ellos que, al establecer
los numeros proporcionales de la quinta, por ejemplo, que era lo mismo si se utilizaba un
monocorde con solo tres divisiones, o un canon con doce. Las razones numéricas 3:2 y
12:8 (o incluso 9: 6 para el caso) eran iguales entre si. Ademas, en todos estos casos de
restas sucesivas aplicado a las dos cantidades respectivas conducian al mismo resultado.]

2.9 EL CANON

En el capitulo 2.7 [puntos (a), (b) y (c) en la p. 133] que resumen las principales formas en
gue los experimentos sobre el monocorde fueron facilitados por la introduccion de una
vara de medir numerada. Ahora, sin embargo, me gustaria hablar de algunas otras
ventajas que tenia.

0 Elementos VII.1

1 Alexander Aphrodisiensis (Vol. 2 of Commentaria in Aristotelem Graeca, ed. M. Wallies, Berlin 1892), p.
545.

72\er n. 68 arriba.
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Era bien sabido de la practica musical que si un par de tetracordios se unian, las dos
cuerdas exteriores (la Umdtn y la vitn) producen una octava’®. Por otra parte, se
reconocid que la octava se compone de dos pequefios intervalos musicales. Como Filolao
escribio en el fragmento citado anteriormente’*: “La extension de una octava es una
cuarta y una quinta... para la distancia entre la superior (Umatn ) y la cuerda media
(uéooa) es una cuarta y la distancia entre la del medio y la inferior (émi vedtav) es una
quinta”.

Ahora la pregunta es si estos mismos hechos también pueden ilustrarse en un monocorde,
es decir, si se puede mostrar sobre un monocorde que el diastemata de la cuarta y quinta
en conjunto conforman el diastema de la octava.

Por supuesto que era imposible dar una respuesta satisfactoria a esta pregunta mientas
tres unidades diferentes (dependiendo de si se considera una octava, cuarta o quinta) se
utilicen para medir la longitud del monocorde. Cuando una vara de medir se dividid en
cuatro partes iguales y se colocéd debajo del monocorde de inmediato se volvié mucho
mas facil dar una respuesta. El diastema (el fragmento de cuerda que no vibra) de la
octava ahora podria ser caracterizado en términos de los dos puntos finales de la cuerda
por los nimeros 4 y 2 en la vara de medicién (4: 2). Por lo tanto, era facil mostrar que este
diastema era de hecho, compuesto por dos diastemata mas pequefios, es decir, la cuarta
(4:3) y la quinta (3: 2). Una octava es una razén compuesta de una cuarta y una quinta’>,
mas precisamente, en el monocorde la longitud de una octava (4:2) se compone de la
longitud de una cuarta (4: 3) mas la longitud de una quinta (3: 2).

Asi los experimentos con el monocorde y la vara de medir con numeros revelaron los
mismos hechos que habian aprendido de la practica musical. Tales experimentos con un
canon, que tal vez se dividié originalmente en solo cuatro partes, también pueden haber
contribuido a dar a TeTpakt¥c el significado casi mitico que tuvo para los pitagéricos’®.

No hay que olvidar, sin embargo, que no hay fuentes que mencionen un canon dividido en
cuatro partes. Aunque la invencion del canon se atribuye tradicionalmente a Pitagoras (y
todo lo que uno puede pensar en la legendaria figura de Pitagoras, esta datacion no debe
dudarse), las fuentes de la forma en que el canon era divididos, ya no se discuten, o solo
mencionan que se divide en doce partes. Por lo tanto, la existencia de un canon, con

3 Ver n. 21 arriba.

74 Ver n. 24 arriba.

75 B. L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, p. 183.
76 Ibid., p. 157.
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cuatro divisiones solo se puede conjeturar. Sin embargo, es una conjetura bastante
plausible si se tiene en cuenta los nimeros proporcionales de las consonancias (4: 3, 3: 2
y, poniendo estos dos juntos, 4: 2) y los tetraktys pitagoricos.

En una inspeccion mas cercana las desventajas de un canon con cuatro divisiones (si un
instrumento de este tipo nunca fue realmente usado por los pitagoéricos), frente a una con
doce, pronto se hacen evidentes. Como ejemplo, consideremos el siguiente caso.

Por supuesto, en la practica musical era irrelevante si dada una nota, que difiera de ella
por una cuarta era encontrado primero, seguido por otra que difieren en una quinta de
esta Ultima, o en orden contrario. En ambos casos la combinacién de los dos intervalos dio
como resultado un tono que diferia de la original por una octava. Es imposible, sin
embargo, para ilustrar este hecho (que el orden en que se encuentran los dos intervalos
se puede invertir) por medio de un canon con cuatro divisiones. En este caso solo es
posible combinar los dos diastemata si la cuarta precede a la quinta (4:3 y 3: 2 juntos
forman 4: 2). Por otro lado, un canon con doce divisiones permite a uno elegir 12:9 (una
cuarta) seguido de 9: 6 (una quinta), o alternativamente 12:8 (una quinta), seguido de
8: 6 (una cuarta). En cualquiera de los casos una octava (12: 6) resulta de la combinacion
de los dos diastemata.

La razén para dividir la varilla de medicién en doce partes ahora se puede apreciar
también. Solo necesitamos tener en cuenta que en un principio la longitud del monocorde
se midié en tres unidades diferentes que corresponden a las tres consonancias mas
importantes. En el caso de una octava, el monocorde se dividié en dos partes; en el caso
de una cuarta, se divide en cuatro, y en el caso de una quinta, se dividid en tres. Para
ilustrar al mismo tiempo estas tres consonancias en un solo monocorde, fue primero
necesario encontrar el minimo comun mualtiplo de 2, 3y 4, que es exactamente 12.

Ademads de permitir una cuarta y una quinta para ser combinados en cualquier orden, un
canon con doce divisiones también hace que sea posible ilustrar otra conexidn interesante
entre las razones numéricas de las consonancias.

Me refiero al hecho de que en las fuentes antiguas el intervalo de la quinta se describe
con frecuencia como superior a la de la cuarta. Comento aqui de paso que esta afirmacion
por si ya revela la forma en que era costumbre medir intervalos en el canon. La seccién
mas larga de cuerda, o todo el monocorde, siempre debe haber sido tocado antes de Ia
mas corta. Por lo tanto las parejas de niumeros obtenidos fueron 3:2 y 4: 3. La forma en
gue los antiguos pensaban excluye la posibilidad de invertir el orden de cualquiera de los
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pares (es decir, de asociar 2:3 con la quinta, o 3:4 con la cuarta)’’. Si se hubiera
permitido este cambio, la afirmacién de que la quinta fue mayor que la cuarta no seria

3.4 2 _3 . ‘.
correcta. (Aunque 5 > 33 < Z) Ahora bien, esto se puede mostrar muy facilmente en un

canon con doce divisiones. En este caso el diastema de la quinta era la longitud entre los
numeros 12 y 8, mientras que el diastema de la cuarta estuvo representado por la
longitud entre los numeros 12y 9.

Por lo consiguiente, era evidente inmediatamente que tanto la quinta era mayor que la
cuarta, es decir, por la longitud entre los numeros 9 y 8 en el canon. Como Filolao
escribid’®: “... la quinta supera la cuarta por un émdydoov (9: 8)”.

2.10 OPERACIONES ARITMETICAS EN EL CANON

Vale la pena echar un vistazo mds de cerca a la afirmacion de Filolao que “... la quinta
supera la cuarta por un epogdoon”. Por supuesto la antigua literatura sobre la teoria de la
musica esta llena de tales declaraciones. Por ejemplo, hay un pasaje de la Teoria de la
Armonia de Ptolomeo que discute el tema de la observacién de Filolao con algo mas de
detalle’®. Este pasaje es de interés para nosotros, principalmente porque habla de los
numeros proporcionales hemiolios logos (3: 2) y epitritos logos (4: 3), en lugar de quintas y
cuartas, continta diciendo que la ‘diferencia’ (Umepoym) entre estas dos razones es un
epogdoos logos (9: 8).

. e . . . 3 4
El método que se utilizaria para obtener esta diferencia (entre las fracciones SV §) es,

obviamente, la division; para %:g = Z. Asi, la expresién griega para ‘diferencia’ utilizada
aqui (Umepoym) habitualmente se refiere a la diferencia obtenida por la sustraccion, no a
un ‘cociente resultante de la division’. Hay, por ejemplo, un pasaje en el comentario de
Porfirio en la Teoria de la Armonia de Ptolomeo en la que se afirma explicitamente que
aunque los pares 6,3 y 2,1 tienen los mismos logos (6:3 = 2: 1), sus diferencias no son
iguales (ai 6’ Uegoyai dvioot)®. En el primer caso la diferencia es 3 (6 —3 = 3) y en el

otroes1(2 — 1 = 1). Asi que la palabra Umregoy, al igual que su opuesto, éAAig, es sin

77 Ver traduccién al aleman de las palabras Philolaos encontrado en Diels y Kranz, Fragmente der
Vorsokratiker, vol. 1, p. 409.

78 Ver la nota anterior. Este fragmento de Filolao es una prueba mas del hecho que el canon con sus doce
divisiones ya existia en su época.

7® Die Harmonielehre des Klaudios Ptolomeo, ed. |. Diiring, Berlin (1930). Todo el pasaje se traduce en van
der Waerden, Hermes 78 (1943), 166ff.

8 Diiring’s edition, p. 92.1ff
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duda, un término técnico que tenia que ver con la sustraccién; ambas palabras denotan la
diferencia.

La pregunta ahora es la razén por el cociente de las razones de 3:2 y 4: 3 (es decir, 9: 8)
que se llamo una diferencia en la teoria de las proporciones, aunque la menor de estas
dos razones (4: 3) no representaba un sustraendo pero si un divisor. Creo que esta
pregunta se puede responder facilmente sobre la base de algunos hechos sobre el canon
que he explicado anteriormente. Los numeros proporcionales de la quinta (12:8,
hemiolios logos) y la cuarta (12: 9, epitritos logos) se refieren a las lineas sobre el canon, la
primera al fragmento de cuerda entre los niUmeros 12 y 8, y la segunda al fragmento entre
12 y 9. Con el fin de encontrar que tanto mas pequefia es la razén de la cuarta (12:9) que
la quinta (12: 8) estando en el mismo canon, fue necesario restar la linea mas pequefia de
la mayor. Esto dejé una ‘diferencia’ (Umepoyn)), es decir, la linea entre los niumeros 9y 8
en el canon.

Por lo tanto, si en la teoria griega de proporciones el cociente de dos razones se describe
como una diferencia, la explicacidn histdrica de este hecho notable es que la operacién
que hoy se entiende como la division de una fraccién con otra, fue concebido
originalmente como una operacién en un canon con doce divisiones y era simplemente /a
sustraccion de una linea corta de una mds larga.

Por supuesto, es no solo el término Umepoyn que testifica el hecho de que la
determinacién de la ‘diferencia’ entre las razones 3:2 y 4:3 originalmente no era una
cuestion de division para los griegos, sino de sustraccién (ya que esta operacién era
llevada a cabo directamente en un ‘canon’). De hecho, incluso parece que la operacién

, 3 4 . (. . .
gue denotaria 33 solo puede ser descrita en términos de la sustraccion en griego. Esto

explica la Proposicion 8 de la Sectio Canonis: &&v amo NuLodiov StacT\UATOS
P 7 7 J ~ \ \ ’ ) 4 . 2 4 9
emitoirov Stdotnua dpatpedf), 10 Aoumov kataleinetal émdySoov (es decir 33 g),
gue Heiberg traduce como: “Si ab intervallo sesquealtero intervallum sesquetertium
aufertur, quod relinquitur sesqueoctavum est” ©. El verbo forma d&paioedii vy
katalelmeTal son caracteristicos de la sustraccion, no de la divisién. (Compare estos con
Elementos Libro IX, la Proposicion 27: €av amo meptoood dotIpuod dotiog dpaioedi 6

Aowmd¢ meptaodg €atat; “Si a numero impari par subtrahitur, reliquus impar erit.”) f.

Aguellos términos provenientes de la teoria griega de proporciones que describen la
multiplicacion de una razén por otra como la adicién pueden ser explicados de la misma
manera (como procedentes de operaciones en un canon). Ya he mencionado que la
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octava fue considerada como un intervalo compuesto, Stdatnua ocvvtedév. Si se tiene en
cuenta que el trozo de cuerda que tenia que mantenerse aun con el fin de producir la
segunda nota de una octava (es decir, la longitud entre los nimeros 4 y 2 en un canon con
cuatro divisiones) en realidad estaba compuesta de la longitud de una cuarta (el
fragmento que se encuentra entre 4 y 3) y la de una quinta (el fragmento que se
encuentra entre 3 y 2), entonces el uso de un término para ‘adiciéon’ inmediatamente se
hace comprensible. El verbo cvvtidévar no es mas que la expresidon técnica para

. .y . . . 4 3
adicién®!. Obviamente las dos razones de 4:3 y 3:2 (o incluso las fracciones 3V E)

considerados por ellos mismos deben multiplicarse juntos, no adicionarse, con el fin de
producir la razén de una octava (4:2 o 2:1). El uso inesperado de un término para la
adicion, en lugar de uno para la multiplicacion (mroAdamAaoialewv), se explica por
referencia a la operacidn original en un canon.

La adicion y sustraccion de longitudes de un canon tuvieron trascendentales efectos no
solo sobre la terminologia musical, sino también sobre los términos utilizados en la teoria
griega de proporciones. Incluso Euclides en Elementos emplea con frecuencia la expresion
ovykeluevog A0yog, donde el verbo cvykelodar no tiene su significado habitual de
adicion, pero en cambio se refiere a la multiplicacion. Permitanme darles algunos
ejemplos para ilustrar esto:

Elementos VI. 23: “Paralelogramos equiangulares tienen entre si la razon compuesta
(Adyov Exet TOV ovykeluevov) de las razones de sus lados”.

Elementos VIII.5: “Los niUmeros planos tienen entre si la razon compuesta (A6yov €yovaty
TOV ovykeluevov) de las razones de sus lados”.

Otro ejemplo lo proporciona Definicion 5 del Libro VI, que probablemente es una

interpolacion: “Una razén se dice ser compuesta de razones (A0yog ék A0ywv

ovykeiodatl Aéyetai) si es formada al multiplicar juntas magnitudes de las razones.”®?

¢ Traduce “Si el intervalo sesquialtero ab se quita un intervalo sesquitertio, el resto sera sesquioctavo” (N.
del T.)

fTraduce: “Si de un nimero impar se quita un nimero par el resto sera impar”

81 Euclides generalmente emplea los verbos cuvtidévar y ovykelodaten el sentido de afiadir; ver, por
ejemplo, Elementos IX.21y 22.

82 Vale la pena recordar aqui la observacién de Thaers (que se encuentran en su traduccidn Die Elemente von
Euclid, part 1, n. 60): “La Definicidn VI.5 es probablemente falsa, pero bien podria ser parte de una teoria de
las proporciones que antecede Libro V”



La teoria pre-Euclidiana de las proporciones | xliii

La expresion cguykeluevog Adyoc (razon compuesta) se deriva originalmente de una
operacién en el canon, al igual que el término técnico relacionado SimrAaciwv A16yog
(razon doble) que aparece en la Definicion V.9 de Elementos. En cuanto a estos ultimos,
van der Waerden ha escrito®3: “Duplicar una razén claramente corresponde a multiplicar

una fraccion por si misma. Porque si a:b = b:c, entonces %= (%) . (g) = (%)2. Los
griegos fueron sin duda no menos capaces de multiplicar fracciones como nosotros”. Por
otra parte, Tannery ya habia remontado la expresiéon ‘razén doble’ de vuelta a la teoria de
la musica®*. Lo unico que tengo que afiadir es que, aunque por supuesto es apropiado
referirse a la teoria de la musica, en este contexto, no es de por si suficiente. Los términos
técnicos que hemos estado discutiendo (incluyendo la expresién ‘razén doble’)
permanecen sin explicacion y al menos que se considere la mencidn en las operaciones

aritméticas que se llevaron a cabo en el canon®.
Hay otros dos puntos que vale la pena hacer en relacién con estas operaciones:

(1) Frank ya era consciente del hecho de que los griegos usaban las palabras ‘adicién’
y ‘sustracciéon’ en la teoria musical de proporciones en el sentido de
‘multiplicacién’ y ‘divisiéon’ respectivamente®®. Dificilmente se le puede culpar por
haberse sorprendido por esto. Sin embargo, en vez de hacer un intento serio de
explicar este sorprendente hecho, se le ocurrié la idea frivola que ‘componer
razones’ era una operacion demasiado compleja para los griegos de haber sido
capaz de llevarla a cabo antes del siglo IV. La propuesta de Van der Waerden a esto
fue®”: “Componer razones de esta manera es una operacién tan elemental y obvio
gue no entiendo por qué Frank insiste en que los griegos no tenian una idea clara
acerca de esto antes del tiempo de Arquitas y Eudoxo.” Van der Waerden estaba
completamente correcto al rechazar visién frivola de Frank; por otro lado, sin
embargo, él no pudo entender la ‘problematica’ de lo que Frank encontré. (El no
vio que Frank no pudo resolver la confusién que parece existir en la teoria griega
de proporciones entre la suma y la multiplicacion, por un lado, y la resta y la
division en el otro. Asi que ni el fildlogo ni el matematico lograron explicar el hecho
de que habia desconcertado a Frank.)

8 Math. Ana. 120 (1947/9), 133-4

84 Van der Waerden; mirar la nota anterior.

8 Burkert, Weisheit und Wissenschaft, p. 348, n. 3, usa la palabra ‘Streckenvorstellung’ en esta conexién.
8 plato und die sog. Pythagoreer, pp. 158-61, especialmente p. 158, n. 1.

87 Hermes 78 (1943), p. 179.
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(2) El otro hecho que debe ser enfatizado aqui es el siguiente: En la teoria griega de las
proporciones las palabras para la suma y la resta son efectivamente utilizadas en el
sentido de la multiplicacion y divisiéon respectivamente. Este uso proviene de la
época en que aun se calculaban razones directamente por longitudes de un canon.
Sin embargo, si uno considera la teoria de las proporciones tal como se presenta
en Euclides, se ve casi las mismas expresiones para la suma y la resta sedan
histéricamente después, esta vez con el significado de la suma real y la resta. En las
Definiciones V.14 y 15 de Elementos, por ejemplo, las palabras aguvdeaic Adyov o
dlaipeats Adyov, y bmepoym se refiere a la actual adicion y |a resta de los términos
de A6yot, no a la adicién (es decir, la multiplicacion) o resta (es decir, la division)
de dos Adyot. Por supuesto, este uso posterior no tiene nada que ver con las
operaciones sobre el canon.

2.11 EL TERMINO TECNICO PARA ‘RAZON’ EN GEOMETRIA

En el ultimo capitulo discutimos algunas operaciones aritméticas del ‘canon’ (‘Adicién’ y
‘sustraccion’ de diastemas) que tenia un efecto duradero en la terminologia utilizada
posteriormente en la teoria de proporciones. Tales expresiones tan importantes como la
‘razon compuesta’, ‘razon doble’, ‘diferencia entre dos razones’ etc., que en realidad se
refieren a multiplicacion y division, tendrian que ser considerados simplemente como
enigmas linguisticos si cada uno de ellos no podria remontarse a una particular operacién
sobre el canon. Tendremos que volver al tema de las operaciones aritméticas sobre el
canon en un capitulo posterior, pero por el momento se va a interrumpir nuestra
discusion de la teoria musical de proporciones y dedicar los proximos capitulos (2.12-2.16)
a la consideracién de algunos otros términos geométricos.

Es sorprendente que el término musical dtaotnua (la razén entre dos nimeros) nunca se
utiliza en geometria. La palabra Stdotnua en geometria significa es ‘linea’ y no otra cosa.
(Por ejemplo, el tercer postulado de Euclides, que ya se ha citado una vez, establece que
un circulo se puede dibujar con cualquier centro y cualquier segmento de linea —
mavtl Staotuatt). En geometria el concepto de ‘razén entre dos nimeros o cantidades’
no se expreso por Staotnua sino por la palabra A6yog.

La conjetura de que estos dos términos (A0yo¢ y Staotnua) deben tener algo que ver
entre ellos, se ve confirmado por los siguientes hechos:
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1. Como se menciond anteriormente®, Adyo¢ y Sidotnua fueron conceptos
equivalentes en la teoria pitagérica de la musica.

2. Asi como un diastema musical tenia dos ‘puntos finales’ (0pot), en geometria se
refiere al 6pot de un A6yo¢ (como lo demuestra Definicion V.8 de Elementos, por
ejemplo).

Estos dos hechos, sin embargo, no nos dicen nada sobre el origen del concepto A6yog¢
(a:b). En particular, no sabemos si este término se origind dentro de la teoria de la
musica, tal vez como un sinénimo para un St@oTnua musical, o si existia anteriormente en
la geometria y fue solo después equiparado con dtaotnua musicales.

Para poder responder a estas preguntas, sera necesario llevar a cabo una investigacion
mas exhaustiva del término geométrico A0yo¢ y su etimologia. Por el momento, sin
embargo, nuestro punto de partida no sera el propio término Adyog, sino el nombre
griego para 'proporcion’, es decir, la palabra avatoyia. Ya he mencionado (en el capitulo
2.2) que el cuarto lugar respecto a la proporcion (o que guardan la misma razén) fue
llamado davadoyia en la geometria griega. Nuestra primera tarea sera la de investigar
cdmo la palabra dvadoyia adquirié este notable significado.

2.12 Avadoyia COMO ‘PROPORCION GEOMETRICA’.

Esta investigacidn gana algun interés adicional por el hecho de que la palabra sigue siendo
de uso corriente, aunque su significado ha cambiado un poco. Ademas, con frecuencia
hablamos de una ‘analogia’, por lo que entendemos que es algo mas que una ‘proporcion
geométrica’. Vamos a echar un vistazo a la historia de esta palabra griega.

Variantes modernas de la palabra davadoyia se encuentran en todos los idiomas
europeos. Ademas, todos ellos tienen mas o menos el mismo significado. ‘Analogia’
significa similitud, la conformidad, la relacién, o la extensién de una regla para casos
similares. Estos significados ya dejan claro que la palabra moderna deriva del término
gramatical griego (por medio de la palabra latina analogia por supuesto). Los gramaticos
griegos han utilizado esta palabra con su actual significado desde la época helenistica.

Es menos conocido que esta misma palabra, no era originalmente un término gramatical o
linglistico, sino uno matematico. La raiz de la palabra dvadoyla es obviamente Adyoc,
que en matemadticas significé la ‘razén’ entre dos numeros o cantidades (a:b). Si

8 \er p. 113-4; También nn. 33 y 34.
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dvaldoyia describié un ‘par de razones’. Siguiendo a Cicerdn®, esta fue traducida al latin
por proportio (a:b = c:d). Los gramaticos griegos de la época helenistica, sin duda
presta su término avadoyia del lenguaje de las matematicas. Asi que, en Ultima instancia
estamos en deuda con las matematicas griegas para nuestra palabra ‘analogia’.

Nuestra preocupaciéon principal ahora es averiguar el significado original y preciso del
término matematico dvadoyla. Antes de tratar de hacerlo, sin embargo, hay dos hechos
importantes que han de ser dichos primero.

(1) La expresidn avaldoyia no figuraba en el lenguaje cotidiano de los griegos, es
decir, que no era una parte del vocabulario comun griego, como era hablado en la
época clasica. Hay algunos pasajes de Platén®® que casi llevan a pensar que en su
época la palabra dvaldoyia ya habia sido adoptada en el lenguaje cotidiano, pero
en realidad todas las pruebas (incluyendo estos mismos pasajes) sefala el hecho
de que avadoyia en realidad no estaba acufiada, era una mot savant . Por otra
parte, al principio no tenia ningun significado fuera de las matematicas, habiendo
sido acufiado por los matematicos para expresar una nocién matematica.
Posteriormente la palabra se hizo cargo de las matematicas en el habla culta y mas
tarde se transformd en un término técnico de otra rama del saber, es decir, la
gramatica. El hecho de que ella llego a ser parte del vocabulario comun del
lenguaje griego muestra la enorme influencia que las matematicas del Siglo IV
ejercieron sobre el conjunto del pensamiento griego. Como veremos mas adelante,
el término avaloyia fue acuiiado en el Siglo VI, y por el tiempo de Platdn ya era
una palabra bastante comun en el habla de los educados.

(2) Al parecer, los compiladores de los léxicos griegos, que son los mas ampliamente
utilizados en la actualidad, no sabian el significado exacto y verdadero de la
palabra dvaloyia. A pesar de que registran el significado de esta palabra de una
manera que satisfaga inicialmente al lector acritico, revelan en otras ocasiones que
en realidad no lo han entendido. Permitanme ilustrar este punto citando algunos
pasajes ilustrativos de estos diccionarios.

En el Diccionario de Passow (1841) dvaloyia se explica de la siguiente manera:
“entsprechendes oder Richtiges Verhaltnis, Proporcidn, Analogie etc.”[Correspondiente o
razon correcta, proporcidn, analogia]. Del mismo modo, el Diccionario de Pape (1849)

8 Palabra sabia, en francés (N. del T.)

8 Timaeus seu de Universo, 4§12: “Id optime assequitur, quae Graece dvadoyia Latine (audendum est
enim, quoniam haec primum a nobis novantur) comparatio proportiove dici potest.”

%0 Ver, por ejemplo, la politica de Platén 257b. o Aristételes, Nicomachean Ethics.
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dice: “das richtige Verhiltnis, Proporcién, Ubereinstimmung etc.” [La razdn correcta,
proporcion, conformidad]. Por ultimo, Liddel y Scott (1948) lista bajo dvadoyla:
“proporcién matemdtica, la analogia, etc.” (Y luego cita a las mas importantes
autoridades).

Naturalmente en la mayoria no hay dificultad en la aplicacidon de los significados dados
anteriormente para los diversos textos antiguos en los que se encuentra la palabra. Sin
embargo, tan pronto como se intenta averiguar la derivacién de la expresién dvaloyia,
en el uso de estos diccionarios como referencias, se hace evidente que el verdadero
significado de la palabra no se ha entendido. Al final, la palabra avadoyia estd conectada
con avadoyog o avadoyov de la misma manera que @il6ldoyia estd conectado con
pLA6ldoyog. Asi que echemos un vistazo a la forma en que estos diccionarios explican
avadoyog o avatoyov.

Passow da los siguientes significados (que son casi literalmente los mismos que los que se
encuentran en Pape) bajo &vadoyog: “dem Adyog entsprechend, verhaltnismassig,
iibereinstimmend, gemass, einer bestehen den Regel entsprechend” [en consecuencia
con A6yog, proporcional, conforme, en conformidad con, de acuerdo con una regla
existente]. Liddel y Scott tienen: “de acuerdo a un debido Adyocg, proporcionadas,
conforme”.

El lector critico puede ver de inmediato de estas entradas que los autores no creen
necesario explicar el significado exacto de la preposicidon ava en las palabras avatoyia y
avaloyog; de hecho ellos no pueden haberlo entendido. Esta sospecha se confirma sobre
todo por el demas excelente léxico de Liddel y Scott. Mencionan que el adverbio
avadoyog a veces se escribe como ava Adyog; pero en vez de discutir el significado de
esta importante frase, se refieren al lector a A6yoc¢. Sin embargo, si uno trata de buscar el
significado exacto de ava A6yo¢ bajo Adyog, hay una decepcidn almacenada, ya que se
traduce simplemente por ‘analégicamente’. No podia haber mds sorprendente
documentacién del hecho de que el verdadero significado de la expresidon dva Adyog no
se ha entendido en absoluto®.

Una comprension exacta del término matemdtico dvadoyia solo puede ser adquirida
partiendo de lo siguiente, hecho bastante evidente. Aunque el sustantivo dvadoyia
parece ser un derivado directo del adjetivo dvdAoyog, esto Ultimo no es la palabra raiz

910 mismo vale para Diels y Kranz, Fragmente der Vorsokratiker, |, p. 436, donde la frase dva Adyoc en el
segundo fragmento Arquitas es traducida por la palabra alemana ‘analog’. No tengo idea de lo que el
traductor tenia en mente cuando escribid esto.
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cuya explicacién nos conducird a la solucién de nuestro problema (el significado de
avaldoyla). Al parecer, el adjetivo avadoyog, si se deriva de la expresidén adverbial
ava A6yov, es decir, un principio solo existia la frase ava A6yo¢. Esta escrito como dos
palabras no solo en algunas partes de Platén (por ejemplo, en el Feddn, 110a:
ava Tov aLTOV A0yov), sino también en un fragmento de Arquitas, que "representa tal
vez el Unico sobreviviente, el auténtico texto matematico de la época anterior a Autdlico y
Euclides"92. De esta frase se produjo por un lado, la expresién familiar dvaioyov (véase
por ejemplo, Elementos Definiciones V.6, VII.21, etc.), y por otro lado el adjetivo
avadoyog asi como el sustantivo avadoyia. Asi que ahora vamos a tratar de averiguar el
significado de avadoyov o ava Adyov.

2.13 Avaioyov

Lo primero que hay que destacar es que nuestro conocimiento de la expresion avaioyov
viene exclusivamente del lenguaje de las matematicas®®. Es cierto que en una ocasion
Platén (Feddn, 110d) utiliza ava A6yov y ava tov avtov A0yov), en contextos que no son
obviamente matematicos, no obstante, una inspeccién mds detallada de los pasajes en
cuestion, revelan que Platén en realidad lo estd utilizando como término matematico. En
cualquier caso, el significado de esta expresiéon solo puede explicarse por referencia al
lenguaje de las matemadticas.

En Elementos hay dos usos diferentes de la palabra avatoyov que tienen que ser
claramente distinguidos. Déjeme darle un ejemplo de cada uno de ellos aqui. (En ambos
casos, el texto griego se cita junto con la traduccién alemana de Thaer®.

Un ejemplo del primer uso es la definicion V.6:

T TOV aUTOV £yovtag Adyov ueyédn Die dasselbe Verhidltnis habenden Gréssen
avaloyov kalelodw. sollen in Proportion stehend heissen.

92 Véase O. Toplitz. Quellen und Studien zur Oeschichte der Mathematik, etc. B, 2 (1932), 288, n. 5. Véase
también M. Timpanaro-Cardini, Pitagorici, Testimonianze e Frammenti. fasc. 2 (Florencia 1962, p. 372)

93 Burkert (Weisheit und Wissenschaft, pp 414ff), quien cree que el término matemético Adyoc se deriva de
la lengua de las finanzas, escribe engafiosamente: “Cuando se ‘corresponden con el mismo monto’ se dice
que ellas son dva A6yov”. [Las cantidades eran monedas de diferente denominacion o monedas corrientes.]
No veo como se puede hacer una afirmacion sin citar ninguna evidencia de ello. Por lo que sé, no hay ningun
texto antiguo, donde se utilizé la frase con este significado. De hecho no hay evidencia de que Gva 16yov se
utilizé en absoluto fuera de las matemadticas.

h En correcta proporcién, en latin (N. del T.).

% C. Thaer, Elementos de Euclides, Leipzig 1933-7
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[Magnitudes que tienen la misma razén se dice
gue estdn en proporcion]

El otro uso puede ser ilustrado por el enunciado de la Proposicién VI.12:

TPLOV §o9ela®V VIV TETAPTNV Zu drei gegebenen Strecken die Vvierte
AvaAdoyov mEoaEVQEWV. Proportionate zu finden.

[Para tres rectas dadas encontrar una cuarta
proporcional]

Como podemos ver, en nuestro primer ejemplo la palabra avdloyov se refiere a todas
aquellas magnitudes que constituyen la proporcién, y es traducida por Thaer como "in
proportion stehend" ", mientras que en nuestro segundo ejemplo, la palabra se refiere a
una sola magnitud (tetdoTn Gvaidoyov) y por lo tanto se traduce como “Proportionale”.
El ultimo ejemplo sugiere que cada una de las magnitudes que se destina a compensar la
proporcién es en si mismo es un Gvadoyov. Sin embargo, nos quedamos con la pregunta
de qué es exactamente un &vadoyov, y por qué la palabra no cambia. La conexién entre

estos dos usos no se establecié en el momento.

Resulta que el uso que se da en la segunda cita es la ultima de las dos (es decir, que
pertenece a una etapa posterior del desarrollo linglistico). Por lo tanto, vamos a volver a
ella en un capitulo posterior y tratar con la otra primero.

Nuestro punto de partida sera la Definicidn V.6; por otra parte, vamos a dejar la palabra
avadoyov sin traduccidn por el momento. Por lo tanto, nuestra interpretacion provisional
de la definicidn es la siguiente: “Las magnitudes que tienen la misma razén (A0yoc) se dice
que estdn avadoyov.”

Es necesario saber lo que es una ‘razdon’ matematica, a fin de comprender esta definicidn.
Por el momento, vamos a aceptar la concepcién euclidiana de A6yov, segun la cual él
Abyov entre dos numeros o magnitudes (a y b) es solo a: b (como los escribiriamos hoy
en dia). Tal vez deberia mencionar de inmediato que la concepcidn euclidiana de la razén
matematica (A6yov) de ninguna manera es la original. Mas adelante veremos que, en los
tiempos pre-euclidianos A6yov era una nocién un tanto mas amplia; pero este hecho no
nos debe preocupar ahora. El concepto Euclidiano de A6yov es suficiente para nuestro
propdsito de descubrir el significado de &vadoyov. Si sabemos lo que la razén matematica
(A6yov) de dos magnitudes es, entonces la interpretacion de definicion V.6, no plantea
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ningun problema. La definicidn establece claramente que si la razén entre dos magnitudes
aybesa:b,ysilarazén entre otras dos magnitudes c y d es la misma que entreay b (en
nuestro notacién, si a:b = c:d), entonces estos cuatro magnitudes (a, b, ¢ y d)
colectivamente se dice que son avatoyov.

Esta interpretacion también concuerda con otra definicion de Elementos, que es de
naturaleza aritmética. Me refiero a Definicién VII.21:

aoriuol dvaioydv giow, dtav 6 mp@dTo¢ Analogon sind die Zahlen®® wenn die erste

T 00 fevTEQOV Kal O Tpitog ToD von der zweiten Gleichvielfaches oder
TeTdpTOV lodkis ) ToAdamAdoiog Ty derselbe Teil oder dieselbe Menge von Teilen
TO aVTO PEQOG T} TA AVTA UEPT) WOTLV. ist, wie die dritte von der vierten.

[Los numeros son analogon cuando el
primero es el mismo multiplo, la misma
parte, o el mismo numero de partes, de la
segunda como la tercera es de la cuarta.]

Estas definiciones muestran que la palabra avadoyov describe al menos cuatro nimeros
o magnitudes, dos de los cuales tienen la misma razén entre si como las otros dos. No
podemos aplicar cualquiera de las definiciones anteriores y hablar de &vadoyov a menos
que haya al menos cuatro nimeros o magnitudes presentes®. Por supuesto, esta
interpretacidon no contradice la Definicion V.8 de Elementos, que establece ciertamente
que "la menor analogia consiste en tres términos”. En un caso de este tipo (el
avadoyov ovveyng, como se le llama) el término medio se toma dos veces (a: b = b: c),
de manera que en conjunto hay cuatro términos, no tres. Aristoteles ha explicado este
punto con mas detalle®’.

El otro dato importante que se desprende de las definiciones anteriores (V.6 y VII. 21) es
que la palabra avdldoyov describe guardar la misma razén (Ab6yocg) entre dos pares de
numeros o magnitudes (es decir, que describe la relacién que se da entre dos pares de
nimeros o magnitudes donde cada uno tienen la misma razén - TOv a0TOV A6yoV). Su
significado se expresa en inglés por la frase ‘en la misma razon’. Aristételes también le

% Heath traduce dvddoyov en este contexto por proporcional, mientras que Thaer usa en proporcidn.
% Aristételes, Etica a Nicomaco. 11 31a31, 1) yao dvaldoyia (c6tng é0Ti 1dywv yai év téttagow
¢layiorolg.

7 bid.
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atribuye este significado a la palabra &valoyia. El escribe: “Analogia es guardar la misma
razdn, es decir Adyor.”

2.14 LA PREPOSICION &vé

Nuestra proxima tarea es puramente lingtistica, es decir, para explicar cémo la palabra
avaloyov es capaz de expresar la idea de ‘estar en la misma razén’. La palabra A6yog
significa claramente razén en este contexto, por lo que nuestra tarea se reduce a explicar
cémo la igualdad entre razones se puede expresar anteponiendo la preposicion ava.

Ya he mencionado que el adverbio avatoyov era a la vez escrita como dos palabras
(dva A6yov). Toma esta forma en el segundo fragmento de Arquitas. Ahora queremos
saber exactamente lo que significa la preposicion ava en la expresion avadoyog y
avaldoyla. En primer lugar, permitanme decir que por lo que sé esta pregunta nunca
antes se han formulado claramente. No obstante, se ha recibido una respuesta que es a la
vez errénea y ampliamente aceptada. En los diccionarios (véase el capitulo 2.12) la
palabra avadoyoc se explica de la siguiente manera: “dem Adyoc¢ entsprechend, gemdiss,
verhdltnisrdssig” o “de acuerdo a un debido A6yo¢”

Estas explicaciones ofrecen una traduccidon de la preposicion dvd como parte de la
composicidon avaloyog, sin embargo, parece ser una traduccidn equivocada.

No creo creer que el uso original de la preposicidon dva se pudiera expresar a través de
‘entsprechend’, ‘gemadss’ o ‘de acuerdo a’, debido a que diferentes preposiciones eran
usualmente empleadas en tales casos. Como ejemplo, consideremos la preposicion katd.
Xenophon [Cyropaedia, 8.6, 11] escribe: katd A0yov tijv Suvauews (en proporcion a su
poder). Del mismo modo, en las obras de otros autores encontramos frases como
xXata tov avtov A0yov o teomov (Herodoto, I. 182), katd tobtov TOVv Adyov (Platdn,
Protdgoras, 324c), kata Adyov TOV eik6Ta (Platdn, Timeo, 30b), katd tOV A0yov
0V aTOV (Aristételes, Etica a Nicomaco, 1131b30) y katd v dvaloyiav (Platén,
Politico, 257b). En todos estos casos, solo aquella funcidon de la preposicién ava que se
pensaba encontrar en los compuestos avaloyov y avaloyia, se lleva a cabo por la otra
preposicion katd. Incluso Heraclito, cuando quiere decir ‘de acuerdo a la misma
naturaleza (o proporcién)’, no utiliza dvé; en cambio, escribe: €id 1OV a0ToV 10y 0v8.

Estos ejemplos sugieren las siguientes dos conjeturas:

% Ver el fragmento 31 de Diels y Kranz, Fragmente der Vorsokratiker.
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(a) Es poco probable que avd (en la expresion Gva A0yov) tuviera originalmente el
mismo significado que kata y €i¢ en los ejemplos anteriores. Es poco probable que
ava y katd hubieran sido sindnimos. Estas dos preposiciones, al menos en un
principio, tenian significados directamente opuestos. avd significaba ‘hacia arriba’
o ‘arriba’, mientras que kata significaba ‘hacia abajo’ o ‘abajo’.

(b) Como veremos mas adelante, una gran cantidad de informacidn histérica se puede
obtener una vez que hayamos establecido con exactitud lo que significa
preposicion ava en la frase ava Adyov. No obstante, quiero destacar aqui que la
explicacion de avadoyia que voy a proponer es vélida solo para el significado de
este término matematico en un periodo temprano. Seria un error pensar que esta
palabra tenia precisamente el mismo significado en los textos posteriores, como
los de Platén. La cita de Politica dada anteriormente muestra que Platén usa la
palabra avadoyia en un sentido que difiere de los realmente listados en el
diccionario. La frase kata v avadoyiav indica que en la época de Platon el
significado original de avda en la palabra dvadoyia debe haber sido olvidado. (Esta
es la Unica manera de explicar el hecho de que una nueva frase adverbial puede
formarse a partir de dvadoyla anteponiendo la preposicidn katd, aunque
avaioyia en si misma era solo un adverbio que se habia convertido en un
sustantivo.) Lo mismo puede decirse de Gvadoyov. En el habla culta ésta palabra,
sin duda vino (incluso en la época cldsica) a significar mas o menos lo mismo que
nuestro  adjetivo  ‘andlogamente’.  Préclo®®  por ejemplo, escribe:
Katd T0 Gvadoyov, que Schonberger!® traduce acertadamente como “in analoger
Weise” [en una manera andloga). Esto, sin embargo, no es el significado que nos
interesa. Nuestra preocupacion actual es con el significado original de este término
matematico, es decir, con el significado que probablemente era corriente en el
siglo VI a.C. y cuyas trazas se encuentran en muchas de las proposiciones de
Euclides (ya que las proposiciones en cuestidon datan de un periodo muy anterior,
el pre-platénico).

En mi opinidn, no es dificil averiguar lo que dva significa en la expresidon dvda A6yov, y por
lo tanto descubrir el significado original y exacto del término matematico dvaldoyia. Entre
los diversos significados de la preposicion ava, todos los grandes léxicos griegos listan una
llamada distributiva que se produce sobre todo en contextos numéricos. Por ejemplo, en

®Prodi Diadochi in primum Euclidis Elementorum Librum commentarii, ed. G. Friedlein (Lipsiae 1873), 117. 2.
100 proklus Diadochus, Kommentar zum ersten Buch von Euklids Elementen, traducido por P. L. Schénberger,
ed. M. Steck, Halle 1945.
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Xenophon leemos: dva mevte mapaodyyag ti¢ Nuéoags (a tarifa de cinco parasangas por
dia - Andbasis 4, 6, 4) y: ava ekatov avdag (“cien hombres cada uno” - ibid, 3. 4. 21). Del
mismo modo Diofanto (Aritmética IV 20) escribe: dva 6Vo (dos cada vez).

Tolos los ejemplos que citan los diccionarios ilustran de este significado particular de ava
que tienen que ver con los numeros. Podemos corregir la impresién que esto deja, sin
embargo, y adicionar la observacion que ava fue utilizada con este significado distributivo
no solo en contextos numeéricos, sino también de vez en cuando antes de los sustantivos
que tienen alguna relacion con el concepto de ‘nimero’ o con el de ‘divisién’. Un ejemplo

101 citada en la Gramatica de Kuhner'® donde se

de este uso es, la expresion ava puépog
traduce como “wechselweise” (por turnos). ava esta utilizada distributivamente en esta
frase, ya que el significado ‘por turnos’ deriva claramente del significado literal original de

ava pgpog, que era ‘un fragmento a la vez’ o ‘(tomado) en partes’.

Ahora creo que la frase ava Adyov tiene que ser entendida de la misma manera; porque
asi como ava uépog significaba '(tomado) en partes', asi ava A6yov significaba '(tomado)
en logoi'. Hay dos hechos muy importantes que apoyan esta explicacién.

(1) Los diccionarios nos dicen que la preposicién Gva tuvo su ‘significado distributivo’
especialmente en contextos numeéricos. Teniendo en cuenta la expresion
ava ugpog, esta observacion tiene que ser complementada con la observacion de
que Gva también podria utilizarse distributivamente antes de los sustantivos que
se relacionan con el concepto de ‘divisién’. Mépoc (parte) y ‘division’ (distribuere
en latin) son conceptos estrechamente relacionados. Por otro lado, la frase
ava Abyov muestra que &va podria ser utilizado en su sentido distributivo antes
de sustantivos que (a diferencia de mévte, ekatdév y 6Vo en los ejemplos
anteriores) no eran ellos mismos numeros, pero que en un tiempo no podia ser
separada del concepto de ‘nimero’. Logos era originalmente solo la ‘razéon entre
dos numeros’.

Por lo menos, estas consideraciones hacen que sea plausible que la preposicion en
la frase ava Adyov este siendo utilizado distributivamente.

(2) Un segundo argumento importante a favor de este punto de vista es
proporcionado por la forma en que se utilizd la expresion &va A6yov en el

0lEyripides, The Phoenician Women, 478.
102 R, Kithner- B. Gerth, Ausjiihrliche Grammatik der griechischen Sprache. Satzlehre |. Teil, cuarta edicion,
Hannover 1955, p. 474.
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lenguaje de las matemadticas. Dos pares de numeros se decian que eran
proporcionales cada vez que los miembros de un par estuvieran en la misma razén
que los de la otra. Por tanto, los términos de la relacién (de proporcionalidad) se
distribuyeron primero acusa del contraste, y luego se compararon. No hay duda de
que el significado exacto de la expresion ava A0yov era ‘(tomar) el logoi’.

2.15 LA EXPRESION ELIPTICA &vé Ad6yov

Las consideraciones anteriores son simples, sin embargo, establecer de manera
concluyente que la preposicion &va tiene un significado distributivo en la frase
ava A6yov, nos llevan un paso mds en nuestra investigacion. Aristdteles hace hincapié en
que “analogia es guardar el mismo logoi”. Asi, para establecer que cuatro nimeros o
cantidades estaban &va A6yov, uno tenia que mostrar que eran ‘iguales (cuando se
toman) en logoi’. Esto implica que ava A6yov ([tomada] en logoi) significaba en realidad
‘igual (cuando se toman) en logoi’, o en otras palabras que ava Adéyov fue llamada una
expresion defectuosa o eliptica. La frase utilizada inicialmente en las matemadticas griegas
debe haber sido ava A6yov loot o Toa que posteriormente fue abreviada a la expresion
estandar dva Adyov (o avdloyov, como a veces fue escrito).

Hay que reconocer que la version mds completa de esta frase no aparece en ninguno de
los textos antiguos que han llegado hasta nosotros. Por lo que yo sé, estos contienen solo
la forma eliptica ava Adyov (o avdadoyov). Sin embargo, no hay duda de que hemos
logrado reconstruir correctamente la expresién completa. La evidencia de esto es
proporcionada por las dos definiciones de Euclides (Elementos VII. 21 y V.6) que ya han
sido citados anteriormente. Para interpretar y traducir estos satisfactoriamente, tienen
que complementarse (o por lo menos tiene que tener en cuenta que tienen que ser
complementada) de la siguiente manera.

Definicion VII. 21:

dpdpoi avddoyov <loor> gioiv, dtav Los numeros son iguales (cuanto
0 Tp®dTO¢ TOD SVTEEOV Kl O TpiTtog tomados) en logoi, si el primero es el
100 TeTdQTOV lodUcis ) ToAAaTAdai0g mismo multiplo, la misma parte, o el
| T0 a0TO pépog fi T& avTd uépn Wow. mismo numero de partes del segundo,

que el tercero es del cuarto.

Definicidon V. 6:
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TA TOV QUTOV €yovta A0yov ueyedn Magnitudes que tienen los mismos logos
avadoyov <loa> kaielodw se dice que son iguales [cuando se
toman] en logoi.

Por supuesto que hay muchos pasajes similares de Euclides®

que necesitan ser
complementados exactamente de la misma manera que el anterior. Permitanme

mencionar algunos de ellos aqui.

En Elementos Libro VIII, Definicion 22, el concepto pitagérico de ‘plano similar’ o ‘ndmeros
solidos’ se describe como sigue: “el plano similar o numeros sélidos, son aquellos cuyos
lados (es decir, factores) son iguales (cuando son tomados), en logoi” (ot dvaAoyov
<loag¢> €Eyovteg TAG TAEVRAS).

La proposicion VI. 5 de Elementos se ocupa de tridngulos cuyos lados son 'proporcionales’,
es decir, ‘iguales [cuando se toman] en logoi’ (¢qv Tolywva Tag mAevodag dvaioyov
<loag¢> €xn). Por otra parte, en las proposiciones tales como Elementos VIIl. 1,3,6y 7, la
frase en griego éav watv d6mocotodV &oibuol £fic &vddoyov... que Thaer traduce como
“Hat man beliebig viele Zahlen in geometrische Reihe...” (Daba arbitrariamente muchos
numeros que forman una progresion geométrica...), se rinde igualmente bien por la
traduccién mas literal: "dada arbitrariamente muchos nimeros que tomados en sucesion,
son iguales en logoi... ".

Es facil entender cdmo la expresion eliptica ava Ad0yov llegd a existir. Al comparar logoi,
uno estaba realmente preocupado con establecer si eran o no iguales. De ahi la frase
‘[tomado] en logoi’ fue utilizado en su mayor parte, en relacién con la palabra ‘igual’. Esto
significa que después de un tiempo la palabra (oot o loa, que expresa la igualdad, podria
omitirse ya que estaba implicita, por asi decirlo, por el resto de la frase. Asi, la frase

‘

truncada ‘... [Tomada] en logoi’ llegd a tener el significado ‘igual [cuando se toma] en
logoi’. El hecho de que a&va Adyov pronto llegd a ser escrita como una palabra
independiente es evidencia para la tesis de que esta expresidn eliptica se convirtié en una
nueva palabra con su propio significado. La nueva palabra, por supuesto, era el adverbio
avadoyov (‘igual [cuando se toma] en logoi’). Fue solo después de que este adverbio
habia sido aceptado en el lenguaje matematico, que era posible derivar el sustantivo
avaldoyia de ella. avaldoyia fue la propiedad matematica que poseen los nimeros o
cantidades que eran avadoyov. En otras palabras, avadoyia era ‘guardar la misma

razon’.

103 por ejemplo, Definicién VI. 1y la Proposicién VI. 6.
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No podemos estar seguros de cudndo los matematicos acufiaron el término técnico
avadoyov ([tomar] en logoi) ni sobre cuidndo este adverbio dio lugar al sustantivo
avaldoyia (guardar la misma razén), en ninguno de los textos matematicos que han
sobrevivido de este periodo. Sin embargo, estos avances sin duda tuvieron lugar antes de
la época de Platén. A partir de su tiempo la expresion arcaica ava Adyov (igual [cuando se
toma] en logoi) practicamente no fue utilizada mas, excepto por Euclides. Por otro lado,
incluso Platén ya no utiliza dvadoyia con solo su significado matematico. A pesar de que
fue originalmente un término puramente matematico, este aparece ya en su tiempo,
haber sido corriente en el habla culta. La impresion dejada por los escritos de Aristételes
es de avadoyia como un término filoséfico cuyos origenes matematicos parecen haber
sido casi completamente olvidados.

Hay, sin embargo, algunos indicios de que la palabra arcaica &Gvadoyov sobrevivié como
un término matematico y que su significado posteriormente se sometid a algunos
cambios. Estos seran discutidos en el capitulo siguiente.

2.16 LA HISTORIA POSTERIOR DE &vé&Aoyov COMO TERMINO MATEMATICO.

En el capitulo anterior hemos mostrado cdmo la frase &va Adyov (una abreviatura de
ava Abyov loot) llegd a tener el significado ‘igual [cuando son tomados] en logoi '(o, dicho
de manera mds simple, ‘en la misma razon’), y nosotros establecimos que probablemente
adquirio este significado durante el periodo arcaico. El texto de Elementos de Euclides esta
lleno de ejemplos que se podrian utilizar para ilustrar este significado particular de la
frase. Sin embargo, hay dos observaciones que deben ser realizadas con respecto a esto;
la primera es que, en la época clasica, los matemadticos griegos ya no utilizan la palabra
avadoyov cuando querian decir ‘en la misma razon’, y la segunda es que en ese momento
la misma palabra (en su papel como un término matematico) habia sido objeto de un
ligero cambio de significado. Comencemos por discutir el segundo punto.

Se enfatizd en el capitulo anterior que la expresion eliptica avatoyov (igual [cuando se
toma] en logoi) se refirid originalmente a un grupo de al menos cuatro numeros o
cantidades, que tenia la propiedad de que podria dividirse en parejas cuyos miembros
estaban en los mismos logos. Euclides, sin embargo, también utiliza esta palabra en un
contexto diferente. Ya hemos dado un ejemplo de este segundo uso, es decir, Elementos
VI. 12: “Dadas tres rectas dadas, hallar una cuarta proporcional” (tetdoTnv dvdloyov).

A partir de las palabras griegas entre paréntesis, es evidente que lo anterior fue escrito en
una época donde la palabra avaldoyov fue vista de una manera un tanto diferente. Nadie
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ha tenido en cuenta por mas tiempo del hecho de que se utilizd (como en Definiciones
VII.20 y V.6, por ejemplo) para indicar al menos cuatro numeros (o cantidades) que eran
ava Abyov loot (o loa): se razonada en cambio que si cuatro nimeros (o cantidades)
fueron avaldoyov, entonces cada uno de ellos tenia que ser avddoyov (a los demas). Este
uso debe haber sugerido la idea de que dvddoyov (una palabra que no declina) fue un
inusual tipo de sustantivo neutro.

Asi que, ademads de su significado original, &vadoyov vino a denotar lo que podriamos
llamar ‘proporcional’. Por este motivo se hizo posible hablar de una teitn dvdloyov o
una péon Gvatoyov %% y aun de péoog dvadoyov apibuods y péoog avdloyov
aptBuoi’®. Este ultimo significado (que se origind en el periodo pre-platénico) es por
supuesto diferente del arcaico y posterior al mismo. Por otra parte, parece que ha
preparado el camino para la creacion del adjetivo hibrido avadoyov. (Cabe mencionar, sin
embargo, que este adjetivo no figuraba en el lenguaje matematico.)

Como podemos ver, en el transcurso del tiempo la palabra avaloyov llegé a tener dos
significados en matematicas. Conservoé su significado original de ‘igual [cuando se toma]
en logoi’ y también llegd a significar ‘proporcional’. Esta ambigliedad parece haber sido en
parte responsable del hecho de que mas tarde llegd a ser mas habitual emplear una
expresion diferente de la nocidn de estar ‘en la misma razon’. Me refiero a 6 a0T6¢ Adyov
(‘los mismos logos’ o ‘la misma razén’), que fue la frase que se usa con mayor frecuencia
en las matematicas griegas para expresar que guardan la misma razéon. En realidad,
Euclides y los matematicos posteriores emplearon esta expresion de dos formas
ligeramente diferentes. Dijeron que los pares de numeros (o cantidades) ‘tenian la misma
razon’ (Tov avtog A6yov €yovat — Véase, por ejemplo, Elementos VI1.17) y también que
‘estaban en la misma razén’ (¢v t® aV0T® 10y w elotlv — consulte Elementos VI1.14).

[Por lo tanto, si la frase 6 avTOg A0y oV se incluye, los matematicos tenian a su disposicidn
tres formas de expresar el concepto de estar 'estar la misma razén’. Estas eran:

(1) La expresidn arcaica avatoyov — ‘igual [cuando se toma] en logoi'.

(2) La cladusula adverbial de la comparaciéon y wg... oUTwc¢ - tal como se utiliza, por
ejemplo, en Elementos VII.11 (ver p. 104).

(3) Lafrase 0 avtdg Adyov.

104 Ver las Proposiciones VI. 11y 13.
105 Flements, VIII. 11y 12.
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Ahora bien, el término que se utiliza con mayor frecuencia para “en la misma razén” en
Elementos V (un libro que se supone que han sido en su mayoria la obra de Eudoxo)
parece ser (la misma razén) en lugar del arcaico avadoyov (iguales en logoi). Es cierto que
la palabra dvdloyov también se presenta en este libro, pero solo aparece en la
proposicion que puede ser clasificada como el trabajo de los matematicos anteriores o
como nuevas formulaciones de los resultados anteriores. Esto se puede ver a partir de lo
siguiente.

En la llamada definicion fundamental, Eudoxo (V.5, citado anteriormente en la p. 99),
‘guardar la misma razén’, se define como 0 a0T6¢ Adyov. Sin embargo, esta definicion es
seguida inmediatamente por Definicidon V.6: ‘Las magnitudes que tienen la misma razén
(TOV avToV Eyovta Adyov) son llamadas avadoyov (iguales en logoi).’

Este ultimo no es claramente una definicion matematica adecuada. Solo sirve para
introducir una forma alternativa de describir el concepto (0 a0T6¢ A0yov) definido
previamente. Sin embargo, estas dos definiciones, cuando se lee en el orden en que se
producen, nos llevan a esperar que tanto 0 a0T6¢ A6yov y avadoyov sera utilizado para
referirse a ‘guardar la misma razén’ en el Libro V. Veamos con qué frecuencia se utiliza
cada una de estas frases.

En total, la nocién de ‘estar en la misma razén’ se encuentra en diecisiete de las
proposiciones en libro V. En doce de estas (V.4, 7,9, 11, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 23 y 24) se
refieren a través la frase 0 avTO¢ A0yov. Por otro lado, Gvaloyov se utiliza en solo cinco
de estas proposiciones (V.12, 16, 17, 18 y 25). Esta estadistica es por si mismo suficiente
para sugerir la conjetura de que las proposiciones en el Libro V fueron escritas en una
época cuando el término usual para ‘en la misma razén’ ya no era avdldoyov, sino
0 a0td¢ Adyov. En al menos dos casos, sin embargo, podemos ir mas alla y explicar por
qué se utilizé la expresion arcaica avaloyov con este significado en el Libro V. Antes de
discutir esto en mayor detalle, tengo que mencionar una interesante peculiaridad del
Libro V, a la se le ha prestado poca atencion hasta ahora.

La proposicion V.19 de Elementos establece que: “Si, un todo es a otro todo, como una
parte sustraida es a una parte sustraida, el residuo sera al residuo como el todo es al
todo”.
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Si lo anterior se lee en el original griego, entonces uno se asombra al descubrir que es
palabra a palabra lo mismo que un teorema que se encuentran en el Libro VII, a saber, la
Proposicion VII.11. Las dos versiones difieren solo en que los adjetivos a@aipefeic y
Aourtdg, cuya forma es neutra en el Libro V, se ponen en masculino en el Libro VII. Esta
diferencia, por supuesto, surge simplemente del hecho de que "nimero" en griego es un
sustantivo masculino (6 dptfudg), mientras que ‘magnitud’ es neutro (76 uéye6og)i°®. La
proposicion del Libro V se aplica a ‘magnitudes’ arbitrarias; en el Libro VII, sin embargo, se
formula solo para ‘nimeros’. La diferencia de género también revela cudl de las dos
versiones es la primera.

No hay duda de que la proposicion inicialmente podria formularse solo para los nimeros,
ya que estd en el Libro VII. (Aparte de esto, hay otras consideraciones que han llevado a
los estudiosos a conjeturar que las proposiciones en el Libro VIl anteceden las de libro
V197) Solo después de la teoria de las proporciones se ha extendido para incluir también
magnitudes inconmensurables, podria esta misma proposiciéon (con solo un ligero cambio
gramatical en su formulacién) ser incorporada en el Libro V. Por supuesto, cuando esto
sucedidé también se requirié una nueva prueba. La anterior, que se tenia para el caso de
los ‘numeros’, no era valido para ‘magnitudes’ arbitrarias. Por lo tanto, desde un punto de
vista matematico la Proposicidon V.19 es completamente diferente de la VII.11, a pesar de
que parece ser simplemente una variante linglistica menor de esta ultima.

En mi opinién, lo que acabamos de aprender de la comparacién de estas dos
proposiciones (V.19 y VII.11) también nos proporciona una explicacion de por qué se
utiliza el término arcaico dvadoyov para la nocién de estar ‘en la misma razén’ en alguna
de las proposiciones en el Libro V. Veamos mas de cerca las siguientes dos proposiciones:

V.12: “Si cualquier nimero de magnitudes son proporcionales (&valoyov), como uno de
los antecedentes es a uno de los consecuentes, asi serdn todos los antecedentes a todos
los consecuentes”

V.16: “Si cuatro magnitudes son proporcionales (&vdldoyov), lo también serdn
proporcionales por alternancia (kai évaiiaé avaloyov €atat)” [Es decir,sia:b =c:d , a
continuacion, a: ¢ = b:d]

106 Heath (Elementos de Euclides, vol. 2, p. 312) hace el mismo punto.
107 BL van der Waerden, Erwachende Wissenschaft , pp. 182ff.
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Si limitamos nuestra atencién a la declaracion de estas dos proposiciones, a continuacién,
se les ve reaparecer en el Libro VIl formulada casi palabra a palabra de la misma manera.
La proposicidon correspondiente a V.12 es:

VII.12: “Si hay tantos niUmeros como se quiera en proporcion, (dvaloyov), entonces, asi
son todos los antecedentes es a los consecuentes, asi son todos los antecedentes a todos
los consecuentes”. Y tenemos que corresponde a V.16:

VII.13: “Si cuatro nimeros son proporcionales (&vadoyov), también serdn proporcionales
por alternancia (kal evalilaé avatoyov €oovtat).”

Como podemos ver, las Proposiciones 12 y 13 en el Libro VII se aplican solo a los nimeros,
mientras que los correspondientes (12 y 16) en el Libro V se formulan para magnitudes
arbitrarias. Sin duda estas proposiciones originalmente podrian afirmarse y se demostrd
solo para numeros, se generaliza posteriormente de manera que se aplicara a magnitudes
también. Cuando se modificaron, sin embargo, su redaccién se mantuvo sin cambios,
excepto que ‘numero’ (ptBudg) fue sustituido en todo momento por el concepto recién
definido de ‘magnitud’ (uéyebog).

Es inmediatamente evidente a partir de esto, por qué se utiliza el término arcaico
avadoyov en V.12 y V.16 para expresar ‘en la misma razén’. Es una reliquia de las
versiones anteriores (VIl.12 y 13) de estas proposiciones. Mds aun, es precisamente por el
uso temprano de esta terminologia que la llamada definicion de Eudoxo de
proporcionalidad (V.5), que emplea la frase 6 avto¢ A16y0V, tuvo que ser complementada
por otra (impropia) (V.6: “Las magnitudes que tienen la misma razén se llaman
avatoyov”).

No es solo en el Libro V, sin embargo, que el 6 a0td¢ A0yov aparece con mas frecuencia
que el arcaico avaloyov. Esto también es cierto en el Libro VI, a pesar de que las
proposiciones en este ultimo libro son probablemente de una fecha anterior a los de la
primera. Es interesante que avadoyov (con el significado ‘en la misma razén’) aparezca en
dos de las definiciones (21 y 22) del Libro VII, mientras que 6 a0T16¢ A0yov, una frase de
origen mas reciente, no aparece en ninguna de ellas. (Este hecho es un indicio mas de la
antigiedad de estas definiciones.) Sin embargo, hay Unicamente tres proposiciones
(VI.12, 13 y 19) en este libro que mencionan avdloyov (igual [cuando se toma] en logoi),
en oposicidn a seis (VII.14, 17, 18, 20, 21 y 22) en el que 6 avtog Adyov aparece. Asi, en
todo el texto de Euclides, la expresion avaloyov (en el sentido de ‘en la misma razon’)
aparece con menos frecuencia que la frase 6 autog A6yov que tiene el mismo significado.
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2.17 CORTES DEL CANON Y MEDIAS MUSICALES

En los ultimos cinco capitulos (2.12-2.16) nuestra investigacion histérica de los términos
matematicos avadoyov y avadoyia se ha limitado a las cuestiones linguisticas. Debido a
esto, todavia no hemos considerado cdmo fue que los matematicos formaron Aéyoi (o
razones) de pares de nimeros, ni por qué se comparan los numeros ‘[tomados] en logoi’.
Para formular estas preguntas de una manera mas concreta, debemos reanudar nuestra
discusion de temas musicales.

Aungue ya hemos dedicado un capitulo a un relato de los calculos (adicion y sustraccién
de longitudes) que se realizaron en el canon, sin embargo, no se ha mencionado el
nombre griego para estas operaciones. Los pitagéricos las llamaban los cortes del canon.
Hay, por ejemplo, un pasaje en la teoria de la armonia de Tolomeo!® en la que esboza el
procedimiento seguido en algunos experimentos que realizé en el campo de la musica.
Como sigue:

“Ellos no obtienen las divisiones (de la cuerda — Ta¢ katatoudg) por calculo, sino
por el estiramiento de la cuerda y luego mueven el pequeio puente hasta que
cada una de las notas que se estdn buscando se escuchan Marcando el corte
requerido (onuetobvtal v TounV) en esos lugares, y sin preocuparse de las
razones”

Vemos de esta forma que la palabra Touvnv o katatoun (corte) se utiliza para describir el
resultado de tratar de encontrar qué tan larga se debe mantener una seccién de cuerda
que no vibra en el monocorde con el fin de producir una consonancia. (Estas pruebas se
han discutido mds de una vez en los capitulos anteriores). Es evidente que los pitagéricos
diferian de los ‘experimentadores’ en que los primeros tuvieron también razones
numeéricas, mientras que los segundos de ellos, las ignoraron por completo.

Hablando en sentido figurado, toda la cuerda (en el monocorde) fue ‘cortada’ sobre el
‘canon’, donde el pequefio puente (el Omaywyeg) finalmente se ubicd, es decir, en el
punto de separacién de la longitud de la cuerda que se pulsé para producir la segunda
nota de la seccién que no vibra. Las palabras toun y katatoun son sinénimos entre si.
Son términos técnicos de la teoria de la musica y fueron utilizados muy cominmente
como tal. También vale la pena sefialar que la obra sobreviviente mas antigua de los

108 Die Harmonielehre des Klaudios Ptolemaios, ed. Durante (Berlin 1930) 66.28 ff.
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pitagoricos sobre la teoria de la musica (el texto de los cuales lleva el nombre de Euclides)
se llama katatoun o kavovog o Sectio Canonis.

Los cortes del canon son especialmente importantes, ya que es claro que estas
operaciones deben también haber conducido a las asi llamadas ‘medias musicales’. Los
pitagéricos posteriores trataron con muchos tipos diferentes de media; de éstos, sin
embargo, solo hay tres que nos interesan. Se puede mostrar que estos tres eran conocidos
en el siglo V antes de Cristo y probablemente incluso antes. Ellas son las medias
aritmética, geométrica y armodnica (o subcontraria). Antes de examinar mas de cerca el
texto de la explicacién mas antigua que ha llegado hasta nosotros, vale la pena recordar el
significado de las medias aritméticas y armdnicas estaba en el estudio de la musica. Se ha
escrito que'®:

Las medias aritmética y armodnica generan la division de un intervalo en
subintervalos desiguales. Los subintervalos son los mismos en ambos casos,
excepto que se producen en el orden inverso... El ejemplo cldsico, mencionado por
la mayoria de los autores, es la divisiéon de la octava. Los nimeros 12 y 6 se colocan
en la razén de 2: 1. Su media aritmética es 9 y su media armodnica es 8. El primero
divide la octava en cuartas y quintas; el segundo lo divide en quintas y cuartas.

La conexidn interesante entre las medias aritmética y armdnica se puede entender mejor
si el canon con sus doce divisiones se mantiene en mente al leer lo anterior. Una media
aritmética se obtiene cortando el canon en el nimero 9, porque esto divide el diastema
de la octava, la seccion de la cuerda entre los nimeros 12 y 6, en dos secciones mas
cortas, que tienen cada una la misma longitud. Este corte estd situado exactamente en el
punto medio entre 12 y 6, y por lo tanto es a la misma distancia de cada uno de los dos
puntos originales finales del diastema. Sin embargo, las dos longitudes iguales (12 —9 y
9 — 6) inducidas por el corte representan dos intervalos musicales diferentes (razones

;. . 12 9 , , . .
numéricas). Ademas, puesto que 5 < p los nimeros mas grandes forman el intervalo mas

pequefio (12:9, una cuarta) y los nimeros menores forman uno mayor (9: 6, una quinta).
La media armodnica, por otra parte, que es la subcontraria de la media aritmética, se

. . ’ 12 8 . ops
obtiene haciendo el corte en el nimero 8. El hecho de que 5 > " significa que en este

caso la mas larga de las secciones resultantes (aquella entre los nimeros 12 y 8)

109 A continuacién, no es una traduccidn literal, se toma del documento de van der Waerden, Hermes 78
(1943), 182.
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corresponde a la mayor proporcién (una quinta), mientras que la mas corta (aquella entre
el 8 y 6) corresponde a la mas pequefia (una cuarta).

La conexion entre las tres medias es el tema del segundo fragmento de Arquitas, que se
cita aqui principalmente debido a la interesante terminologia utilizada en ella'°,

at 6€ vt TOTG TQ HOVOIKQ, pla En la musica hay tres medias: la primera
UEV dordunTikd, SsuTéQoa ¢ A YewueTotkd,  es la aritmética, la segunda es la
Tolta §'vmevavtia, &v kaiéovtt

QQUOVIKQAV.

geométrica y la tercera es la

subcontraria, que a veces se llama la

armonica.
aouiunTikd uév, OkKa EwVTL TOES

0QOL KaTA TAV TOAV UTTEQO YAV AV La media aritmética esta presente si los

Adyov @ meaTog SEVTEPOU VTEQEYEL, tres numeros difieren, [cuando se
TOUTW 8€VTEQOS TRITOV VITeQEyeL. Kal toma] en logoi, de la siguiente manera:
eV tavTq T avadoyiq ovumintel el segundo ndmero supera el tercero

fiuev 76 Tév peSovay dewv SidoTnua por tanto como el primero supera el
segundo (12 —9 =9 —6). Ademas,

esta igualdad [cuando se toma] en logoi

UETOV, TO OE TV uetdvwv ueiSov.
A YEWUETOLKA OE, OKKQ EWVTL
olog 6 med&T0¢ TOTL TOV SeVTEQOY,
kai 0 6e0tepo¢ TOTL TOV TElTOV.

significa que la razén [intervalo] de los

nidmeros mas grandes es la mas

To0TWV 8 01 pueiSoveg {oov motodvrat to o . .
pequeiia, y que la razén de los numeros

Staotnua Kal ot uelovg. 12 9 _
menores es la mayor [? < g]. La media

& 8" Omevavtia, v kaloduev douovikdy, geométrica esta presente si el primer

dxra EwvtL <toloL H> 6 TEATOS nimero es al segundo, como el

0p0¢ Urepéyel ToU SeuTéQov
aTAOTOV PEQEL TOVTW O PEGOG TOD
Toltov VTepey el ToD TElTOV UéPEL
yivetar §'év tavTa t@ dvaloyia 1o
T@OV uelSovwy dpwv dtdotnua ueiSov,
TO 8¢ TV UEOVWY UETOV.

segundo es al tercero. En este caso los
numeros mayor y menor tienen la
misma razén [a:b = b:c, donde a >
b>c]. Lla
subcontraria esta

media armodnica o
presente si los
nimeros son tales que la cantidad por
la cual el primero supera el segundo,
expresada como una fraccién de la

primera, es la misma que la cantidad

110 pjels y Kranz, Fragmente der Vorsokratiker 1%, p. 436. Reidemeister (" Das exakte Denken der Griechen "
Hamburgo 1949, p. 27) afirma que este fragmento no es auténtico. En mi opinidon, sin embargo, su
argumento no es convincente.
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por la cual el segundo supera el tercero,
cuando se expresa como una fraccién

11 En este caso de la

de la tercera
igualdad [cuando se toma] en logoi, la
razon [intervalo] de los numeros

mayores es el mayor y el de los

P 12 8
numeros menores es el menor [E > g]

Como podemos ver, la terminologia empleada en este fragmento se extrae de la teoria
pitagérica de musica. No hay necesidad de entrar en cualquier discusién adicional de los
términos Opot y Staotnua aqui, pero el uso de ava A6yov y avaloyia es digno de
mencién especial. A pesar de que estas palabras se pueden traducir como ‘(tomadas) en
logoi’ y ‘la igualdad [cuando se toma] en logoi’, estan sin duda, siendo usadas en el
fragmento citado anteriormente con un significado que difiere de todos los demads que
hemos considerado hasta ahora. En este fragmento, los pares de nimeros que van a
componer la media aritmética (12, 9 y 9, 6) avadoyov son comparados, y la media
aritmética en si (12 —9 = 9 — 6) se dice que estan en avaloyia. Por lo tanto, este uso
sugiere que Adyog se refiere a la relacidn entre dos niumeros que se ejemplifica por 12 —
9y9 —6.

[Hoy en dia considerariamos ‘12 —9" y ‘9 — 6’ como términos que denotan numeros
(resultantes de la aplicacidon de una operacién a otros niumeros) y no como la expresién de
una relacion entre dos numeros. Esta observacién se aplica a la palabra ‘razén’ (y la
notacion ‘a: b’) asi; aunque se utiliza adecuadamente para referirse a una relacion, la
prdctica comun ahora es hablar de la relacion entre dos numeros, como si fuera en si
mismo un numero (por ejemplo, la notacidon ‘a:b = c:d’ es evidencia de ello). Por
supuesto estos usos, son un reflejo de las ideas modernas acerca de las matematicas (en
particular, sobre la clausura de los numeros reales bajo las operaciones de resta y division)
que seria un error atribuir a los griegos. Por lo tanto, es necesario abandonar la
terminologia moderna cuando se habla de estos conceptos. La relacidn referida en el
parrafo anterior se denota en inglés por la frase ahora obsoleta ‘razén aritmética’.]*!*?

111 Es decir, en el caso de una media armdnica significa que la relacién entre los tres nimeros (a, b y c) se
, a c . . . s . 12
expresan por la férmula T Asi, en particular, 8 es la media armdnica entre 12 y 6 ya que s
6
3=—.
8—6
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Por lo tanto, las conclusiones que extraigo del segundo fragmento de Arquitas son las
siguientes. En la teoria de la musica, la palabra A0yo¢ originalmente significaba cualquier
tipo de ‘relacion entre dos numeros’, y no solo la ‘razén entre dos numeros’ como se hizo
en geometria. En consecuencia, la palabra avadoyia significa como cualquier tipo de
‘igualdad entre pares de numeros’'?. No fue hasta mas tarde que Adyog¢ tomé el
significado mas reducido de aquella relacion entre dos nimeros a la que nos referimos
como la ‘razén’ (a: b). Ademas, este cambio resulté del uso de la palabra en geometria, no
en la teoria de la musica. EIl comentario correspondiente vale para avaldoyla, es decir,
que en matematicas se llegd a tener el significado especial de ‘guardar la misma razon’
(a:b = c:d) en lugar de referirse en general a los pares de numeros cuyos miembros
llevaban la misma relacion entre si.

Aparte del fragmento de Arquitas que acabamos de considerar, no conozco ningln otro
texto antiguo que utilice el término matematico A0yo¢ en este sentido antiguo (es decir,
con el significado de 'cualquier tipo de relacion entre dos nimeros'). En Euclides, 10yog¢ se
utiliza siempre en el sentido de ‘razén’ (a: b, como nos gustaria escribirlo). No obstante, el
propio Aristoteles corrobora mi conclusién de que avadoyla originalmente tenia un
significado mdas amplio en matematicas. En una ocasion, él escribe que la proporciéon
a:b = c:d es aquella que “los matemaéticos se refieren como la analogia geométrica”!'3,
mientras que él comenta en otra ocasion, acerca de la nocidn de uéoov, que “si diez es
mucho y dos es poco, entonces seis ocupa la media..., porque es tanto mayor que unoy es
mas pequeno que el otro, y esto es la media de acuerdo con la analogia aritmética”
(tobto 6¢ péoov éativ katd TV aElOuntiknv dvatoyiav)i4,

Asi que el significado original de avadoyia de hecho debe haber sido ‘identidad de
cualquier tipo de relacién entre dos numeros’'?>,

2.18 LA CREACION DEL CONCEPTO MATEMATICO DE A6yo¢

Nos hemos encontrado con dos significados diferentes del término matematico Adyo¢
gue han de distinguirse claramente entre si:

1113 Nota del traductor (Szabd).

112 En Arquitas de hecho también se refiere a la media armdnica como analogia en el fragmento citado
anteriormente.

113 Etjca a Nicdmaco, 1131b, 12-3.

114 |bid., 1106a33.

115 Esta es la razon por la que los pitagdricos posteriores fueron capaces de referirse a la media restante
(ueaodtnTeg), que no serad discutido aqui, como dvadoyia. Sobre este tema, véase P.-H. Michel, De
Pythagore a Euclide, Paris 1950, pp. 365-411, también el articulo mio aparece en n. 12 supra, p. 102.
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(1)

(2)

En Euclides, y en la literatura matematica generalmente, A0yo¢ denota la relacién
que nosotros llamariamos razoén (a: b).

En el fragmento de Arquitas discutido en el capitulo anterior la palabra A6yo¢
tenia otro significado. Arquitas, cuando se habla de la media aritmética, compara
pares de nimeros ava A0yov. Por otra parte, se refiere a la media aritmética en si
(12 —9 = 9 — 6), y también a la media armdnica (12... 8... 6), como avadoyia. Por
lo tanto, él debe utilizar la palabra A6yoc¢ para denotar cualquier tipo de relacién
entre dos numeros.

Mi conjetura es que el primero de estos significados (razén) se obtuvo por un proceso de

especializacién del segundo, y se basa en el siguiente razonamiento:

(a)

(b)

En la terminologia de la teoria de la musica, la palabra para 'razén' era didotnua.
La forma en que adquirio este significado se puede describir aproximadamente
como sigue. Inicialmente significaba una "linea recta" o "longitud". A continuacion,
paso a significar que la seccidn de cuerda que se mantuvo vibrando' (para producir
la segunda nota de una consonancia en el monocorde), y finalmente se usé para
describir la 'razén entre (los) dos nimeros' (asociados con los puntos finales de
este fragmento de cuerda). Un diastema tenia, por supuesto, dos 6got (puntos
finales o niumeros). Cuando los diversos célculos (es decir, cortes) se realizaron por
primera vez en el canon, y se deseaba comparar diferentes segmentos de linea
contenidos en un intervalo, el término Adyo¢ se introdujo. Se utilizaba para
denotar cualquier par de nimeros que forman los puntos finales de un diastema.
No hace falta decir que de acuerdo a este antiguo uso musical (los rastros de los
cuales se encuentran en nuestro fragmento de Arquitas) las palabras Adyoc¢ y
Lo Tnua no son sinénimos.

Fue solo cuando la teoria de las proporciones, que inicialmente habia sido
confinado a la musica, comenzé a ser utilizado en la aritmética y la geometria, que
el significado de A0yo¢ cambidé de cualquier "relacion entre dos nimeros” a
“razon”. La decision de asignar este significado a A6yo¢ puede haber sido motivada
al menos en parte por el hecho de que la ambigiiedad del término ditdotnua (linea
recta y razon) debe haber sido especialmente confuso en la geometria. Era
conveniente, por lo tanto, introducir un nombre inequivoco para la 'razén' y
reservar dtaotnua (al menos en la geometria) para 'linea recta'. Después de que el
nuevo significado de A0yo¢ (como un término matematico) habia sido resuelto de
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una vez por todas, un significado correspondiente se llevd a cabo de forma natural
en el significado de davadoyia, lo cual en adelante llegd a ser ‘guardar la misma
razén’ o ‘proporcion’.

2.19 UNA DIGRESION SOBRE LA HISTORIA DE LA PALABRA A6yo¢

La siguiente pregunta que se presenta es como la palabra 10yo¢ adquirié su significado de
‘relacion entre dos numeros’ y, en particular, ‘la razén entre dos numeros’. Este
significado era peculiar en la musica y las matematicas. En el habla cotidiana A6y o¢ solo se
utilizdé con significados como ‘palabra’, ‘discurso’, ‘conversacién’, ‘relatos’, ‘explicacion’ y
‘argumento’. Creo que esta pregunta puede ser respondida solo si se tiene en cuenta lo
siguiente:

Ya que katddoyog significaba una ‘enumeracion’, en la época clasica de la palabra A6yoc¢
debe haber tenido entre sus otros significados cotidianos uno como ‘nimero’, ‘cantidad’,
una ‘serie o totalidad de ciertas cosas que pertenecen juntas’. En Herodoto (111.120), por
ejemplo, uno encuentra las palabras: 2V ydp &v avdpdv A0yw — “éEsta usted en las filas
(o entre el numero) de los hombres?” [Es decir, ‘éEres digno de ser considerado como un
hombre?’] Del mismo modo escribe en otra ocasidén (Ill.125): &v avdoamodwv
Aoyw motevuevog — “les afiade a la totalidad (o el nimero) de sus esclavos”. En este uso
Abyoc parece ser un concepto similar al cprduds. La frase 00T &v A0y w, 0UT €V QLOuw!®
la cual se cita en el Iéxico de Pape soporta esta conclusion. En lugar de citar una serie de
otros ejemplos, permitanme citar un pasaje de Aristételes (Etica a Nicdmaco, 1131b20),
que se ejecuta de la siguiente manera: &v ayaBod yap A0yw ylyvetal T EAattov
KQKOV TEO¢ To UElgov kakov — “Un mal menor comparado con uno mayor, cuenta como
uno bueno (o se cuenta en las filas de la bondad).”

Me parece que el significado distintivo de A6yo¢ como un término musical se deriva del
uso de la palabra que se discute en el parrafo anterior. Dado que uno de los significados
cotidianos de Adyoc¢ fue ‘una serie de cosas’ o ‘una combinacion de varios objetos o
numeros’, podria darse el significado técnico de ‘una combinacion de solo dos numeros’
gue se relacionan entre si, es decir, una ‘relacion entre dos nimeros’. (Por supuesto, esto
habria requerido la creacidn consciente de un nuevo concepto.)

Ademas, hay una interesante ambigliedad sobre la palabra A6yo¢ como fue utilizada por
los pitagoricos. En la musica y las matematicas la usaron para referirse a una ‘relacion

118 yver el texto correspondiente a 16y o¢
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entre dos numeros’ (a — b) o (a:b), sin embargo, al mismo tiempo ellos siguieron la
practica filosofica general de usarla para significar ‘comprensién’, ‘pensamiento’, o
‘razén’. Hay innumerables pasajes de la literatura sobre la teoria de la musica, que podria
ser citado para mostrar que en algunas ocasiones no es nada facil de distinguir claramente
entre estos dos significados (16yo¢ como 'razén numérica’ y Adyo¢ como ‘comprension’ o
‘razén’). Esto se aplica para la mayoria de los pasajes que no son dificiles de entender, y
cuyo significado es claro y sin ambigliedades. Sin embargo, es dificil, cuando uno los lee,
saber si A0yo¢ debe ser traducido como ‘razén’, ‘comprensién’, ‘reflexion’ o ‘razén
numérica’. De los muchos ejemplos que ilustran esta ambigiliedad, quiero mencionar solo
dos aqui.

Ya hemos hablado de un pasaje de Tolomeo!!” en el que describe los procedimientos
utilizados por algunos de los que llevan a cabo experimentos musicales de la siguiente
manera: “Ellos no obtienen las divisiones de la cuerda por cdlculo, sino por el estiramiento
de la cuerda y luego mueven el pequefio puente hasta cada una de las notas que se estan
buscando y luego se escuchan, etc.”

El significado de este pasaje no es problematico en absoluto. Si, en cambio, se lee en el
original griego (0v6 dAwg €Tt Tw Adyw motodvTat Tdg katatoudg), entonces no es claro
si A0yo¢ se supone que significa ‘reflexién’, ‘comprensidén’ o ‘razén numérica’, ya que
cualquiera de estos sentidos encajaria en el contexto. (La palabra es traducida por
‘cdlculo’ en nuestra version en inglés del pasaje.)

Hay un pasaje similar entre los escritos de Aristdxeno, el oponente de los pitagéricos!!®.
En este se sostiene que solo nuestros sentidos (en particular, la audicién) deben ser
llamados a decidir sobre los tonos musicales, ya que solo ellos son competentes en esta
materia (1) aloOnoic €atwv 1) TovTtoD KVEla). Luego pasa a afiadir que ‘nuestros sentidos
no requieren ayuda del logos’ (00&¢ Ad0yov deltat). Como el contexto muestra, este es
otro caso en el que Adyo¢ puede tomarse para significar ‘razon numérica’, asi como
‘pensamiento racional’. En el ultimo analisis, Aristéxeno no solo rechaza Unicamente al
hecho de que los pitagdricos llamaban a la razén (A6yog) en lugar de depender
exclusivamente de la percepcion sensorial, sino también el hecho de que ellos querian
hacer los intervalos musicales, los cuales supuestamente eran solo para ser escuchados,
dependientes de las razones numéricas (A6yog).

117 Ver n. 108.
118 Harm. Stoich, 53.13ff.
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Esta ambigiiedad en el significado de la palabra A6yoc¢ (relaciéon entre dos nimeros, y el
pensamiento racional o razén) fue naturalmente de considerable importancia para los
pitagéricos que querian ver la ‘racionalidad’ del universo en términos de numero.

2.20 LA APLICACION DE LA TEORIA DE PROPORCIONES A LA ARITMETICA Y LA
GEOMETRIA

La evidencia presentada hasta ahora es suficiente, espero, para mostrar que todos los
términos importantes de la teoria de las proporciones tienen sus origenes en la teoria de
la musica. Ademds, hemos visto que la evidencia justifica no solo los términos en si
mismos (como Staotnua o Adyoc y 0pot), sino también los conceptos a los que se
refieren. Ya que las matematicas griegas sin estos términos y conceptos serian
inconcebibles, uno se inclinaria primero a pensar que la teoria original de proporciones se
refiere exclusivamente a la musica y que se aplicd posteriormente a la aritmética y la
geometria. Esta conjetura se confirma sobre todo por la existencia de ciertos términos
geomeétricos (‘razén doble’, ‘razén compuesta’, ‘diferencia entre dos razones’, etc.) que
solo se pueden explicar, al menos desde un punto de vista linglistico, por referencia a los
calculos realizados en el canon (véase el capitulo 2.10).

Sin embargo, la aplicacion de estos conceptos en la aritmética y la geometria estaba lejos
de ser un procedimiento mecdanico. Parece mas bien, que en un comienzo se hizo en la
teoria de la musica, y que el desarrollo de lo que entenderiamos por la teoria de las
proporciones en realidad tuvo lugar dentro de la aritmética y la geometria después de que
los conceptos basicos se habian sido tomados de la teoria musical. De hecho, su aplicacion
a un nuevo campo provoco algunos cambios en los mismos conceptos. Hasta cierto punto,
esto ya deberia ser evidente teniendo en cuenta nuestra discusion hasta ahora.

Aunque aquellos pitagdricos que se preocupaban por la teoria de la musica llegaron tarde
a considerar dtaotnua y A0yo¢ como conceptos equivalentes, el fragmento de Arquitas
deja claro que Ad6yog¢ no significaba originalmente ‘razén geométrica’, y por lo tanto
avaldoyia no significaba ‘proporcion geométrica’, sino simplemente ‘igualdad [cuando se
toman] en logoi’ (donde logos era cierta relacidon no especificada). Parece que, en general,
la comparacion de las cantidades [tomadas] en logoi era mucho menos importante en la
teoria de la musica que en la aritmética y la geometria. Es cierto que los pares de nimeros
(los constituyentes de una media aritmética) se comparan ava Adyov por Arquitas, no
obstante, la nocion de ‘igualdad [cuando se toma] en logoi’ no era de gran importancia
(desde el punto de vista de los desarrollos posteriores) hasta que llegaron a ser
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caracteristicos en la aritmética geométrica de los pitagdricos. Para esto, uno debe mirar la
definicidn pitagdrica de los nimeros planos semejantes (Elementos VI, Definicidén 21)

Como se menciond en la Parte 1, los pitagéricos pensaban que cualquier nimero, cuando
se descomponia en dos factores, podria ser considerado como un numero plano. (Por
ejemplo, 3 estuvo representado por un rectdngulo con lados 1y 3.) La definicién (VI1.21)
afirma: “NUmeros planos semejantes... (potot Emimedot aptBuol) son los que tienen sus
lados proporcionales (ol avaloyov <loag> Eyovtes Tag mAgvEAg).”

Asi 3y 12, por ejemplo, serian nimeros planos semejantes de acuerdo con esta definicién,
ya que pueden ser representados por un par de rectdngulos semejantes con lados
(factores) 1, 3y 2, 6, respectivamente. Es obvio que el logoi formado a partir de los lados
correspondientes de estos rectangulos son iguales (1: 2 = 3: 6).

Ademas, cada uno de ellos se compone de un par de segmentos de linea, asi como un
diastema (un intervalo expresado como una relacién numérica) en la teoria de la musica
fue producido por dos secciones de cuerdas que diferian en longitud. El concepto de
‘igualdad [cuando se toman] en logoi’, sin embargo, era mucho mds importante en la
aritmética geométrica (es decir, en la aritmética plana y nimeros sélidos) que en la teoria
de la musica. En este ultimo, su uso mas importante fue en la formulacién de tales
resultados, como que los nimeros proporcionales de una quinta eran siempre idénticos,
conocimiento el cual no dio lugar a ningiin descubrimiento adicional.

Por otro lado, cuando se aplica a los lados correspondientes (factores) de nimeros planos,
esta misma nocidn reveld algo de gran importancia. La relacién de semejanza entre
rectangulos podria caracterizarse en términos del mismo. Por supuesto, incluso antes de
la introduccidn del concepto avadoyia, los matematicos deben haber tenido una idea
intuitiva de lo que significaba para dos rectangulos ser semejantes. Sin embargo, fue solo
después de que se dieron cuenta que la 'semejanza geométrica' (entre los rectangulos en
primera instancia, y luego entre las figuras rectilineas en general) era precisamente la
‘igualdad [cuando se toma] en logoi’ (dvadoyia) de lados correspondientes, que este
concepto se convierta en un ser verdaderamente cientifico. Asi vemos que un concepto
gue nuestras investigaciones etimoldgicas nos han llevado a concluir que se origind en el
campo de la musica contribuyé a una mejor comprensidon de semejanza geométrica
cuando se aplicd en la aritmética geométrica. La semejanza fue vista como “analogia de
lados”. Esto explica cédmo la palabra avadoyia llegd a ser utilizada por los educados en
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contextos no matematicos en el sentido de ‘semejanza’ (0u0t67n¢). (Como es bien sabido,
Aristételes utiliza con frecuencia la frase 70 &vddoyov con solo este significado!°.)

Cabe enfatizar en este punto que hay otra evidencia indubitable para mostrar que el
concepto cientifico de semejanza geométrica debe haber sido un invento de los griegos.
La siguiente definicidon hace esto evidente:

Elementos VI.1: “las figuras rectilineas semejantes son aquellas que tienen sus angulos
respectivamente iguales (Suota oynuata svBvyoauud éotv, doa Tag te ywviag loag
Exetkatd wav) y los lados de los angulos iguales, proporcionales (kal tag mepl Tdg
loag¢ ywviag mlevoag dvadoyov es decir loag €yet).”

Asi semejanza se define como tener dangulos iguales y lados en la misma razén
(dvadoyov). Esto supone tanto el concepto de ‘angulo’, que se desarrollé durante el
principio del periodo J6nico!?, y el de dv&loyov, que vino de la teoria pitagérica de
musica.

La diferencia entre la anterior definicién de semejanza de figuras rectilineas y la definicién
de los numeros planos semejantes es inmediatamente evidente. Los nimeros planos
fueron siempre considerados como rectangulos en aritmética geométrica. (Los pitagéricos
también consideran otros tipos de niumeros planos, como los triangulares y pentagonales,
pero éstos nunca se discuten en el relato de la aritmética de Euclides.) En el caso de
rectangulos semejantes, no obstante, no hubo necesidad de insistir sobre explicacién de la
igualdad de sus angulos, ya que un rectdngulo por su propia naturaleza solo tiene angulos
rectos. Ademas, los lados de estos rectangulos representan siempre nimeros enteros. La
teoria musical de proporciones se referia Unicamente a los nimeros enteros y nunca a
magnitudes inconmensurables; asi que tenemos una explicacién adicional para facilitar,
con la que los conceptos de esta teoria se podrian aplicar en la aritmética geométrica.

Sucedié algo diferente cuando los matemadticos volvieron a la semejanza de figuras
rectilineas en general. Este problema no siempre conducia a técnicas aritméticas simples,
gue funcionaban tan bien en el caso de los rectangulos. Por supuesto, no era menos cierto
gue los lados de figuras rectilineas semejantes estaban en la misma razén que estaban los

19 Metafisica, N. 6.1093b17ff. Para dvaloyia en el sentido de la ouotd6tng, consulte Philodemus: On
Methods of Inference, A Study of Ancient Empiricism, PH Lacy y EA Lacy, Filadelfia de 1941. Del mismo
modo, por Alexander Aphrodisiensis (vol 2 de Gommentaria in Aristotelem Gracea ed M. . . wallies, Berlin
1892) p. 545, IFF , explica dvaldoyov como Suotov. En esta Ultima, ver mi articulo aparece en n. 8
anteriormente.

120 0, Becker, Grundlagen der Mathematik en geschichtlicher Entwicklung, Freiburgo - Munich 1954, p. 27.
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lados (factores) de numeros planos semejantes. Sin embargo, a menudo era imposible
probar esto rigurosamente (en el caso de tridngulos, por ejemplo) siempre que la teoria
de las proporciones (como en la aritmética y la teoria de la musica) aplica solo a los
numeros y no a magnitudes inconmensurables también. Era conveniente, por lo tanto,
basar la semejanza de figuras rectilineas en primer lugar de la igualdad de sus angulos. El
hecho de que los lados correspondientes sean la misma razén salid casi como una
consecuencia.

Mi conjetura es que los conceptos de la teoria musical de proporciones se aplicaron en
primer lugar en la aritmética. Su aplicacion se vio facilitada por el hecho de que los
numeros de la aritmética, al igual que en la teoria de la musica, estuvieron representados
por lineas rectas. (Por lo tanto, el producto de dos numeros era un rectangulo, y el
producto de tres factores era un sdlido.) Ademas, la aplicacion de esta teoria a la
aritmética geométrica contribuyd a la comprensién del problema de la semejanza
geométrica, y este problema a su vez pronto dio lugar al problema de Ia
inconmensurabilidad lineal. Incluso creo que la teoria de la musica preparé el camino para
el descubrimiento de la inconmensurabilidad lineal. Este es el punto que quiero abordar
en el préximo capitulo.

2.21 LA MEDIA PROPORCIONAL EN LA MUSICA, LA ARITMETICA Y LA GEOMETRIA

En un capitulo anterior (véase p. 164) discutimos un fragmento de Arquitas que trata con
las tres medias en la musica, y se sefialé la importancia de dos de ellas (la aritmética y la
armonica) para la teoria de la musica. [Como se ha sefalado, estas dos medias efectuan la
divisién de un intervalo musical en subintervalos desiguales, los subintervalos siendo el
mismo en ambos casos, excepto que se producen en el orden inverso. El ejemplo clasico
es la division de una octava (12:6) en una cuarta y una quinta (12: 9 y 9: 6) por la media
aritmética, y en una quinta y una cuarta (12: 8 y 8: 6) por la armdnica.] La llamada media
geométrica se encuentra entre estos dos, pero el papel que jugd es menos claro.

De acuerdo con Arquitas, la media geométrica es el ‘punto final’ (6pot) entre otros dos
‘puntos finales’ (“numeros”) que divide el intervalo original (por ejemplo a:c) en dos
subintervalos iguales (es decir, de tal manera que a: b = b:c). En el caso de una octava, la
media geométrica seria el nimero x que satisface la ecuacién 12:x = x:6. Aln si las
fracciones estan permitidas, asi como los nimeros enteros, es evidente que no hay tal
‘nimero’. (Ciertamente no hay ninguno en el sentido de la definicion de Euclides de
numero.) Una octava no se puede dividir en dos subintervalos iguales por un numero. Esto
no fue solo una dificultad préctica para los pitagéricos, sino también una tedrica. De
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acuerdo con su teoria, cualquier intervalo musical se podria expresar como una razén de
numeros enteros.

Es evidente que lo anterior se aplica para cuartas (4: 3) y quintas (3: 2) también; como con
la octava, no hay un nimero que los divide en subintervalos iguales, no existe una media
geomeétrica (numérica) entre sus nimeros proporcionales.

Esto nos lleva a la pregunta de por qué Arquitas cuenta la media geométrica como un ser
musical, a pesar de que tal media no puede existir en la musica. Por lo que puedo ver, no
hay luces sobre esta cuestidon por el contexto en el que aparecen sus palabras. De ahi que
cualquier respuesta a ella solo puede ser conjetural. Mi opinidn es que se puede dar una
explicacion en los términos siguientes:

Estd claro que la media geométrica no recibié su nombre hasta después de que los
matematicos no aprendieron a construirla de una manera geométrica. Originalmente se
trataba de una fuente de perplejidad considerable a aquellos interesados en la teoria de la
musica. Lo Unico que tiene en comun con las auténticas ‘medias musicales’ (es decir, con
las aritméticas y las armodnicas) es que también surgié por primera vez en la teoria de la
musica.

Tenemos, de hecho, una prueba definitiva de que los pitagdricos intentaron dividir
intervalos musicales en subintervalos iguales. En otras palabras, ellos trataron de
encontrar las medias geométricas de estos intervalos y llegaron a la conclusidon de que
esto no se podia hacer de forma aritmética. Nuestra prueba de ello es la Proposicién 3 de
la Sectio Canonis, que establece!?!:

“Ningun numero media proporcional se puede encontrar entre dos nimeros en una razén
superparticularis.”

Para comprender esta afirmacién, hay que saber para los griegos que significaba una
‘razén superparticularis’ (Emipuodptov Stdotnua) lo que podriamos denominar por “(n +
1):n”. Este tipo de razdn se ejemplifica no solo para las cuartas (4: 3) y quintas (3: 2), sino
también para las octavas (2: 1).

121 L3 mayoria de los estudiosos desde los tiempos de Tannerys han atribuido esta proposicién a Arquitas
(véase, por ejemplo, van der Waerden, Hermes 78 (1943), 169). Nuestra fuente, Boethius (De Musica . Il
11), se opone a "una prueba de Arquitas" cuando se habla de la proposicidn en cuestiéon. No creo que esto
por si mismo sea una razon suficiente para atribuir toda la proposicidon a Arquitas. En mi opinion, Sectio
Canonis 3 fue formulada mucho antes de su tiempo.
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La proposicidon establece, por consiguiente, que no hay media geométrica (numérica)
entre dos numeros en una razén superparticularis. (Hay que tener en cuenta que todos los
intervalos musicales importantes son de hecho ejemplos de este tipo de razén.) Por otra
parte, los griegos eran muy conscientes del hecho de que este resultado era siempre
verdad, no importa que los multiplos de las razones superparticularis fueran usados para
probarlo.

Esto es mucho mds evidente desde la prueba de la proposicidon en la Sectio Canonis y
desde las otras proposiciones que se asumen en la prueba'??,

Su falta de éxito con este problema en la teoria de la musica llevo a los pitagdricos a una
postura en forma mas general. Ellos se preguntaron en qué condiciones era posible
encontrar entre dos nimeros un tercero que tenga la propiedad de tener la misma razon
con ambos; es decir, que queria saber si existia un nimero media proporcional entre dos
numeros. En el Libro VIII de Elementos de Euclides hay toda una serie de proposiciones
que tratan simplemente esta pregunta. Recordemos algunos de ellos aqui:

VIII.11: “Entre dos numeros cuadrados hay un nimero media proporcional, etc.”
VIII.12: “Entre dos numeros cubicos hay dos nimeros medias proporcionales, etc.”
VIII.18: “Entre dos nimeros planos semejantes hay un nimero media proporcional, etc.”

VIIL.20: “Si un numero media proporcional estd entre dos nimeros, los nimeros seran
numeros planos semejantes.”

No hay que confirmar la antigliedad de estas proposiciones aritméticas, de hecho, son
anteriores al descubrimiento de la inconmensurabilidad lineal. Sin embargo, ya que es

posible probarlas sin tal conocimiento!??

, parece razonable considerarlos como haber
hallado el camino para el descubrimiento de cdmo construir una media proporcional de

dos lineas rectas en una forma geométrica (ver Elementos VI1.13).

122 En |o que se refiere a estas otras proposiciones, no puedo sino estar de acuerdo con el anélisis de van der
Waerden (véase la nota anterior). Sin embargo, me gustaria disociarme de la opinidn de que estas se deben
al mismo Arquitas.

123 por cierto, estoy de acuerdo con la observacién de van der Waerden (ver Zur Geschichte der griechischen
Matematik, p. 224) en el sentido de que los problemas en el Libro VIII estdn muy estrechamente
relacionados con la teoria de los irracionales. Estos problemas realmente prepararon el camino para la
teoria de los irracionales. Esta es una razén mas por la cual el libro VIl no podria haber sido escrito durante
la época de Arquitas. La teoria de los irracionales, como podemos ver en el concepto dynamis, se remonta
mucho antes que esto.
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Por lo tanto, un problema insoluble en la teoria de la musica (dividir el intervalo asociado
con una consonancia en dos subintervalos iguales o, en otras palabras, encontrar una
media geométrica numérica entre los dos niUmeros asociados a una consonancia) puede
haber conducido, por via de la aritmética, primero al problema de semejanza geométrica
(para las figuras rectilineas) y luego a la construccion geométrica de una media
proporcional a cualquiera para cualquier par de lineas rectas. En un sentido, sin embargo,
la dltima asume un conocimiento de la inconmensurabilidad lineal. Para la media
proporcional entre dos lineas rectas cuyas longitudes no son nimeros planos semejantes,
es en si una linea recta inconmensurable en longitud (véase la Parte 1 del presente
trabajo).

2.22 LA CONSTRUCCION DE LA MEDIA PROPORCIONAL

La construccidon de una media proporcional para dos segmentos de linea dados se discute
por Euclides en la Proposicion VI.13 de Elementos. Sabemos que Hipdcrates de Quios, el
famoso gedmetra del Siglo V, ya debe haber estado familiarizado con esta'?*. Los antiguos,
sin embargo, no nos dejaron ninguna informacién sobre la edad de la proposicion (VI1.13),
o acerca de los pasos que llevé al descubrimiento de esta construccién. Por tanto, el
siguiente intento de reconstruir estos hechos podria ser rechazado por ser considerado
desde el principio como tan solo una conjetura. Sin embargo, me parece que todavia vale
la pena hacerlo, porque el objetivo de estudiar la historia de las matematicas es tratar de
entender como el desarrollo de la ciencia ha llevado de un problema a otro.

La primera cosa a recordar sobre la Proposicion VI.13 es que los triangulos rectangulos
semejantes se utilizan en la prueba. El problema de la media proporcional es, por
supuesto inseparable del problema de la semejanza para las figuras geométricas. Fue una
investigacion mas completa de semejanza geométrica la cual proporciona la solucién al
problema anterior. Ademas, su experiencia con la aritmética debe haber sugerido a los
griegos que esta era la manera correcta de acercarse a ella. Ellos ya sabian que existia un
numero media proporcional entre dos nimeros planos semejantes, y también fueron
capaces de calcularlo (ver pp. 51-3).

Parece probable que ellos estaban familiarizados con un caso especial de la construccion
antes de poder llevarlo a cabo en toda su generalidad (como se hace en Elementos V1.13).
Un caso en particular, me parece especialmente simple y obvio.

124 \Jer n. 37 de la Parte 1.
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Recordemos que el final de la Parte 1 de este libro, nos llevd a conjeturar que el problema
de la duplicacion de un cuadrado era originalmente equivalente al problema de encontrar
una media proporcional entre un numero y un segundo que era el doble. De hecho,
cuando los griegos descubrieron que la diagonal de un cuadrado era el segmento de linea
necesario para construir un segundo cuadrado que tenia el doble del area del original,
ellos deben al mismo tiempo haberse dado cuenta de que representaba la media
proporcional entre un lado del cuadrado y una linea que era dos veces mas que este lado.
El primer hecho habria sido visualmente evidente para ellos (ver p. 93), mientras que ellos
pueden haber llegado a la conviccion de la segunda de la siguiente manera:

(a) Debe haber sido evidente para cualquiera que dos cuadrados tenian que ser
semejantes. (Esto deberia haber sido asi, ya sea que ellos hubieran tomado en
cuenta o no el hecho de que si se le asigna un nimero, como una longitud, a los
lados del cuadrado original, este no se podria haber hecho con los lados del
segundo cuadrado.) Por otra parte, debe haber sido igualmente obvio que este
también era el caso de los tridngulos rectdngulos obtenidos por reducir a la mitad
los dos cuadrados. (Para empezar, por supuesto, la evidencia de esto fue solo
visual e intuitiva.)

K------- 2a e

4

Fig. 5

(b) Ahora era un asunto facil formar un logos de los lados correspondientes de los dos
cuadrados y otro de sus diagonales, tal como se hizo en el caso de los numeros
planos semejantes. De ahi que los primeros logos estuvieron integrados por los
lados mas cortos de los dos tridngulos (a: d), mientras que la segunda se compone
de sus hipotenusas (d: 2a). Estos logoi eran evidentemente iguales (a:d = d: 2a),
al igual que los formados a partir de los lados correspondientes de "numeros
planos semejantes".

De esta forma la diagonal del cuadrado original, mostré claramente ser la media
proporcional requerida. [Estas consideraciones también proporcionan una solucidn para el
equivalente geométrico de un problema insoluble a partir de la teoria de la musica. Por
supuesto, estoy haciendo referencia al problema de la reduccién a la mitad de la octava
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(2:1), es decir, de encontrar la media proporcional entre dos longitudes de cuerda que
producen una octaval

El argumento esbozado anteriormente no es valido a menos que los conceptos de Adyogy
avaloyia se tomen como aplicables a las magnitudes, asi como a los nimeros. Por lo
tanto, tienen que ser entendidos en el sentido de la llamada definicién de Eudoxo que se
encuentra al principio del Libro V de Elementos. Es una cuestidn abierta si las definiciones
de estos conceptos fueron extendidas en la misma época, en que se advirtido de que la
diagonal de un cuadrado era también una media proporcional, o si esto no tuvo lugar
tiempo después.

En cualquier caso, la manera en que los matematicos descubrieron que la diagonal de un
cuadrado era la media proporcional entre uno de sus lados y una linea del doble de su
longitud, también les ensend mucho acerca de cémo construir una media proporcional de
dos segmentos de lineas arbitrarias.

(1) Lo primero que debe haber sido claro para ellos fue que la forma mds simple de
obtener una media proporcional era usar tridngulos rectangulos semejantes.

Fig. 6

(2) Ellos también debieron haber advertido que la linea recta en cuestion era
precisamente la media proporcional requerida, ya que jugé dos papeles diferentes
en lo que se refiere a los dos triangulos. (En la Fig. 5 el segmento de linea d es
adyacente al dngulo recto del tridngulo mas grande, mientras forma la hipotenusa
del tridngulo mas pequeno.)

La pregunta ahora era como utilizar esta informacién; cémo, por ejemplo, hacian ellos
para construir un par de tridngulos rectdngulos semejantes.



La teoria pre-Euclidiana de las proporciones | Ixxviii

Si ellos comenzaron con un angulo recto de los tridngulos isésceles (la mitad de un
cuadrado), a continuacion, era facil de responder esta ultima pregunta. Dos tridngulos
rectangulos isdsceles semejantes (de hecho, dos congruentes), se pueden conseguir a
partir de un tridngulo, dejando caer una perpendicular desde el angulo recto a la
hipotenusa. Debié de ser inmediatamente evidente que los tridngulos obtenidos de este
modo fueron semejantes; pero por desgracia no eran adecuados para el propdsito que
nos ocupa. Sin embargo, el caso especial en el cual la semejanza coincide con la
congruencia puede haber sido util para seiialar la manera del caso mas general.

Si (como en la Fig. 6) una perpendicular se deja caer desde el angulo recto de un tridngulo
rectdngulo no isésceles, dos tridngulos rectangulos se obtienen de nuevo. Los griegos no
se debieron demorar en darse cuenta de que estos también eran semejantes, ya que sus
correspondientes dngulos eran iguales (@ = f y y = §). La perpendicular d (véase la Fig.
6) juega un doble papel del tipo discutido arriba en (2). Es el mas largo de los dos lados
adyacentes en el triangulo mas pequefio y el mas corto de los dos en el mas grande. Ellos
podian ahora obtener una media proporcional (x:d = d:y) entre las longitudes x e y
simplemente formando logoi de los correspondientes lados adyacentes (comparar el
porisma en Elementos VI.8).

Fig. 7

La construccion de la media proporcional en Elementos VI.13 no es realmente nada mas
gue el procedimiento esbozado arriba a la inversa. En el parrafo anterior fue dado un
tridngulo rectangulo, y una perpendicular fue trazada desde el angulo recto a la
hipotenusa. Esto significaba que la perpendicular en si era la media proporcional entre los
dos segmentos en los que se divide la hipotenusa. Supongamos que en lugar se nos da dos
segmentos de linea (x e y) y queremos encontrar la media proporcional entre ellos.
Nuestro primer paso seria construir un triangulo rectangulo del tipo dado en la Fig. 7.

Los dos segmentos de linea juntos (x + y) forman su hipotenusa. (Esto es obvio a partir de
la discusion anterior.) Si consideramos la longitud x + y como el didmetro de un circulo,
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infinitos tridngulos rectdngulos se pueden construir sobre él, por el teorema de Thales'?
gue establece que el angulo en un semicirculo es siempre recto.

Lo que se necesita, sin embargo, es un tridangulo rectangulo en el que la perpendicular
desde el dngulo recto con la hipotenusa divida a esta ultima en dos segmentos, una de
longitud x y el otro de longitud y. Tenemos que elaborar (en el semicirculo superior, por
ejemplo) una linea d perpendicular a la hipotenusa, que se cruza en el punto donde x e y
se encuentran. El punto en el que d interseca la circunferencia serd entonces el tercer
vértice del triangulo que se requiere, y la propia d serd la media proporcional entre x e y.
Vemos, por lo tanto, que esta construccion puede llevarse a cabo utilizando solo algunos
hechos muy elementales sobre semejanza junto con un teorema de Thales perteneciente
al dangulo en un semicirculo.

Como en el caso anterior, una definicién de ‘estar en la misma razéon’ (avatoyia o
0 avtdv Adyov) que se aplica a las cantidades generales es indispensable para una prueba
rigurosa de lo anteriores. En mi opinidn, sin embargo, no tenemos conocimiento suficiente
en la actualidad para decidir si esa definiciéon estaba disponible para quienes inventaron
esta construccion, o si se basaron en evidencia intuitiva.

2.23 CONCLUSION

Al final de la Parte 1 de este libro hemos llegado a la conclusién de que la existencia de la
inconmensurabilidad lineal puede haber sido descubierta en el curso de los intentos de
encontrar una media proporcional entre dos niumeros (expresado como lineas rectas) o
cantidades. Desde un punto de vista histérico, los griegos originalmente pensaron en el
problema de la irracionalidad como perteneciente a la teoria de las proporciones. Espero
gue la Parte 2 haya mostrado como la teoria de proporciones, cuyo desarrollo inicial se
llevd a cabo en la teoria de Pitagdrica de la musica, de hecho, puede haber conducido a
través de la aritmética al problema de semejanza geométrica y de alli a un problema de la
inconmensurabilidad lineal.

Hay una cosa, sin embargo, que no debe ser olvidada. Tenemos hasta ahora confinada
nuestra investigacion a la forma en que los matematicos griegos pueden haber estado a
punto de descubrir que las lineas rectas linealmente inconmensurables hayan existido.
Nosotros, como todavia no hemos mostrado como llegaron a la etapa de ser capaces de
probar la existencia de la inconmensurabilidad lineal de manera rigurosa.

125 yer B. L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, p. 145
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Aunque podemos suponer que sabian como duplicar el area de un cuadrado por medio de
su diagonal, e incluso de que estaban convencidos por la evidencia intuitiva de que la
diagonal, por esta razén seria la media proporcional entre un lado y una linea del doble de
su longitud, se necesita mas para establecer que el lado y la diagonal de un cuadrado son
inconmensurables en longitud.

Una observacién similar se aplica a la construccion de la media proporcional a dos
segmentos de lineas arbitrarias (Elementos VI. 13), asi como a la creacién del concepto
dynamis. Por ejemplo, los griegos bien pueden haber sabido que un rectangulo de 3
unidades de ancho y 5 unidades de largo podrian transformarse en un cuadrado de la
misma darea con la construccion de la media proporcional a dos de sus lados. Ademas, su
conocimiento de la aritmética puede muy bien haber les dicho que un nimero medio
proporcional existia solo entre dos niumeros planos semejantes (ver Elementos VIII.18 y
20). Todo esto, sin embargo, los habria llevado a la conclusién de que los lados de una
dynamis con un area de 15 eran linealmente inconmensurables (con la unidad bdasica de
longitud), solo después la existencia de tales segmentos, ya no estaba en duda. Del mismo
modo la definicién de proporcionalidad no se podria haber extendido de nimeros a las
cantidades generales hasta después de que se descubrié la existencia de Ia
inconmensurabilidad. Por otra parte, la inconmensurabilidad en si no es algo que puede
ser conocido con certeza de una manera empirica. El conocimiento de esta solo se puede
obtener por un proceso sistemdtico de reflexion.

Por esta razén la parte 3 de este libro esta dedicado al problema de cémo los griegos
transformaron las matematicas de un cuerpo de conocimiento practico y empirico en una
ciencia tedrica y deductiva. Después de todo, la existencia de la inconmensurabilidad
puede probarse rigurosamente solo por los métodos de este ultimo, y no por las de la
primera. No quiero concluir la Parte 2, sin embargo, sin expresar brevemente mi opinion
sobre la importancia de algunas de nuestras conclusiones para futuras investigaciones.

En las Ultimas décadas han aparecido varias obras importantes en la historia de la ciencia
gue se refieren a si mismos con las matematicas del periodo pre-griego y con la de los
babilonios y egipcios, en particular'?®,

Esta investigacién ha dado lugar no solo a una mejor comprension del lugar de las
matematicas en la cultura pre-griega, sino también a la sensacion de que nuestra imagen

126 | os resultados mds importantes de estas investigaciones se agrupan en los tres primeros capitulos del
libro de Van der Waerden, Science Awakening.
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anterior del mundo griego y de los inicios de la ciencia debe ser revisada a fondo a la luz
de este nuevo conocimiento histérico. Cuando no se sabia nada acerca de las matematicas
egipcias y babildnicas, los griegos podian considerarse correctos o incorrectos comparados
con los creadores y fundadores de la ciencia. La situacion cambioé de repente, sin embargo,
cuando se advirti6 que muchos descubrimientos matemadticos importantes que
previamente habian sido atribuidos a los griegos del siglo V y VI, habian sido hechos en
siglos anteriores por los babilonios y los egipcios. Los griegos parecian haber sido
despojados gran parte de su antigua importancia en la historia de la ciencia por este
nuevo conocimiento de las culturas pre-griegas. Otto Neugebauer, una distinguida
autoridad en la historia de las matemadticas, se sintid obligado a escribir que ya que
nosotros conocemos algo no solo sobre los dos mil quinientos afios que han pasado desde
la época clasica, sino también de los dos mil quinteros afios que la precedieron, los griegos
ya no podian ser considerados como los creadores principales y fundadores de la
ciencia?’. Parecia que su posicién histérica no estaba mas en el comienzo de la ciencia,
sino de alguna manera en el medio*?®. Se hicieron intentos para probar que los griegos
hicieron algo mas que llevar la ciencia de sus predecesores, y se dijo que!?® “La tradicion
babilénica proporciond los materiales con los cuales los griegos, o mas precisamente los
pitagoricos, construyeron sus matematicas”.

Estd claro que los estudiantes en el futuro van a seguir pidiendo lo que los griegos podrian
haber aprendido de sus predecesores. En mi opinién, sin embargo, su investigacién dara
un nuevo giro por el material que se presenta en las dos primeras partes de este libro. A
pesar de que todavia se pregunte en qué medida la ciencia griega es solo una
continuacion de su contraparte pre-griega y hasta qué punto se trata de una creacion
completamente original, parece que esta cuestién ha llegado a ser mas claramente
definida de lo que era antes.

Esto se debe a que en los capitulos anteriores nos hemos encontrado con una serie de
conceptos matematicos importantes (diastema, horoi, logos, analogon, analogia, ‘razén
compuesta’ y nociones afines, ‘un corte del canon’, ‘media proporcional’, ‘semejanza
geométrica definida como la igualdad de angulos y analogia de lados’, dynamis,

127.0. Neugebauer, Studien zur Geschichte der antiker Algebra Ill, Quetten und Studien zur Geschichte der
Math. etc. B, 3 (1936) 245-59. El va a decir: “La esencia de la geometria elemental, la teoria elemental de las
proporciones y la teoria de las ecuaciones se encuentra en las matematicas babildnicas sobre la que los
griegos construyeron sus propias matematicas. En todos los casos la conexidn entre los dos es evidente e
innegable.”

128 B, L. van der Waerden, Math. Ann. 120 (1947/9) 123.

1298, L. van der Waerden, Erwachende Wissenschaft, p. 204.
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symmetros, mekei asymmetros, dynamei symmetros, etc.) que, al encararlas, parece como
si ellos fueran invenciones completamente originales y auténticamente griegas. Asi la
pregunta se transforma en una, qué grado de estos mismos conceptos o quizd otros
similares figuran en las matemadticas pre-griegas.

Creo firmemente que una respuesta clara y satisfactoria a esta pregunta se puede dar
sobre la base de nuestro conocimiento actual de la ciencia pre-griega. Ademas, el tiempo
para hacer conjeturas acerca de lo que los griegos podrian haber tomado prestado de
otras culturas vendra después que nosotros hayamos adquirido una mejor comprension
de los griegos y su ciencia.
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